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VORWORT ZUR DEUTSCHEN AUSGABE 


Während der Vorbereitungen zur Übersetzung des vorliegenden Werkes ins 
Deutsche wurde ich mehrfach gefragt, ob es denn nötig sei, ein weiteres Lehrbuch 
der Quantenmechanik in deutscher Sprache zu veröffentlichen. Ich konnte damals 
mit gutem Gewissen zur Antwort geben, daß dies auf jeden Fall gerechtfertigt 
sei, ‚weil das ausgezeichnete Buch von Dawydow eine Lücke schließen hilft, 
welche in der deutschsprachigen Lehrbuchliteratur über Quantenmechanik 
zweifellos bis jetzt existiert hat. Es gab nämlich bisher kein Lehrbuch, welches 
die Quantenmechanik unter besonderer Berücksichtigung der Bedürfnisse der 
modernen theoretischen Kernphysik darlegte. Eine solche Spezialisierung ist 
erforderlich, weil die Quantenmechanik heute ein so umfangreiches Gebiet ist, 
daß in einem normalen Lehrbuch keinesfalls mehr alle Aspekte der Theorie 
(geschweige denn alle Anwendungen) dargestellt werden können. Das Besondere 
des vorliegenden Lehrbuches ist es also, daß .es die Quantenmechanik von Anfang 
an so entwickelt, wie es für die moderne Theorie der Atomkerne (und die moderne 
Theorie der Elementarteilchen) am günstigsten ist. Konsequenterweise werden 
auch die konkreten Beispiele entsprechend ausgewählt. 

So ist ein Buch entstanden, welches allen in der Kernphysik und Elementar- 
teilchenphysik tätigen Physikern und allen denen, welche sich in dieses Gebiet 
einarbeiten wollen, wärmstens empfohlen werden kann. 

Natürlich wurden für die deutsche Ausgabe alle uns bekannt gewordenen 
Druckfehler der russischen Ausgabe korrigiert. Für freundliche Hilfe hierbei sei 
Herrn Prof. Dawydow sehr herzlich gedankt. 


Sommer 1967 G. HEBER 


VORWORT 


Dieses Buch entstand aus einem Vorlesungszyklus über Quantenmechanik, den 
der Autor während mehrerer Jahre für Studenten der physikalischen Fakultät 
der Moskauer Staatlichen Lomonossow-Universität gelesen hat. Die Vorlesung 
über Quantenmechanik wird an der physikalischen Fakultät im Anschluß an den 
Abschnitt Atom- und Kernphysik der allgemeinen Physikvorlesung gehalten. 
Die allgemeine Vorlesung gibt einen Überblick über die Entstehung der heutigen 
Vorstellungen von der Struktur des Atoms und des Atomkerns und über die 
experimentellen Grundlagen der Quantenmechanik. Fragen der historischen Ent- 
wicklung der quantenmechanischen Vorstellungen werden daher auch in dem 
vorliegenden Buch nicht berührt. Der Inhalt des Buches geht jedoch über den 
der Vorlesung hinaus. 


Bei der Abfassung der Quantenmechanik wurde das Hauptgewicht auf die 
Darstellung der physikalischen Grundlagen und des mathematischen Apparales 
der Quantentheorie der nichtrelativistischen und der quasirelativistischen (bis 
zu Gliedern v?/c?) Bewegung eines Teilchens in einem äußeren Feld gelegt. Ins- 
besondere wird die Anwendbarkeit der Vorstellung einer vollkommen relativi- 
stischen Bewegung eines Teilchens behandelt. Darstellungstheorie, Theorie der 
kanonischen Transformationen, Streutheorie und Theorie der Übergänge nehmen 
einen bedeutenden Platz ein. Relativ ausführlich wird auch die Theorie der 
Systeme aus gleichartigen Bosonen und Fermionen abgehandelt. Einige Para- 
graphen sind der Molekültheorie, der Theorie der chemischen Bindung und der 
Festkörpertheorie gewidmet. 


Breiten Raum nimmt die Theorie der zweiten Quantisierung als Methode zur 
Untersuchung von Systemen aus vielen gleichartigen Teilchen ein. Insbesondere 
werden die Grundgedanken der Theorie der Supraleitung und der Suprafluidität 
dargelegt. Es wird eine Vorstellung von den Methoden zur Quantisierung des 
Mesonfeldes, des elektromagnetischen Feldes (ohne Ladungen) und des Elektron- 
Positron-Feldes vermittelt; die Divergenzen und die Theorie der Renormierungen 
werden dabei nicht berücksichtigt, da sie in Spezialvorlesungen nach der Quanten- 
mechanik behandelt werden. 


Das Buch kann als Einführung in das Studium der Quantenelektrodynamik, 
der Kerntheorie und der Festkörpertheorie dienen. Zum Lesen des Buches sind 
Kenntnisse auf dem Gebiet der Mathematik, der klassischen Mechanik und der 
Elektrodynamik in dem Maße erforderlich, wie sie in den üblichen Vorlesungen 
an Universitäten vermittelt werden. Zum Nachschlagen findet man am Schluß 
des Buches mathematische Anhänge über spezielle Funktionen, Matrizen und 
Gruppentheorie. 


Hinweise auf Übersichtsartikel und Originalarbeiten sind in dem Buch haupt- 
sächlich zu dem Zweck angegeben, um dem Leser die Suche nach ausführlicheren 


Vorwort vIi 


Darstellungen des betreffenden Problems zu erleichtern. Diese Hinweise erheben 
keinen Anspruch auf Vollständigkeit. 

Die im Buch verwendeten Bezeichnungen für die physikalischen Größen und 
die mathematischen Operationen werden ım Text erklärt. Natürlich kann man 
in einem Buch dieses Umfanges nicht jeder physikalischen Größe eine eigene 
Bezeichnung zuordnen. 

Das Buch ist als Lehrbuch für Studenten und. Aspiranten an den physikalischen 
Fakultäten der Universitäten und Hochschulen gedacht, an denen die (QJuanten- 
mechanik gelehrt wird. Es kann auch als Nachschlagewerk für Lehrer und Wissen- 
schaftler dienen. 

In den mit einem Stern“versehenen Paragraphen werden Probleme behandelt, 
die in dem üblichen Vorlesungsprogramm der Quantenmechanik für Studenten 
nicht enthalten sind. Diese Paragraphen sind aber für Studenten, Aspiranten und 
Wissenschaftler sehr nützlich, die sich mit der Anwendung der Quantenmechanik 
auf die verschiedenen Gebiete der Physik und Chemie befassen. 

Der Autor drückt seine herzliche Dankbarkeit gegenüber seinen Freunden und 
Arbeitskollegen J.M.Schirokow, W.N.Orlin, W.I. Grigorjew, W.D. 
Kriwtschenkow und N.N.Kolesnikow aus, die das Manuskript des Buches 
gelesen und eine Reihe nützlicher Bemerkungen gemacht haben, sowie dem 
Redakteur 1.G. Wirko für die aufmerksame Redaktion;--Der Autor ist allen 
Lesern sehr dankbar, die ihn auf Unzulänglichkeiten des Buches hinweisen. 


A.S. Dawyvpow 
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I. GRUNDBEGRIFFE DER QUANTENMECHANIK 


$1. Einführung 


Newtonsche Mechanik, Elastizitätstheorie, Aerodynamik, Thermodynamik und 
Elektrodynamik bilden den Inhalt der sogenannten „klassischen Physik“, die 
sich mit den Erscheinungen an vielatomigen und daher makroskopischen Körpern 
befaßt. Diese Teilgebiete der theoretischen Physik wurden durch Verallgemeine- 
rung der experimentellen Erfahrungen geschaffen, die beim Studium der Eigen- 
schaften, Wechselwirkungen und räumlichen Bewegungen makroskopischer Kör- 
per gewonnen wurden. Ihre Entwicklung war zu Beginn des 20. Jahrhunderts im 
wesentlichen abgeschlossen. 

Die Herstellung von Vakuumgeräten, die Entstehung der Radiotechnik und 
die Vervollkommnung anderer technischer Hilfsmittel zur Untersuchung physi- 
kalischer Erscheinungen ermöglichten gegen Ende des vorigen Jahrhunderts die 
Entdeckung der Elektronen, der Röntgenstrahlen und der Radioaktivität. Es 
boten sich Wege, einzelne Atome und Moleküle zu untersuchen. Dabei stellte 
sich heraus, daß die klassische Physik nicht ın der Lage ist, die Eigenschaften der 
Atome und Moleküle und deren Wechselwirkung mit der elektromagnetischen 
Strahlung zu erklären. Die Untersuchung der Bedingungen für das Gleichgewicht 
der elektromagnetischen Strahlung mit Atomen, Molekülen usw. (M. Pranck, 
1900) und der photoelektrischen Erscheinungen (A. Eınstein, 1905) ergab, daß die 
elektromagnetische Strahlung neben ihren Welleneigenschaften auch Korpuskel- 
eigenschaften hat. Es wurde festgestellt, daß die elektromagnetische Strahlung 
in einzelnen Portionen absorbiert und emittiert wird — in Quanten, für die jetzt 
die Bezeichnung Photonen üblich ist. 

Bezeichnet man die Zahl der elektromagnetischen Schwingungen in ?2r Se- 
kunden mit dem Buchstaben ® (Kreisfrequenz), so ist die Energie eines Photons 


durch die Formel | 
E=ho (1.1) 


gegeben. Dabei ist k = 1,054-10”?7 erg s eine konstante Größe mit der Dimen- 
sion Energiex Zeit. Die Größe h=2rh heißt Plancksche Konstante. Im leeren 
Raum bewegt sich ein Photon mit der Lichtgeschwindigkeit c; sein Impuls ist 
durch den Vektor 


E 
p=ht, |pl=— (1.2) 
2 EG 
gegeben, wobei |f| = w/c = 2r/A = A/A ist; A ist die Wellenlänge der Strahlung. 
Andererseits deuten die Interferenz- und Beugungserscheinungen, die in vielen 
optischen Geräten ausgenutzt werden, unzweifelhaft auf die Welleneigenschaften 
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der elektromagnetischen Strahlung hin. Es erwies sich als unmöglich, die Wellen- 
eigenschaften der Strahlung als Ausdruck kollektiver Bewegungen einer großen 
Gesamtheit von Photonen aufzufassen, wie etwa bei den Schallwellen, die der 
Bewegung einer großen Zahl von Molekülen der Luft, einer Flüssigkeit oder eines 
festen Körpers entsprechen. 

Photoeffekt und Compton-Streuung von Photonen an Elektronen zeigten, daß 
die Teilcheneigenschaften eines Photons durch die Größen w und f charakterisiert 
werden, die durch einen periodischen Vorgang bestimmt sind. 

Die Versuche, die klassische Elektrodynamik und Mechanik zur Erklärung 
der Eigenschaften von Atomen und Molekülen zu verwenden, führten zu Ergeb- 
nissen, die der Erfahrung widersprechen. Die klassische Physik kann die Stabilität 
der Atome, die Identität der Elementarteilchen einer bestimmten Art und eine 
ganze Heihe anderer Erscheinungen der Atomphysik nicht erklären. Man fand 
zum Beispiel, daß sich die inneren Zustände komplizierter Teilchen (Atome, 
Moleküle, Atomkerne) sprungartig ändern. Zu jedem komplizierten System ge- 
hört eine eigene Folge ganz bestimmter diskreter Zustände. Da sich die Zustände 
atomarer Systeme sprunghaft ändern, kann man diese bei kleinen äußeren Ein- 
wirkungen als unveränderte Körper ansehen. 

In den Versuchen von Franck und Herrz (1914), beim Studium der optischen 
Atomspektren und auf Grund einiger anderer Erscheinungen ergaben sich für 
die Energiezustände von Atomen diskrete Werte. Daß die Projektion des Dreh- 
impulses auf die Richtung eines Magneifeldes nur diskrete Werte annimmt, 
zeigten STERN und GerLAcH (1922), die die Abweichung eines Atomstrahls in 
einem inhomogenen Magnetfeld untersuchten. 

Der erste erfolgreiche Versuch, die Eigenschaften des Wasserstoffatoms zu 
erklären, stammt von Nıers Bour (1913). Bour führte hierzu spezielle Postulate 
ein, die den Grundvorstellungen der klassischen Physik widersprachen. 

Für die Klärung der Eigenschaften der Elektronen waren die Versuche von 
Davısson und Germer (1927), Tuomson (1928) und Tarrakowskı. (1928) 
von großer Bedeutung. In diesen Versuchen wurde die Elektronenbeugung bei 
der Reflexion und beim Durchgang von Elektronen durch Kristalle und dünne 
Metallfolien entdeckt. Dadurch erhielt die de Broögliesche Hypothese (1924) ihre 
Bestätigung, die allen Teilchen mit kleiner Masse Welleneigenschaften zuschreibt. 

Beim Studium der Beugungsbilder von Elektronen-, Neutronen-, Atom- und 
Molekülstrahlen hinter geordneten Strukturen (Folien, Kristallen u. a.) wurde 
festgestellt, daß man der freien Bewegung der Teilchen eine Wellenlänge A oder 
einen Wellenzahlvektor F zuordnen kann. Der letztere wird vermittels der Be- 
ziehung 


= — (1.3) 


eindeutig durch den Wert des Teilchenimpulses p bestimmt. Wie man sieht, 
stimmt (1.3) mit der Beziehung (1.2) für ein Photon überein. 

Die Theorie zur Erklärung der Grundeigenschaften der Erscheinungen an 
Atomen und Atomkernen ist die Quantenmechanik, die durch die Arbeiten von 
BouRr, SCHRÖDINGER, HEISENBERG, Dirac, Fock und Pau begründet worden 
ist. Sie liefert den Schlüssel zum Verständnis der Erscheinungen, die in Volumen- 
elementen mit Linearabmessungen von 10% bis 10”13 cm ablaufen. Objekte dieser 
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Ausdehnung (im folgenden werden wir sie kurz als Objekte der Mikrowelt be- 
zeichnen) können wir mit unseren Sinnesorganen nicht unmittelbar wahrnehmen. 
Sie können nur mit Hilfe von ‚‚Geräten‘ untersucht werden, d.h. mit Hilfe 
makroskopischer Systeme, die die Einwirkungen der Mikroobjekte in die makro- 
skopische Sprache übersetzen. 

Zu diesen Geräten gehören zum Beispiel: die Photoplatte, die durch die Schwär- 
zung (nach der Entwicklung) mit einer gewissen Genauigkeit die Stellen angibt, 
auf die Photonen, Elektronen, Protonen oder andere geladene Teilchen auf- 
fallen; die Geigerzähler oder andere Zähler, die den Einfall geladener Teilchen 
in ein gewisses Raumgebiet registrieren; die Wilson-Kammern, Diffusions- und 
Blasenkammern, in denen man in einer gewissen Näherung die Bahnkurven ge- 
ladener Teilchen verfolgen kann. 

Es ıst charakteristisch für die Erscheinungen der Mikrowelt, daß zur Erkenntnis 
ihrer objektiven Gesetzmäßigkeiten ein vermittelndes Glied — das „Gerät“ — 
eingeführt werden muß. Das Gerät ist sozusagen ein Mittel zum Studium der 
objektiven Gesetzmäßigkeiten der atomaren Objekte. 

Bei der Schaffung der Quantenmechanik mußte man von einer ganzen Reihe 
anschaulicher und gewohnter Begriffe abgehen, die in der klassischen Physik 
vielfach angewendet werden. Zum Beispiel erwies sich der klassische Begriff der 
Bewegung eines Körpers auf einer Bahnkurve, auf der ein Teilchen in jedem 
Punkt einen bestimmten Ort und einen bestimmten Impuls (Geschwindigkeit) 
hat, für die atomaren Objekte als unbrauchbar. Schon in der klassischen Physik 
begegnen wir einigen Begriffen mit beschränktem Anwendungsbereich. So ist der 
Temperaturbegriff nur für Systeme aus sehr vielen Teilchen zu gebrauchen. 
Man kann nicht von der Schwingungsdauer oder der Frequenz eines Schwingungs- 
vorganges zu einem bestimmten Zeitpunkt sprechen; denn um sich zu überzeugen, 
daß es sich um einen periodischen Vorgang handelt, muß man diesen während 
einer wesentlich längeren Zeit als während einer Schwingungsdauer verfolgen. 
Die Quantenmechanik lehrt, daß auch viele andere Begriffe der klassischen 
Physik einen beschränkten Anwendungsbereich haben. Man kann zum Beispiel 
unmöglich die Geschwindigkeit eines Teilchens als die Ableitung dr/di definieren. 

Die Notwendigkeit, bei der Untersuchung der Eigenschaften atomarer Objekte 
auf bequeme und geläufige Begriffe der klassischen Physik verzichten zu müssen, 
ist ein Beweis für die Objektivität der Erscheinungen der Mikrowelt. Die neuen 
physikalischen Begriffe der Quantenmechanik sind unanschaulich, d.h., sie 
können nicht auf uns geläufige Art erklärt werden. Das erschwert das Verständnis 
der (Juantenmechanik in gewisser Weise. Die von der Quantenmechanik ein- 
geführten neuen physikalischen Begriffe kann man sich nur durch dauernde An- 
wendung aneignen. Um die Eigenschaften der Objekte der Mikrowelt erklären 
zu können, wird in der Theorie auch ein neuer mathematischer Apparat benötigt, 
mit dem wir uns in diesem Buch vertraut machen wollen. 

Die Gesetzmäßigkeiten der Atom- und Kernphysik, die in der Quantenmechanik 
untersucht werden, sind objektive Gesetzmäßigkeiten der Natur. Die Möglichkeit, 
die Erscheinungen der Mikrowelt in der Technik auszunutzen, bestätigt, daß diese 
Gesetzmäßigkeiten richtig erklärt werden. Die Anwendung der Spektroskopie, 
des Elektronenmikroskops, der Halbleitergeräte, der Kernenergie, markierter 
Atome u.a. bei wissenschaftlichen Untersuchungen und in der Technik wurde 
erst nach der Schaffung der Quantenmechanik in größerem Umfang möglich. 
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Es muß jedoch darauf hingewiesen werden, daß die in der Mikrowelt beobacht- 
baren Gesetzmäßigkeiten in einigen Fällen ganz anders sind als die Gesetzmäßig- 
keiten der klassischen Physik. Die Quantenmechanik liefert häufig nur Wahr- 
scheinlichkeitsaussagen. Sie gestattet, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit 
der atomare Objekte unter bestimmten makroskopischen Bedingungen auf makro- 
skopische Geräte einwirken. | 

Die Quantenmechanik ist ein neues Teilgebiet der theoretischen Physik in 
stürmischer Entwicklung. Das Studium der Quantenmechanik ist für das Ver- 
ständnis und die Ausnutzung der Eigenschaften der Atomkerne, der Atome und 
Moleküle, der chemischen Eigenschaften der Atome und Moleküle und der chemi- 
schen Reaktionen, der Erscheinungen in Biologie und Astrophysik u.a. erforderlich. 
Die Quantenmechanik ist die Grundlage neuer Gebiete der modernen theoretischen 
Physik: der Quantenelektrodynamik, der Quantenmesodynamik und der all- 
gemeinen Theorie quantisierter Felder, die die Eigenschaften der Elementarteil- 
chen und die Möglichkeit der Teilchenumwandlungen behandelt. 

In diesem Buch werden die Grundlagen der Quantenmechanik dargestellt, die 
zum Verständnis der Anwendungsmöglichkeiten der Quantenmechanik zur Er- 
klärung der Eigenschaften der Atome, Moleküle, Atomkerne und Festkörper not- 
wendig sind. 
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Die Eigenschaften der atomaren Objekte werden in der Quantenmechanik 
durch eine Hilfsgröße— die Wellenfunktion oder den Zustandsvektor') — beschrieben. 
Die Wellenfunktion für den Bewegungszustand eines Teilchens ıst im allgemeinen 
eine komplexe, eindeutige und stetige Funktion des Ortsvektors r und der 
Zeit t. Die Wellenfunktion y(r, t) genügt einer Differentialgleichung, die den 
Charakter der Bewegung des Teilchens bestimmt. Diese Gleichung trägt die Be- 
zeichnung Schrödinger-Gleichung. Sie spielt in der Quantenmechanik dieselbe 
Rolle wie die Newtonschen Gleichungen in der klassischen Mechanik. 

Mit der Schrödinger-Gleichung werden wir uns im nächsten Kapitel vertraut 
machen. Jetzt behandeln wir die Wellenfunktion für ein freies nichtrelativistisches 
Teilchen mit der Masse 4, dem Impuls p und der Energie E = p?/2u. Natürlich 
ist der Begriff des ‚‚freien Teilchens“ eine Idealisierung, da man in Wirklichkeit 
die Wirkungen anderer Objekte auf ein gegebenes Teilchen niemals vollkommen 
ausschließen kann (Gravitationsfeld und andere Felder). Diese Idealisierung ist 
aber zur Vereinfachung der theoretischen Beschreibung notwendig. 

Der Impuls p eines Teilchens wird durch dessen Bewegungsrichtung und kine- 
tische Energie bestimmt. Zum Beispiel erhält ein Elektron in einer Elektronen- 
röhre beim Durchlaufen der Potentialdifferenz V den Impuls 


p= y2 eV, 
wenn e die Ladung des Elektrons ist. 
1) Es gibt aber auch Zustände, die nicht durch Wellenfunktionen beschrieben werden. 


In diesem Falle, den wir in $ 14 behandeln werden, kann der Zustand mit Hilfe der Dichte- 
matrix beschrieben werden. 
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Wie schon in der Einführung erwähnt wurde, ergaben die Versuche von Davısson 
und GERrMER und den anderen dort genannten Autoren, daß bei der Wechsel- 
wirkung eines Elektronenstrahls (beliebig geringer Intensität) mit einer perio- 
dischen Struktur (Kristalle, Folie) eine räumliche Verteilung der Elektronen 
registriert wird (mittels Photoplatte, Zähler oder dgl.), die dem Beugungsbild 
eines Wellenvorganges mit einer bestimmten Wellenlänge A entspricht: 


u IT  2rh 


k p 


j (2.1) 


Auf Grund dieser experimentell festgestellten Tatsache und unter der Voraus- 
setzung, daß die für das Photon aufgestellte Beziehung (1.1) zwischen Energie 
und Frequenz auch für andere Teilchen anwendbar ist, gelangte man zu der An- 
nahme, die freie Bewegung eines Elektrons mit dem bestimmten Impuls p 
müsse durch eine Wellenfunktion darstellbar sein, die einer ebenen de-Broglie- 
Welle eütspricht: 


y(r,t)= Aexp (i(fr— wi)), (2.2) 
wobeı 
| E p p 
u Re, 2.9 
en = 
ist. 


Die durch die Wellenfunktion (2.2) beschriebene Bewegung erfolgt mit der Phasen- 
geschwindigkeit 


0) E 
2] == . 
Are 


Daraus erhalten wir unter Verwendung von (2.3) die Beziehung v, = p/2u, d. h., die 
Phasengeschwindigkeit der ebenen Welle stimmt nicht mit der Teilchengeschwindigkeit 
v= p/w überein. Es sei bemerkt, daß die Frequenz w und folglich auch die Phasengeschwin- 
digkeit v, keine vollständig bestimmten Größen sind, sondern von der Wahl des Zusammen- 
hangs zwischen Energie und Impuls abhängen. Im allgemeinen hat dieser Zusammenhang 
die Form 


E= cYp? + u2c2. 
Folglich ist in nichtrelativistischer Näherung 
2 
E = uc+ La se 
2 u 
und daher | 
u c 
p 


pP 

vr, — Fr — >c. 
f er 
Zur Untersuchung von Bewegungen mit relativistischen Geschwindigkeiten schreibt man 
den Zusammenhang zwischen Energie und Impuls bequemer in der Form E = c?p/v. In 
diesem Falle ist die Phasengeschwindigkeit ebener Wellen v, = E/p = cv. 

Wir werden uns später davon überzeugen, daß die Unbestimmtheit des Wertes von & 
in (2.2) keinen Einfluß auf die Ergebnisse der Theorie hat. 


Wir postulieren also, daß die freie Bewegung eines Teilchens mit bestimmter 
Energie und bestimmtem Impuls durch die Wellenfunktion (2.2) beschrieben wird. 
Die Form der Wellenfunktion für andere Bewegungszustände wird später angegeben. 


2* 
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Eine wesentliche Voraussetzung der Quantenmechanik ist das Superposilions- 
prinzip; in seiner einfachsten Form besteht es aus folgenden zwei Behauptungen: 


4. Ein System, das sich in Zuständen befinden kann, die durch die Wellen- 
funktionen yı und %9 beschrieben werden, kann sich auch in Zuständen befinden, 
deren zugehörige Wellenfunktionen mit Hilfe der linearen Transformation 


y=aıyır ayya (3.1) 


aus 9 und ya gebildet werden; a, und az sind dabei beliebige komplexe Zahlen. 

2. Multipliziert man eine Wellenfunktion mit einer beliebigen, von Null ver- 
schiedenen komplexen Zahl, so entspricht die neue Wellenfunktion demselben 
Zustand des Systems. | | 


Aus dem Superpositionsprinzip folgt, daß die Wellenfunktionen zur Beschreibung des 
Zustandes eines quantenmechanischen Systems ‚‚Vektoren‘‘ in einem abstrakten, unend- 
lichdimensionalen Raum sind, den man in der Mathematik als Hilbert-Raum zu bezeichnen 
pflegt (s. Anhang C). Ist der Zustandsvektor y als Funktion des Ortes eines Teilchens ge- 
geben, so nennt man die Darstellung der Zustände Ortsdarstellung. Später (s. Kapitel IV) 
werden wir andere mögliche Darstellungen des Zustandes quantenmechanischer Systeme 
kennenlernen. 

Nach 2. wird der Zustand eines Systems nur durch die Richtung des Zustandsvektors im 
Hilbert-Raum, nicht aber durch die Länge des Vektors bestimmt. 


Die Überlagerung von Zuständen der Quantentheorie ist wesentlich anders als 
die Überlagerung von Schwingungen in der klassischen Physik; dort ergibt die 
Überlagerung einer Schwingung mit sich selbst eine neue Schwingung mit einer 
größeren oder kleineren Amplitude. Ferner gibt es in der klassischen Theorie der 
‚Schwingungen einen Ruhezustand, in dem die Schwingungsamplitude überall 
gleich Null ist. Ist in der Quantentheorie die Wellenfunktion in allen Raum- 
punkten gleich Null, so bedeutet dies, daß überhaupt kein Zustand vorhanden ist. 

‚Damit die Gleichungen, denen die Wellenfunktionen genügen, das Super- 
positionsprinzip erfüllen, müssen sie linear sein. Es ist möglich, daß das Super- 
positionsprinzip bei Erscheinungen verletzt wird, die in Raumgebieten mit 
linearen Abmessungen von weniger als 10”1% cm auftreten, wo nichtlineare Effekte 
eine gewisse Rolle spielen können. In diesem Buch werden wir jedoch nur Zu- 
stände behandeln, die das Superpositionsprinzip erfüllen. 

Das Superpositionsprinzip drückt eine sehr wichtige Eigenschaft quanten- 
mechanischer Systeme aus, die in der klassischen Physik kein Analogon hat. Um 
diese Eigenschaft näher kennenzulernen, betrachten wir einen Zustand, der durch 
die Wellenfunktion (3.1) mit 


yı= exp [ihr wu)), 
ya = exp [ilr— wst)} 


beschrieben wird. In den Zuständen yı und wa bewegt sich das Teilchen mit 
bestimmten Werten des Impulses p =Älı bzw.pa =Ähfu. Im Zustand (3.1) 
wird die Bewegung des Teilchens nicht durch einen bestimmten Wert des Im- 
pulses charakterisiert, denn: man kann diesen Zustand nicht als ebene Welle 
mit einem Wert des Wellenzahlvektors darstellen. Der neue Zustand (3.1) ist 
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in gewisser Hinsicht ein Zwischenzustand zwischen den Ausgangszuständen %ı 
und %. Er steht dem einen Ausgangszustand um so näher, je größer dessen 
relatives ‚Gewicht‘ ist; wie wir später sehen werden, ist dieses Gewicht dem Ver- 
hältnis der Betragsquadrate der entsprechenden Koeffizienten in der Linear- 
kombination proportional. In der Quantenmechanik werden also Zustände zu- 
gelassen, in denen gewisse physikalische Größen keine bestimmten Werte haben. 

Wir wollen jetzt den Zustand eines freien Teilchens betrachten, der durch eine 
Wellenfunktion als „Wellenpaket‘“ beschrieben wird: 


ko+Ak 
yl@,t)= | Alk)exp [ilkz-o(k)t)} dk, (3.2) 
ko—Ak 


d. h. als eine Gesamtheit ebener Wellen, deren Wellenzahlvektoren in z-Richtung 
zeigen und Werte in dem Intervall 


kü-Ak<ks<k+ Ak 


haben. Wir führen die neue Variable &= k — ko ein und entwickeln w(k) in eine 
Potenzreihe in &. Beschränken wir uns auf die ersten beiden Glieder der Ent- 
wicklung w(k) = wo + (dw/dk)o &, so können wir (3.2) in die Gestalt 


in le (an) 144 


92, 1) = 2Alko) —— IT exp filkoz— wo) (3.3) 
Se 5 
dk)o 


bringen. Den Faktor vor der schnell oszillierenden Funktion 
exp [i(ko2— wot)} 


kann man als Amplitude der Funktion bezeichnen. Eine schematische Darstellung 
dieser Amplitude zur Zeit = zeigt Abb. 1. Der Maximalwert der Amplitude 


Abb. 1. Amplitude eines Wellenpaketes in Abhängigkeit vom Abstand für t = 0 
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ist 2A(ko)Ak und gehört zum Wertz=(. Fr z=, = en mitn= +1, 
e 


+2,... verschwindet die Amplitude. Az = ?2z; = 2r/Ak kann man als räum- 
liche Ausdehnung des Wellenpaketes ansehen. Je kleiner Ak ist (die Streuung 
der Impulswerte), desto größer ist die räumliche Ausdehnung des Paketes). Unter 


Beachtung von Ak =Ap/h kann man der Gleichung AzAk = 2r die Gestalt 
AzAp=2rl (3.4) 


geben. Im Laufe der Zeit bewegt sich der Mittelpunkt des Wellenpaketes, der 
dem Maximalwert der Amplitude entspricht, mit der Geschwindigkeit 


5 5) 
v- I: 


im Raume; v, heißt Gruppengeschwindigkeit. Unter Verwendung von (2.3) finden 
wir 


Po 
v=— mit po= Ähko. 
re 
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Zur Erklärung der Welleneigenschaften der Elektronen, die in den Versuchen 
von Davısson und GERMER u. a. beobachtet worden sınd, muß man annehmen, 
daß die räumliche Verteilung der Elektronen (die durch eine Photoplatte, einen 
Zähler usw. registriert wird) nach dem Durchgang durch eine periodische Struktur 
der relativen Intensität der Wellen an diesem Ort proportional ıst. Man darf 
nicht davon ausgehen, daß die Teilchen selbst Wellengebilde seien. Bei der Beu- 
gung wird die einfallende Welle in ein System von Beugungswellen zerlegt, das 
Elektron aber verhält sich wie ein einheitliches Teilchen. Man darf auch nicht 
annehmen, daß die Welleneigenschaften eines Teilchens ihren Ursprung in dem 
kollektiven Verhalten eines Systems wechselwirkender Teilchen haben (wie zum 
Beispiel die Schallwellen). Das von der Photoplatte aufgenommene Beugungs- 
bild hängt nicht von der Intensität des Teilchenstrahls ab. Es wird auch bei sehr 
kleiner Intensität des Teilchenstrahls beobachtet [1]. Die Welleneigenschaften 
treten auch dann in Erscheinung, wenn ein System insgesamt nur ein Elektron 
enthält, zum Beispiel im Wasserstoffatom. 

Jedes Elektron, das nach dem Durchgang durch eine periodische Struktur 
auf eine Photoplatte auftrifft, bewirkt auf ihr (nach der Entwicklung) die Schwär- 
zung eines kleinen Flächenstücks. Gelangen viele Elektronen auf die Photoplatte 
(unabhängig davon, ob sie zusammen oder eines nach dem anderen während eines 
größeren Zeitintervalls ankommen), so entspricht die Verteilung der Schwärzun- 
gen auf der Photoplatte dem Beugungsbild. Auf Grund dieser Tatsache gab 
M. Born (1926) die statistische Interpretation der Wellenfunktion, die sich mit 
fortschreitender Entwicklung der Quantenmechanik immer wieder bestätigt hat. 
Nach dieser Interpretation ist die Intensität der de-Broglie-Wellen in irgend- 
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einem Raumpunkt zu einer bestimmten Zeit proportional der Wahrscheinlichkeit, 
das Teilchen ın diesem Raumpunkt zu beobachten. Diese Interpretation gilt 
auch für eine Wellenfunktion, die den Zustand eines Systems von Teilchen be- 
schreibt. 

Die Wellenfunktion eines Systems von Teilchen hängt von der Zeit und von 
soviel Koordinaten ab, wie das System Freiheitsgrade hat (s. $ 12). Die Gesamt- 
heit der Werte aller unabhängigen Koordinaten zu einem gewissen Zeitpunkt 
werden wir kurz mit dem Buchstaben & bezeichnen. Durch die Angabe von & 
wird eın Punkt ın einem abstrakten Raum bestimmt; dieser Raum wird als 
Konfigurationsraum bezeichnet. Das Volumenelement im Konfigurationsraum 
werden wir mit d£ bezeichnen. 

Für ein System aus einem Teilchen stimmt der Konfigurationsraum mit dem 
gewöhnlichen dreidimensionalen Raum überein. In diesem Falle ist & = (z, y, z) 
und d& = dx dy dz. Aber schon für ein System aus zwei Teilchen hat der Konfi- 
gurationsraum sechs Freiheitsgrade, d.h. 


{= (24, Y1, 213 72, %2; 29) j de = dıı dyı dzı da dya da. 


In diesem Kapitel behandeln wir die Werte der Wellenfunktionen in einem 
bestimmten Zeitpunkt, wir werden daher die Zeit nicht explizit angeben. 

Die Wellenfunktion ist also ein Hilfsbegriff, der in der Quantenmechanik zur 
Berechnung der physikalischen Größen in dem durch diese Funktion bestimmten 
Zustand benutzt wird. Insbesondere will man mit ihrer Hilfe eine Aussage über 
die Wahrscheinlichkeit erhalten, mit der man bei einer Messung der Orte die 
Teilchen eines Systems in diesen oder jenen Raumpunkten antrifft. Es wird 
nämlich angenommen, daß die Größe 


VCH? dE= Y*lE) y(E) dE 


proportional der Wahrscheinlichkeit ist, bei einer Messung der Koordinaten der 
Teilchen eines Systems Werte im Intervall &, &+ d£ zu erhalten. 

Falls das Integral über |y|? über alle möglichen Koordinatenwerte konvergent 
ist, d. h., wenn 


fiy?d&=N 


ıst, kann man zu einer neuen Wellenfunktion 
Bu 
v-N 2yY 
übergehen, für die die Gleichung 
fvords=1 (4.1) 


erfüllt ist; denn wie in $ 3 festgestellt wurde, gehören Funktionen, die sich nur 
durch einen beliebigen, von Null verschiedenen Faktor voneinander unter- 
scheiden, zu ein und demselben Zustand. Die Gleichung (4.1) heißt Normierungs- 
vorschrift, und die Wellenfunktionen, die dieser Bedingung genügen, werden als 
normierte Funktionen bezeichnet. Für normierte Funktionen y gibt die Größe 


|y]? d& die Wahrscheinlichkeit dW(£&) an, daß die Koordinaten des Systems in 
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dem Intervall &,&-+ d£ liegen. In diesem Falle nennt man die Größe 


dW 
(Ed) = =|y(d)I? 


die Wahrscheinlichkeitsdichte. 

Aus der Normierungsvorschrift (4.1) folgt, daß eine normierte Funktion nur 
bis auf einen Faktor mit dem Betrag 1 bestimmt ist, d.h. bis auf einen Faktor 
ei® mit einer beliebigen reellen: Zahl &. Diese fehlende Eindeutigkeit wirkt sich 
nicht auf die physikalischen Ergebnisse aus, weil alle physikalischen Größen 
durch Ausdrücke gegeben werden, die das Produkt von » mit der konjugiert 
komplexen Funktion 9* enthalten, wie wir später noch sehen werden. 

In einigen Fällen ist []yl? dö= m». Die Wellenfunktionen sind dann nicht 
normierbar nach der Vorschrift (4.1), und e = |y(£)|* ist nicht die Wahrschein- 
lichkeitsdichte. Man kann aber auch in diesen Fällen das Verhältnis der Größen 
|y(£)|? für verschiedene £ als relative Wahrscheinlichkeit der zugehörigen Koordi- 
natenwerte definieren. Verfahren zur Normierung solcher Funktionen werden 
für einen Spezialfall in $5, allgemein in $ 10, behandelt. 


$ 5. Freies Teilchen in einem endlichen Volumen 


Ein Beispiel für Wellenfunktionen, die man nicht nach der Vorschrift (4.1) 
normieren kann, ist die Wellenfunktion 


y(t,t)= A exp {i(tr— wi}, (5.1) 


die die Bewegung eines freien Teilchens mit dem bestimmten Impuls p = ht 
beschreibt. Man kann aber die Funktionen (5.1) normieren, indem man alle Funk- 
tionen innerhalb eines großen Volumens definiert, das als Würfel mit der Kanten- 
länge L gegeben sei. Auf der Oberfläche dieses Volumens müssen die Wellen- 
funktionen gewisse Randbedingungen erfüllen. Für genügend großes L(L»> 10° cm) 
ist der Einfluß der Randbedingungen auf die Bewegung des Teilchens in dem 
Volumen 2 = L® sehr gering. Man kann daher die Randbedingungen in will- 
kürlicher, recht einfacher Form wählen. Sehr häufig wählt man als Randbedin- 
gungen Periodizität mit der Periode Z, d. h., man fordert, daß die Wellenfunktion 
die Bedingungen 


v(z,y,2)= v(e+L,y,2)= v(z,y+L,2)= v(e,y,2+_L) (5.2) 
erfüllt. 
Wir wollen den Zustand zur Zeit {= 0 untersuchen. Durch Einsetzen von 
(5.1) in (5.2) überzeugen wir uns, daß die Periodizitätsbedingungen erfüllt sind, 
wenn die auf das Volumen & normierten Funktionen (5.1) die Gestalt 


1 
vr)=Q 2explikr) (5.3) 
mit: 
YA It IT 
= — BE BIER, EEREER 14 
k; T na 6 T Ri. Ra 7 N, (5.4) 


haben, wobei n,, n, und n, alle positiven und negativen ganzen Zahlen sind. 
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Wegen der Einführung der Randbedingungen (5.2) durchläuft also der Vektor f 
einen diskreten Satz von Werten, die durch die Bedingungen (5.4) gegeben werden. 
Beim Grenzübergang L — oo strebt der Abstand zwischen zwei benachbarten 
Werten von f gegen Null, und wir kommen wieder zur Bewegung eines freien 
Teilchens ım unendlichen Raum zurück. 

Die Gesamtheit der Funktionen (5.3), die zu allen nach (5.4) möglichen Werten 
von f gehören, bilden ein USE Een und genügen der Bedingung 


Jr (ddr=ör: (5.5) 


mit Öpe = Öxyk, Sk, ky Öpyr,; dabei gilt 9m =0 für" +n und 89, —=1 für 
N=n;d= Ardyde. 

Die Funktionen (5.3) bilden ein vollständiges Funktionensystem, d.h., eine 
beliebige Wellenfunktion y, die einen beliebigen Bewegungszustand eines Teil- 
chens ım Volumen 2 beschreibt, kann als Linearkombination der Funktionen 
(5.3) dargestellt werden, d.h., es gilt 


= 2 aryılt). (5.6) 


Die Entwicklungskoeffizienten a; der Funktion y nach Zuständen mit bestimmten 
Impulsen kann man leicht aus (5.6) berechnen. Dazu multipliziert man beide 
Seiten dieser Gleichung mit v#(r) und integriert über das Volumen 2. Ziehen 
wir dann noch (5.5) heran, so finden wir 


a= [ylo)yälı)dr. (5.7) 


Die Funktionen v(r) seien im Volumen @ normiert. Durch Einsetzen von (5.6) 
in die Normierungsbedingung und unter Verwendung von (5.5) erhalten wir 


1= [y*ldrln)dr= Flad?. (5.8) 


Wie man (5.6) entnimmt, bestimmen die Koeffizienten a; den Anteil des Zu- 
standes mit dem Impuls p = hf an dem allgemeinen Zustand y(r). Das Betrags- 
quadrat von a; gibt die Wahrscheinlichkeit an, für ein System im Zustand y den 
Impuls p = ht zu beobachten. Die Gleichung (5.8) kann man dabei als die Forde- 
rung ansehen, daß die Summe der Wahrscheinlichkeiten für alle möglichen Impuls- 
werte gleich 1 sein soll. 


$ 6. Berechnung der Mittelwerte für Ort und Impuls 


Wir werden jetzt zeigen, daß man, sofern die normierte Wellenfunktion 
bekannt ist, die Mittelwerte von Ort, Impuls und anderen physikalischen Größen 
ın diesem Zustand berechnen kann. Die Wahrscheinlichkeitsdichte für bestimmte 
Werte des Ortsvektors wird durch die Wellenfunktion 9 ausgedrückt: 


e= y*r)yie). 
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Nach dem Theorem über den mathematischen Erwartungswert ist der Mittel- 
wert (ty) des Ortsvektors in diesem Zustand durch das Integral 


= [y*ld)ryle)dr (6.4) 


gegeben. In gleicher Weise wird auch der Mittelwert einer beliebigen Funktion 


des Ortsvektors berechnet: 
>= [yHlr)f(d)y(e)dr 


Um den Mittelwert des Impulses p in dem betreffenden Zustand y zu berechnen, 
führen wir die in $5 behandelten künstlichen Randbedingungen ein. Die Wahr- 
- scheinlichkeit für den Impulswert p = hf ist dann, wie in $5 gezeigt wurde, 
durch die Größe |a;|? gegeben, wobei 


a= | ylo)pe(r)dr (6.2) 


ist. Kennen wir die Wahrscheinlichkeit für einen bestimmten Impulswert, so 
finden wir den Mittelwert für den Impuls nach der allgemeinen Regel 


I = hyaitar. (6.3) 


In diesen Ausdruck setzen wir den Wert für a, aus (6.2) ein und verwenden die 


Gleichung 
Iyılr) = —1V yılr), 


die unmittelbar aus der Definition der Funktionen (5.3) folgt. Dann erhält (6.3) 
die Gestalt 


m= iR er) | yl)V yEln)dr. (6.4) 


Auf Grund der Periodizitätsbedingung (5.2) sind die Funktionswerte y und %; 
an gegenüberliegenden Flächen des Würfels L? gleich, und wir erhalten durch 
partielle Integration 


[yV yrdr= - [yE Vydr. 
Mit Hilfe dieses Ergebnisses formen wir (6.4) in 


= ih Wr) I pr’) vie) YV le) dr dr 


um. Die Summe in der nn Klammer im Integranden ist!) 


2, vr = dt), (6.5) 


1) Gl. (6.5) kann leicht bewiesen werden, indem man $(r” — r) nach dem vollständigen 
Funktionensystem (5.3) entwickelt, 


s(’—-n) = 2,6) 


und die Entwicklungskoeffizienten b,(r’) mit Hilfe von (5.5) und der Bedingung (6.6) be- 
rechnet. 
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wobei $(r’ — r) die singuläre Funktion ist, die in allen Punkten Y#&r gleich 
Null ist, und die Bedingung 


[Fr — ı) dr= Fr) (6.6) 


erfüllt. Mit den Eigenschaften der singulären Funktion $(r’ — r), die als Diracsche 
ö-Funktion bezeichnet wird, kann sich der Leser im Anhang A vertraut machen. 

Wenden wir nun (6.5) und (6.6) an, so gelangen wir zu der endgültigen Formel, 
die den Mittelwert des Impulses 


I = [y*ld(-IRV)y(r) dr (6.7) 


unmittelbar durch die Wellenfunktion für den betreffenden Zustand ausdrückt. 
Die Formel (6.7) bleibt in dieser Gestalt auch beim Grenzübergang L — © 
gültig, sie ist daher auch ım allgemeinen Falle eines unbeschränkten Raumes zur 
Berechnung des Mittelwertes des Impulses brauchbar. 

In gleicher Weise kann man zeigen, daß der Mittelwert für eine beliebige Potenz 
des Impulses nach der Regel 


Pr = [y*lı)(-ihV)ry(e) dr 


berechnet werden kann. Dieses Ergebnis kann man leicht auch für eine beliebige 
ganze rationale Funktion F(p) des Impulses verallgemeinern: 


(F(p)) = [ pre) F(-ikV)yle) dr. 
Zum Beispiel ist der Mittelwert der kıinetischen Energie eines Teilchens im Zu- 


stand y durch 
2 272 
Ze +(-- & )v dr 


\2u/ )? 2 u 


gegeben. 
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Im vorigen Paragraphen haben wir Regeln zur Berechnung der Mittelwerte 
von Funktionen in beliebigen Zuständen (die durch normierte Funktionen Y 
beschrieben werden) hergeleitet; diese Funktionen konnten entweder Ortsfunk- 
tionen oder ganze rationale Funktionen der Impulse sein. Ist die Funktion F 
die Summe aus den Funktionen F,(r) und Fa(p), so kann man auch ın diesem 
Falle die Berechnung des Mittelwertes von F im Zustand y auf die Berechnung 
des Integrals 


CD [yv*Fydr (7.1) 
zurückführen. Die Größe 


F=Fı(t)+ Fa(-ikV) (7.2) 


ıst dabei im allgemeinen ein Differentialoperator. Wir werden F als den zur 
physikalischen Größe F gehörigen Operator bezeichnen. 
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Ein Operator ist auf einer gewissen T'unktionenmannigfaltigkeit definiert, wenn die 
Vorschrift angegeben ist, nach der jeder Funktion der Mannigfaltigkeit eine Funktion zu- 
geordnet ist, die in derselben Mannigfaltigkeit enthalten ist. Operatoren, die auf ver- 
schiedenen Funktionenmannigfaltigkeiten definiert sind, muß man als verschiedene Ope- 
ratoren ansehen. Zum Beispiel kann der Laplace-Operator 7? = 2/82? + 02/dy2 + 82/022 
auf allen zweimal differenzierbaren Funktionen im unendlichen Raum definiert werden 
oder auf den zweimal differenzierbaren Funktionen, die innerhalb eines gewissen Bereiches 
von Null verschieden sind und einer gewissen Randbedingung am Rande dieses Bereiches 
genügen. Insbesondere kann man fordern, daß alle Funktionen am Rande des Bereiches 
verschwinden. 

Operatoren, die eine Differentiation bewirken, werden als Differentialoperatoren be- 
zeichnet. Enthalten Operatoren eine Integration, so nennt man sie Integraloperaioren. Es 
können auch Integrodifferentialoperatoren vorkommen. Die Funktionale sind ein Spezialfall 
der Integraloperatoren. Einen Operator, der bei der Anwendung auf eine beliebige Funktion 
der Funktionenmannigfaltigkeit, auf der er erklärt ist, eine gewisse. Konstante ergibt, 
bezeichnet man als Funktional. Ein Beispiel für ein Funktional ist das Skalarprodukt 
<ylpo> = f y*(E) o(E) dE. Hält man die Funktion 9 fest, so ist (y|p) ein lineares Funk- 
tional der Funktionen y. 

In der Quantenmechanik werden Differentialoperatoren (und die dazu inversen Integral- 
operatoren) betrachtet, die auf einer Mannigfaltigkeit von Funktionen definiert sind, die 
im abgeschlossenen Bereich 2 (2 kann auch unendlich sein) stetig und differenzierbar sind 
und am Rand des Bereiches homogene Randbedingungen erfüllen. Die Randbedingungen 
werden ‚als homogen bezeichnet, wenn sie von einer beliebigen Funktion erfüllt werden, 
die in allen Punkten innerhalb des Bereiches Q und auf dem Rande identisch Null ist. 


Die Regel (7.1) zur Bestimmung des Mittelwertes von F im Zustand » kann 
auf den Fall beliebiger physikalischer Größen F verallgemeinert werden, wenn 
wir ein Verfahren zur Konstruktion der zugehörigen Operatoren F finden. 

Bevor wir uns mit den Regeln für die Konstruktion der zu beliebigen physi- 
kalischen Größen gehörigen Operatoren befassen, wollen wir die allgemeinen 
Bedingungen bestimmen, denen diese Operatoren genügen müssen. 

Durch die Anwendung des Operators auf die rechts von ihm stehende Funktion Y 
im Integral (7.1) wird diese in die neue Funktion 


v=Fy 


transformiert. Damit bei dieser Transformation das Superpositionsprinzip nicht 
verletzt wird, müssen die Bedingungen 


F(lay)=aFy, | 


(7.3) 
Fyı+ = Fu + Fy | 


erfüllt sein. Operatoren, die die Bedingungen (7.3) für eine beliebige Funktion 
erfüllen, heißen lineare Operatoren. 

Wenn die Funktion F eine physikalische Größe darstellt, muß ihr Mittelwert 
reell sein. Die Realitätsbedingung für die Mittelwerte <F) = (F)* ergibt, auf 
(7.1) angewendet, folgende Integralgleichung für die Operatoren F: 


[v*Fy dr= [vF*»* dr. (7.4) 
Die Gleichung (7.4) ist ein Spezialfall der allgemeineren Gleichung 


[v*Fp dr= [Pr*y* dr, (7.5) 
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der die selbstadjungierten oder hermiteschen Operatoren genügen. In (7.5) sind die 
Funktionen %* und 9 beliebige Funktionen der Variablen, auf die der Operator F 
wirkt und für die die Integrale (7.5) über alle möglichen Werte der Variablen 
endliche Werte haben. Die Realitätsbedingungen für die Mittelwerte physikalischer 
Größen in beliebigen Zuständen ergibt die Forderung, daß die zugehörigen Ope- 
ratoren selbstadjungiert sind. 

Die Funktionalgleichung (7.5) zur Definition der Selbstadjungiertheit des 
Operators F kann man auch in der kurzen Operatorschreibweise 


F=F (7.6) 


formulieren. Dabei bedeutet das Symbol ‚7‘ die Operation der hermiteschen 
Konjugation; diese Operation ist der Übergang vom Integral auf der linken Seite 
zum Integral auf der rechten Seite der Gleichung (7.5). 

In der Quantenmechanik werden also nur lineare (damit das Superpositions- 
prinzip erfüllt wird) und selbstadjungierte (damit die Mittelwerte reell sind) 
Operatoren verwendet. 

Der Ortsoperator ist einfach der Ortsvektor r = r; der Impulsoperator ist 
p? = —ıhV. Diese beiden Operatoren sind linear und selbstadjungiert. Ist die 
Funktion F die Summe aus einer beliebigen Ortsfunktion und einer ganzen ratio- 
nalen Funktion der Impulse, dann erhält man den zugehörigen Operator, indem 
man in dieser Funktion den Impuls durch den entsprechenden Operator ersetzt: 


F(t, p)> F= Fir, -ihY). (7:7) 


Enthält die Funktion F Produkte aus den Koordinaten und den Impulsen, so 
ist im allgemeinen nicht jeder nach der Regel (7.7) aus F erhaltene Operator F 
selbstadjungiert; denn nicht jedes Produkt selbstadjungierter Operatoren ist 
selbstadjungiert.. 

Als Produkt der Operatoren FK wird der Operator bezeichnet, bei dessen An- 
wendung auf eine Funktion zuerst der Operator K und dann F wirkt. Im all- 
gemeinen hängt ein Operatorprodukt von der Reihenfolge der Faktoren ab: 


FKy + KFy. 


Zwei Operatoren, deren Produkt nicht von der Reihenfolge der Faktoren abhängt, 
nennt man miteinander vertauschbar; man sagt, die Operatoren kommutieren mit- 
einander. 

Wir wollen jetzt die Bedingung suchen, unter der ein Produkt selbstadjun- 
gierter (hermitescher) Operatoren selbstadjungiert ist. Im allgemeinen ist für 
F=F'’undK=&K 


[v*FKp dr= [ YK*F*y* dr (7.8) 
oder in Operatorschreibweise 
(FRK\'= K'F'=KF, (7.8a) 


d. h., der hermitesch konjugierte Operator ist gleich dem Produkt der hermitesch 
konjugierten Operatoren in umgekehrter Reihenfolge. 


Tatsächlich kann man unter Ausnutzung der Selbstadjungiertheit des Operators F schrei- 
ben: [ y*F(Ko)dr = / (Ko) F*y*dr. Berücksichtigen wir ferner, daß der Operator K 
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selbstadjungiert ist, so erhalten wir [(Ko)F*y*dt = [ 9 K*F*y* dr; damit ist Gl. (7.8) 
bewiesen. 

Das Produkt selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjungiert, wenn diese 
Operatoren miteinander vertauschbar sind; das folgt unmittelbar aus (7.8a) 


(FK)'= KF=FK 
oder ausführlich 
[y*FKodr= [YF*K*y*dr. 


Wir bauen auf dieses Ergebnis auf und stellen fest: Man kann mit der Regel 
(7.7) nur dann selbstadjungierte Operatoren erhalten, wenn die ganze rationale 
Funktion F keine Produkte der Orts- und Impulsoperatoren enthält oder wenn 
sie nur Produkte vertauschbarer Operatoren enthält, wie zum Beispiel xp, u.a. 

Im allgemeinen sind für lineare Operatoren K und F die Operatoren 


4 
S=(KF+ FR), G= i(KF— FR) (7.9) 


selbstadjungiert. Im Falle vertauschbarer Operatoren K und F gilt 
G=0, S=KF=FR. 


In der Quantenmechanik hat man es auch mit physikalischen Größen zu tun, 
die kein klassisches Analogon haben (zum Beispiel der Spin eines Teilchens) und 
die nicht als Orts- und Impulsfunktionen ausgedrückt werden. Wir werden später 
sehen, wie man die Operatoren für derartige Größen definiert. 

In Tab. 1 ist die explizite Gestalt einiger sehr einfacher linearer selbstadjun- 
gierter Operatoren der Quantenmechanik angegeben. 


Tabelle 1 
Einfachste Operatoren der Quantenmechanik 
Physikalische Größe | Operator 
r 
Ort | i 
7,4, 2 0Yy, 2 
( p —ıAV 
Impuls ! 0 ö Ö 
| P»> Po» P: ren 
[ 2=[rxp] 2= -ıkırx \V] 
ö Ö 
L, —= YPz — ZP, L, = —ıh (v BZ a) 
Drehmoment ö ö 
L, = 2P; — 2P; Ly = -ih (2, —2 =) 
Ö Ö 
L, = 2Ppy — YPx L, = -ih (2 2 Y 5) 
Energie in nicht- 5 5 
relativistischer Fe De + U(t) H- Kg: + Uft) 
Näherung 2 u 2u- 
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Die Vertauschungsrelationen zwischen Operatoren spielen in der Quanten- 
mechanik eine große Rolle. Wir wollen daher diese Relationen für die in Tab. 1 
angegebenen Operatoren untersuchen. 

Wir führen die Bezeichnung 


[A,B]= AB- BA 


ein, die wir im folgenden verwenden werden. Für vertauschbare Operatoren 
muß die Beziehung 


[A, B]y= 0 (7.10) 


für eine beliebige Funktion y erfüllt sein. 
Für nicht vertauschbare selbstadjungierte Operatoren gilt die Gleichung 


[A,B]ly=ıiCy. (7.11). 


Auf Grund von (7.9) ist der Operator C ebenfalls ein selbstadjungierter Operator. 
In Spezialfällen kann C eine Zahl sein. Zur Abkürzung der Schreibweise ersetzt 
man die Gleichungen (7.10) und (7.11) häufig durch die Operatorgleichungen 


[A,B]=0, 
[A, B]=iC. 


Natürlich kommutieren die drei Koordinatenoperatoren x, y und z, die wir 
kurz mit dem Buchstaben r;(i = 1, 2,3) bezeichnen, miteinander, d.h., es ist 


Fr =V, 5,k= 1,23. 


Auch die Operatoren der Impulsprojektionen 


6) 
MED 
Pi 1 dr 
kommutieren miteinander, d.h., es gilt 
[P» Pr]= 0; 


denn bei der Berechnung der partiellen Ableitungen $?/ör; är, ist es gleichgültig, 
in welcher Reihenfolge die Differentiationen ausgeführt werden. 

Ein Beispiel für nicht vertauschbare Operatoren sind & und p,. Wir wollen 
die Vertauschungsregeln zwischen diesen beiden Operatoren aufstellen und wenden 
zu diesem Zweck ihre Produkte auf eine beliebige Funktion von x an. So erhalten 


wir 
ep.f(z) = -ıhz 


und 
Pıxf(x) = 2 N — ıhfl«) 
& 37 s 
woraus sich 


[w, palf(i@)=ihfle) oder [w,p.]= Äh 
ergibt. 
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Durch ähnliche Rechnungen kann man zeigen, daß allgemein die Vertauschungs- 
regeln 


ra» Pprl=1hdın, 5k=1,2, 3 (7.12) 


gelten. Wir verwenden die explizite Gestalt der Operatoren für die Projektionen 
der Drehimpulse L; und erhalten die Vertauschungsregeln 


[L, L.]= ihLı (7.13) 
für die Wertei=1,k=2;1=3;i=23,k=3,l!=41undi=3,k=1,1=32. 


Die drei Vertauschungsregeln (7.13) kann man in Vektorschreibweise zusammen- 
fassen zu 


8x 2]=ihR. (7.433) 


Hier und im folgenden wird das Symbol [Ax®8] zur Bezeichnung des Vektor- 
produktes aus den Vektoren X und B verwendet. Ferner kann man zeigen, daß 


[82,12,]=0, i=1,2,3 (7.14) 


ist. Unter Verwendung der Vertauschungsregeln (7.12) und der Definition des 
Drehimpulsoperators & kann man sich leicht von der Gültigkeit der folgenden 
Vertauschungsregeln überzeugen: 


(7.15) 


[L;, r;] = 0, [L; r,.] == ihr, [Li r;] ec ihr,, 

[L,P:| == 0, [L;, 1.23 zu ıhpı. [L.,P:] we ıhpı, 
wobei i=1,k=2,1=30odei=2, k=3,l!=10odei=3, k=1,1=2 
sind. 


Die Vertauschungsregeln (7.15) kann man in Vektorschreibweise kürzer 
schreiben: 


— 2iht, - 
Pa (7.15) 
[£xp]+ [px 2]=2ihpr. 
Ferner kann man mit Hilfe der Identität 
[A, B?]= [A, B|B+ B[A, B] 
die folgenden Vertauschungsregeln beweisen: 
ie 5 
[p, £ ] ihtlE xp] Px2]}, (7.16) 
[r, 22]= ık [ [tx tr] Ex 2}. 


$& 8. Eigenfunktionen und Eigenwerte von Operatoren 


In 8$7 ist ein Verfahren angegeben worden, wie man den Mittelwert einer 
beliebigen physikalischen Größe F in einem durch die Wellenfunktion » be- 
schriebenen Zustand berechnen kann, wenn man den zu dieser physikalischen 
Größe gehörigen Operator F kennt. 
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Mit Hilfe der Regel (7.1) kann man nicht nur Mittelwerte berechnen, sondern 
auch die mittleren quadratischen Abweichungen von den Mittelwerten in dem 
betreffenden Zustand %. Wir führen 


AF= F-<Fy 
und den zugehörigen hermiteschen Operator 
(AF\= F— (<Fy (8.1) 
ein und haben 
<(AF)>> = [y*(AF)(AF)ydr. (8.2) 


Da der Operator (ÄF) selbstadjungiert ist, können wir (8.2) in die Gestalt 
<(AF)y = [I(AF)yl?dr (8.3) 


bringen. Mit der Formel (8.3) kann man die mittlere quadratische Abweichung 
vom Mittelwert einer beliebigen physikalischen Größe in einem beliebigen, durch 
die Funktion y beschriebenen Zustand berechnen. 

Mit Hilfe von (8.3) kann man auch die unbekannten Zustände bestimmen, in 
denen die mittlere quadratische Abweichung gleich Null ist, die Größe F also 
einen scharfen Wert hat. Für diese Zustände y ergibt (8.3) die Gleichung 


0= JAr)yı?ar. 


Im Integranden steht eine positiv definite Größe, daher kann das Integral nur 
unter der Bedingung 


(AF)y= 0 (8.4) 


verschwinden. In einem Zustand y, der der Gleichung (8.4) genügt, hat die Größe F 
einen scharfen (bestimmten) Wert, d.h., es ist F = (F). Durch Einsetzen von 
(8.1) formen wir (8.4) um in 


(F- F\y=0. (8.5) 


Die Gleichung (8.5) ist eine lineare homogene Gleichung in der unbekannten 
Funktion y. Da eine Wellenfunktion reale Zustände physikalischer Systeme dar- 
stellen soll, interessieren wir uns für nicht verschwindende, stetige und eindeutige 
Funktionen y als Lösungen dieser Gleichung, die homogene Randbedingungen 
erfüllen (d.h. Bedingungen, die auch für y=( erfüllt sind). Die zusätzlichen 
Bedingungen im Zusammenhang mit der Normierbarkeit der Funktion y werden 
wir später erörtern. Gewöhnlich führen diese Bedingungen auf die Forderung, 
daß das über ein endliches Raumgebiet erstreckte Integral IE dr endlich ist. 

Im allgemeinen hat die Gleichung (8.5) nur für ganz bestimmte Werte der 
physikalischen Größe F Lösungen, die die oben gestellten Bedingungen erfüllen; 
diese Werte sind Parameter der Gleichung (8.5). Sie bilden entweder einen Satz 
diskreter Werte F,, Fa, ... oder eine kontinuierliche Folge von Werten in einem 
gewissen Intervall. 

Diese besonderen Werte des Parameters F heißen Eigenwerte des Operators F; 
die zugehörigen Lösungen der Gleichung (8.5) sind die Eigenfunktionen des Ope- 
rators. Die Gesamtheit der Eigenwerte eines Operators wird als dessen Spektrum 


3 Dawydow, Quantenmechanik 
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bezeichnet. Hat ein Operator diskrete Eigenwerte, dann sagt man, er hat ein 
diskretes Spektrum. Falls ein Operator in einem gewissen Intervall kontinuierliche 
Eigenwerte hat, sagt man, er hat ein kontinuierliches Spektrum. Es gibt auch 
Operatoren, deren Spektrum aus diskreten und in gewissen Intervallen aus 
kontinuierlichen Werten besteht. | 

Um die Eigenfunktionen des Operators F zu verschiedenen Eigenwerten von- 
einander zu unterscheiden, schreiben wir den. Eigenwert als Index rechts neben 
die Funktion, zum Beispiel yr. In einem diskreten Eigenwertspektrum kann man 
die Eigenwerte eines Operators numerieren: F4, Fa, ..., Fn, -.. In diesem Falle 
bringt man zur Kennzeichnung der Eigenfunktion häufig nicht den Eigenwert, 
sondern nur dessen Nummer als Index an, d. h., yr, = %n. Die ganzen Zahlen n, 
die die Eigenwerte und die Eigenfunktionen festlegen, bezeichnet man als Quanten- 
zahlen. 

Nach dem oben Gesagten hat eine physikalische Größe in einem Zustand, der 
durch eine Eigenfunktion yr des Operators F beschrieben wird, einen scharfen 
Wert — den Eigenwert dieses Operators. Dieser Schluß ist für die Interpretation 
der physikalischen Folgerungen aus der Quantenmechanik von sehr großer Be- 
deutung. Eine Messung der physikalischen Größe F im Zustand yr-. ergibt mit 
Bestimmtheit den Wert F’. Wird der Zustand eines Systems durch eine Wellen- 
funktion 9 beschrieben, die keine Eigenfunktion des Operators F ist, so wird 
man bei Messungen der Größe F in diesem Zustand verschiedene Werte erhalten, 
die jeweils gleich einem der Eigenwerte des Operators F sind. Die Gesamtheit der 
Eigenwerte des Operators F enthält also alle möglichen Meßergebnisse für die 
Größe F in beliebigen Zuständen. Darin liegt der physikalische Sinn der Eigen- 
werte der Operatoren der Quantenmechanik. 

Manchmal gehören zu einem Eigenwert eines Operators mehrere linear un- 
abhängige Eigenfunktionen. Die zugehörige physikalische Größe hat dann in 
jedem Zustand, der durch diese Wellenfunktionen beschrieben wird, einen scharfen 
Wert. Die Zahl der Eigenfunktionen zu einem gegebenen Eigenwert bezeichnet 
man als den Grad der Entartung dieses Eigenwertes. 

Im Falle einer Entartung muß man die Eigenfunktionen zu einem Eigenwert 
noch mit einem zweiten Index versehen; dieser nimmt die Werte 1,2, ... bis 
zum Grad der Entartung an. Zum Beispiel gibt es bei einer dreifachen Entartung 
drei Funktionen yr1, vr, Yrz3 zu einem Eigenwert F. Wie wir später noch sehen 
werden, versieht man dıe Wellenfunktionen entarteter Zustände auch mit mehreren 
Indizes. 

Eine sehr wichtige Eigenschaft selbstadjungierter Operatoren ist, daß sie 
immer reelle Eigenwerte haben. Die Eigenwerte sind gleich den Mittelwerten der 
entsprechenden physikalischen Größen ın den Zuständen, die durch die Eigen- 
funktionen dieser Operatoren beschrieben werden. Da die Mittelwerte reell sind 
(8 7), sind auch die Eigenwerte reell. Man kann sich auch unmittelbar an Hand 
der Gleichung (8.5) davon überzeugen, daß die Eigenwerte selbstadjungierter 
Operatoren reell sind. Dazu multiplizieren wir (8.5) mit der zu %» konjugiert 
komplexen Funktion 9* und subtrahieren von der entstehenden Gleichung die 
dazu konjugiert komplexe. Den erhaltenen Ausdruck integrieren wir über alle 
Werte der unabhängigen Variablen und finden 


(F— F*) [y*pdr= [y* Fydr— [yF*y*dr. 
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Auf Grund der Bedingung (7.4) für die Selbstadjungiertheit des Operators F 
erhalten wir F = F*, was besagt, daß F reell ist. 


Zur Erläuterung des oben Gesagten berechnen wir die Eigenwerte und die Eigenfunk- 
tionen von drei sehr einfachen Operatoren. 

a) Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators für die Impulsprojektion p.,. Die Aufgabe 
führt auf die Lösung der Gleichung \ 


u) 


= Pp,Y(2). 


Stetige, eindeutige und endliche Lösungen dieser Gleichung sind für alle reellen Werte von 
p, im Intervall —oo < p, < oo möglich. Der Operator p, hat also eine kontinuierliche 
Folge von Eigenwerten. Zu jedem Eigenwert p,= p gehört eine Eigenfunktion (es gibt 
keine Entartung) 
. pP 
2)=Aexpli—e)]. 8.6 
v,()=Aesp (14) (8.6) 
Diese Funktion beschreibt die Bewegung eines Teilchens auf der x-Achse mit dem scharfen 
‚Impuls p. Wie auch andere Eigenfunktionen von Operatoren mit einem kontinuierlichen 
Spektrum kann man die Wellenfunktionen (8.6) nicht in der üblichen Weise normieren, 
weil f |yvp(z)? dp = ist. Die Wellenfunktionen (8.6) sind ein Spezialfall der Wellen- 
funktionen eines freien Teilchens mit scharfem Impuls, die wir in $5 behandelt haben; 
dort ist ein mögliches Verfahren zur Normierung dieser Funktionen angegeben worden. 
b) Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators für die Drehimpulsprojektion L,. Aus 
Tab. 1 (8 7) entnehmen wir 


| ß d 
L,= —ıh E Fr —y ) . 


Wir gehen zu Kugelkoordinaten über (s. AnhangB) und erhalten L,= —ıh dm Wir haben 
also bei unserer Aufgabe die Gleichung ? 


ö 
v(Pp) er (8.7) 


zu lösen; die Variable @ ändert sich in den Grenzen O< 9 <2r. Die Lösungen von (8.7) 
sind 


.L; 
yo) =A exp (i e) 
Damit die Funktionen y eindeutig sind, muß die Bedingung 


y(p)= ylp+ rn) 


erfüllt sein. Das ist für L,/k=mmitm=0, +1,+2, + --- der Fall. Das Eigenwerts- 
spektrum des Operators L, ist also diskret: 


L,=hm,m=0, +1, +42, + --- (8.8) 


2 
Die nach der Vorschrift f Ym Ym IP= 1 normierten Eigenfunktionen y,(p) zu den Eigen- 


werten (8.8) haben die Gestalt 
Ymlp)=(Lr)-"reimo. 


3* 
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c) Eigenwerte und Eigenfunktionen des Drehimpulsquadrates. Zur Berechnung der Eigen- 
werte und Eigenfunktionen des Operators für das Quadrat des Drehimpulses muß man die 
Differentialgleichung 


L’y = L?y (8.9) 
lösen; für den Operator des Drehimpulsquadrates entnimmt man aus Tab. 1 den Ausdruck 
BR 3 
L? > L?, 
i= 


Es ist aber bequemer, diesen Operator in Kugelkoordinaten zu schreiben (s. Anhang B): 


L? Rh? a fs; 6 & en a. 8.10 
= — —— I1S1Nn 9 —— . . 
sind 00 | ss) = sin20 092 en 
Aus Gl. (8.9) wird damit 
A EI. a 
he #)* sin? 0 Tr MD. De 


Wie man sieht, stimmt (8.11) mit der Gleichung für die Kugelfunktionen Y/,,: 


BERN TE ER EN 
Fri )* in gr ] m (69-9; 


wol=(0,1,2,... ist, überein, falls 
I=Rl(l+1) (8.12) 


ist. Die Eigenwerte des Operators für das Quadrat des Drehimpulses werden also durch die 
Quantenzahlen / = 0,1,2,... vermöge des Ausdrucks (8.12) bestimmt; die Eigenfunk- 
tionen dieses Operators sind die Kugelfunktionen Y,,, (0, @) !-ter Ordnung. Zu jedem Eigen- 
wert 22, d.h. zu jedem Wert der Quantenzahl /, gehören dabei 2! + 1 Kugelfunktionen 
Yyn- Diese Funktionen unterscheiden sich in den Werten der zweiten Quantenzahl m. Die 
Quantenzahl / bezeichnet man als Nebenquantenzahl, m als magnetische Quantenzahl. m kann 
bei festem / die Werte 
m=0, +14, +4." ti 

annehmen. 

Die explizite Abhängigkeit der Kugelfunktionen von den Winkeln 9 und 9 für positive 
Werte von m zeigt der Ausdruck 


exp (imYp) 


Y m (0, 9) = Om) — —— (8.13) 
Y?r 
mit 
(—1)!+m / (2i+l)(I-m)! . „,, derm (sin 0/22 
Fam N arm (9A 


Die reellen Funktionen © kann man durch die Ableitungen der Legendreschen Polynome 
ausdrücken 


1 d! 


Sr 


(2 —1)2]. 
Tatsächlich ist für m > 0 


a na "inm 0, N Sp uh, (8.14) 


O9) = (— 1)" | 2(I+ m)! ö cos H)M 
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Die Kugelfunktionen für die negativen Wertem = —1, —2, ..., —l erhält man aus der 
Formel 


Y,, -m (6, p) = el Y% m (6, ®) ® (8.15) 


Die Kugelfunktionen sind (wie die Eigenfunktionen anderer Operatoren) nur bis auf einen 
willkürlichen Phasenfaktor mit dem Betrag 1 bestimmt. Zum Beispiel werden manchmal 
statt der Funktionen (8.13) die Funktionen 


Yım(®; p) — il Yım(0; 9) 


verwendet. In diesem Falle muß man die Gleichung (8.15) durch die Gleichung 


Y,_m=(-1)}HmY* (8.15 a) 


„om 


ersetzen. Die Kugelfunktionen sind normiert. Funktionen zu verschiedenen Quantenzahlen 
l und m sind orthogonal zueinander. Man kann Normierungs- und Orthogonalitätsrela- 
tionen in der Form 


f Y*,(0,@) Yym’ (9, 9) AR = Srdmm, dQ= sin 0 dH dp (8.16) 


schreiben. Für m = 0 kann man die Kugelfunktionen über die Beziehung 


2ir1l 
Y0(9, 9 = ——Pı (cos 9) 


T 


auf die Legendreschen Polynome P‘,(cos 6) zurückführen. Unter Verwendung von (8.13) 
überzeugt man sich leicht, daß die Kugelfunktionen gleichzeitig Eigenfunktionen des 


Ö 
Operators L,= —ih — (der Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse) sind; denn sie 


89 


erfüllen die Gleichung 


ö 
—ih — Yım (9, 9) = hm Yım (8, 9). (8.17) 
oO e 


Die Kugelfunktion Y,,, (0, p) ist also eine Eigenfunktion des Operators für das Quadrat 
des Drehimpulses zu dem Eigenwert 


I2— A(I+1). 


Gleichzeitig ist diese Funktion eine Eigenfunktion des Operators für die Projektion des 
Drehimpulses auf die z-Achse zu dem Eigenwert 


L,=hm. 


Der zweite Index an der Wellenfunktion Y,j,, bezeichnet also die Zustände mit verschie- 
denen Werten für die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse. 


S 9. Eigenschaften der Eigenfunktionen von Operatoren mit 
diskretem Spektrum 


Der Operator F möge ein nicht entartetes diskretes Eigenwertspektrum F, 
haben. Die Eigenfunktionen dieses Operators befriedigen dann die Gleichung 


Fy„= FnYn- (9.1) 
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"Wir schreiben die zu (9.1) konjugiert komplexe Gleichung für die Quantenzahl m 
auf: 
F* ph = Fnyph. 9.2 


Die Gleichungen (9.1) und (9.2) multiplizieren wir von links mit »% bzw. y,. 
Anschließend integrieren wir beide Seiten der neuen Gleichungen über den ganzen 
Variabilitätsbereich der Veränderlichen und subtrahieren die erhaltenen Glei- 
chungen voneinander. Ferner verwenden wir die Bedingung (7.5) für den selbst- 
adjungierten Operator F und finden 


dl Fin) [ YE YndE = 0. 


Für m # n folgt aus dieser Gleichung, daß die Eigenfunktionen zu verschiedenen 
Eigenwerten orthogonal sind, d.h., es ist 


[vtvnde= 0. (9.3) 


Die Orthogonalität der Eigenfunktionen y,„ und %„ des Operators F hat folgenden 
physikalischen Sinn: Bei einer Messung der physikalischen Größe F in diesen 
Zuständen erhalten wir mit Sicherheit verschiedene Werte: F„ im Zustand y,„ 
und F„ im Zustand 9, 

Wir haben somit bewiesen, daß die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigen- 
werten eines selbstadjungierten Operators orthogonal zueinander sind. 

Für alle realen Systeme (d. h. für Systeme mit endlicher Reichweite der Kräfte) 
befindet sich die Energie eines Teilchens in Zuständen des diskreten Spektrums 
unbedingt in einem endlichen Volumen, d.h., die Wellenfunktionen für diese 
Zustände müssen außerhalb dieses Volumens hinreichend schnell abnehmen. 
Wäre diese Bedingung nicht erfüllt, dann könnte das Teilchen an entfernte 
Stellen weglaufen, wo keine Kräfte mehr vorhanden sind. Eine freie Bewegung 
ıst aber mit beliebiger (nicht quantisierter Energie) möglich. Für die Eigenfunk- 
tionen des diskreten Spektrums hat also das Integral 


TIKBERE: (9.4) 


über den ganzen Variabilitätsbereich der Veränderlichen in y,„ immer einen end- 
lichen Wert. Folglich sind die Eigenfunktionen von Operatoren mit einem dis- 
kreten Spektrum immer normierbar. Wir wollen annehmen, daß die Eigenfunk- 
tionen bereits normiert sind. Unter Beachtung von (9.3) kann man dann sagen, 
daß die Gesamtheit der Eigenfunktionen von Operatoren mit einem diskreten 
Spektrum ein orthonormiertes Funktionensystem bilden, d.h., sie erfüllt die Be- 
dingungen 

fvkvndE = Imn- (9.5) 


Die Eigenfunktionen von Operatoren mit einem diskreten Spektrum haben 
ferner folgende bemerkenswerte Eigenschaft: Die Gesamtheit aller Eigenfunk- 
tionen bildet ein vollständiges (abgeschlossenes) Funktionensystem; d.h., jede 
beliebige andere Funktion %, die von denselben Veränderlichen abhängt, die- 
selben Randbedingungen erfüllt und für die das Integral f |y|? d& existiert, kann 
als Reihe 


y(E) = 2% An Yn(E) (9.6) 
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dargestellt werden. Die Summation erfolgt dabei über alle Werte der Quanten- 
zahl n. Mit Hilfe von (9.5) können wir leicht ein Verfahren zur Berechnung der 
Entwicklungskoeffizienten in (9.6) angeben: 


an= [vl)yr(lä)de. (9.7) 


Eine dritte Eigenschaft der Eigenfunktionen von Öperatoren mit einem dis- 
kreten Spektrum wird durch die Gleichung 


2, vr) = 8 — ©) (9.8) 


ausgedrückt. Darin bedeutet & die Gesamtheit aller Variablen, von denen die 
Funktionen y,„ abhängen; d(&° — £) ist die Diracsche ö-Funktion, deren Eigen- 
schaften in Anhang A mitgeteilt werden. 

Man kann (9.8) beweisen, indem man die Funktion (E — £&) nach dem ortho- 
normierten mE EeSeT y„(£) entwickelt: 


E-9-Nanle (9.9) 


Diese Entwicklung ist ein Spezialfall von (9.6), deshalb werden die Entwicklungs- 
koeffizienten durch (9.7) gegeben. Demnach ist 


= [&- Hyi(E) dE= yild) 


und (9.8) ist bewiesen. 
Ist eine Entartung vorhanden, dann genügen die Eigenfunktionen %,„; des 
Operators F der Gleichung 


F ynı= ER Vni- (9.10) 


Wenn man mit dieser Gleichung ähnlich verfährt wie mit Gl. (9.1), kann man 
zeigen, daß die Funktionen zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal 
sind, d. h., es ist 


[vie )vun.(E)dE=0 fürmH#n. 


Dabei sind dıe Funktionen %,4, Yn%, - > Ynp zu ein und demselben Eigenwert F, 
im allgemeinen nicht orthogonal. Die f unabhängigen Funktionen %,„ı können 
aber immer durch andere f unabhängige Funktionen ersetzt werden, die ebenfalls 
Eigenfunktionen des Operators F und gleichzeitig orthogonal zueinander sind. 
Wir zeigen das am Beispiel einer zweifachen Entartung. y,ı und %„a seien zwei 
normierte Eigenfunktionen des Operators F zu dem Eigenwert F„. Wir definieren 
zwei andere Funktionen 


= Ynı Mr alyını + Aym); 


wo Aund a komplexe Zahlen sind. Da F ein linearer Operator ist, ist auch die 
Funktion @ eine Eigenfunktion desselben zu dem gleichen Eigenwert. Jetzt 
kann man die Zahl A so wählen, daß die Orthogonalitätsbedingung [et MdE = 0 
erfüllt ist. Aus dieser Bedingung finden wir 


= [vH Yn2dE. 
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Die Konstante a wird aus der Normierungsbedingung bestimmt. Wir erhalten 
auf diese Weise normierte und zueinander orthogonale Eigenfunktionen 9, und 
9 zu dem Eigenwert F\„. 

Auf diese Weise kann man die Eigenfunktionen bei beliebigem Grad der Ent- 
artung orthogonalisieren. Wir wollen annehmen, daß diese Orthogonalisierung 
durchgeführt ist. Auch im Falle einer Entartung genügen dann die Eigenfunk- 
tionen den Bedingungen 


oil) var(&)dE = mn Ölk-- (9.11) 


Die beiden anderen Eigenschaften der Eigenfunktionen von Öperatoren mit 
einem diskreten Spektrum kann man in der Form 


y(d)= 2, Anı Pnı(E) (9.12) 
schreiben mit 


anı= Jve)yHlÄAE 
2 vr )ynlE) = 8). (9.13) 


Die Eigenwerte der linearen selbstadjungierten Operatoren, die in der Quanten- 
mechanik verwendet werden, sınd deshalb so besonders wichtig, weil sie die 
möglichen Werte der entsprechenden physikalischen Größen bei einer Messung 
sind. Wird der Zustand eines Systems durch eine Wellenfunktion beschrieben, die 
eine Eigenfunktion %, des Operators F ist, dann hat die physikalische Größe F 
in diesem Zustand einen bestimmten Wert. Bei einer Messung müssen wir daher 
in diesem Zustand mit Bestimmtheit den Wert F,„ erhalten. Wenn die Wellen- 
funktion % nicht mit einer Eigenfunktion y,„ des Operators F übereinstimmt, 
dann hat die physikalische Größe F in diesem Zustand keinen bestimmten Wert. 
Bei wiederholten Messungen der physikalischen Größe F in ein und demselben 
Zustand y werden wir verschiedene Werte F„ erhalten. Wiederholen wir diese 
Messung sehr oft, so können wir den Mittelwert <F) dieser Größe in dem betref- 
fenden Zustand bestimmen. Dieser Mittelwert muß mit dem Wert übereinstimmen, 
den man aus der Beziehung 


<Py>= [pH Fypde (9.14) 


erhält. Da die Eigenfunktionen des: Operators F ein vollständiges Funktionen- 
‘system bilden, kann man y als Linearkombiınation darstellen: 


vy= ), Untn- (9.15) 
Wir setzen (9.15) ın (9.14) ein und verwenden die Gleichung 
Fyn= Fa Un 


sowie die Orthonormiertheit der Funktionen y, und finden 
ZEy— N Pa. (9.16) 
In der gleichen Weise erhalten wir aus der Normierungsbedingung der Funktion 


1.= [yHydd= Y lanl?. (9.17) 
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Diese Gleichung wird als Bedingung für die Vollständigkeit des Systems der Eigen- 
funktionen %,„ bezeichnet. Sie dient als Kriterium dafür, daß dieses System von 
Eigenfunktionen für die Darstellung einer beliebigen anderen Funktion gemäß 
(9.15) ausreicht, ohne daß noch irgendeine linear unabhängige Funktion zu dem 
System hinzugenommen werden muß, die keine Eigenfunktion des Operators F 
1st. 

Die Gleichungen (9.16) und (9.17) besagen, daß das Betragsquadrat der in (9.15) 
auftretenden Koeffizienten a, die Wahrscheinlichkeit angibt, bei einer Messung 
der physikalischen Größe F im Zustand vw den Wert F,„ zu erhalten. 


$S 10. Eigenschaften der Eigenfunktionen von Operatoren mit 
kontinuierlichem Spektrum 


Wir wollen die Eigenschaften der Eigenfunktionen yr von Operatoren mit 
einem kontinuierlichen Eigenwertspektrum untersuchen. In diesem Falle erfüllen 
die Eigenfunktionen die Gleichung 


Fyr= Fyr. (10.4) 


Die Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums können nicht mit einer Zahl 
numeriert werden. Sie werden durch den Wert der physikalischen Größe F selbst 
in diesem Zustand charakterisiert. Man kann deshalb sagen, daß die Eigenfunk- 
tionen von F wie von einem Parameter abhängen: 


vr(d)= vi; ©). 


Man kann die Funktionen yr nicht in der üblichen Weise normieren, da das 
Integral fivrl? ag divergiert. Die Divergenz dieses Integrals hängt damit zu- 
sammen, daß |yr(£)|? im Unendlichen nicht rasch gegen Null geht. In diesem 
Falle ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem beliebigen endlichen 
Volumen zu finden, unendlich klein gegenüber der Wahrscheinlichkeit, es in dem 
übrigen, unendlich großen Raum zu finden. Wenn sich ein Teilchen in einem 
Zustand yr befindet, dann führt es also eine unbegrenzte (infinite) Bewegung 
im ganzen Raum aus, und diese Bewegung wird durch einen bestimmten Wert 
der physikalischen Größe F charakterisiert. Ein Beispiel für.einen solchen Zu- 
stand ist der Zustand eines freien Teilchens mit einem bestimmten Impuls; dieser 
Zustand wird durch eine ebene Welle beschrieben: 


pr 
y,(t)= Aexp in 


Die Gesamtheit der Eigenfunktionen y;(£) bildet ein vollständiges Funktionen- 
system. Eine beliebige normierte Funktion %, die von denselben Veränderlichen 
abhängt, kann daher als lineare Superposition von Zuständen dargestellt werden, 
in denen die physikalische Größe F einen bestimmten Wert hat. Da das Eigen- 
wertspektrum kontinuierlich ist, wird diese Linearkombination durch ein Integral 


dargestellt: 
y(&)= [aryr(ÖdF. (10.2) 
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Die Eigenfunktionen yr von Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum können 
so gewählt werden, daß 


larl®dF 


die Wahrscheinlichkeit angibt, daß die physikalische Größe F im Zustand y 
einen Wert im Intervall F, F + dF hat. Die Bedingung für die Vollständigkeit 
der Eigenfunktionen yr ergibt dann die Gleichung 


[v*Oy(edi= [atardF=1, (10.3) 


die der Gleichung (9.17) für die Funktionen eines diskreten Spektrums entspricht. 
In das erste Integral setzen wir den Wert für y*(£) aus (10.2) ein und ändern die 
Integrationsreihenfolge; so bekommen wir 


[art [v(Oys@ds- arldF=0. 
Damit diese Gleichung erfüllt ist, muß 


ar= [ylEyE(lE) dE (10.4) 


sein. Die Koeffizienten ar werden also nach derselben Regel berechnet wie die 
Koeffizienten a, im Falle eines diskreten Spektrums. 
Setzen wir in (10.4) den Wert für y(£) aus (10.2) ein, so erhalten wir 


ar— [ap yr(E)yE(E)dEdF”. 
Diese Gleichung kann nur dann für beliebige Koeffizienten ar erfüllt sein, wenn 
SvrtOyHS)de= 8 F) (10.5) 


ist. Die Beziehung (10.5) ist die Normierungsvorschrift für die Eigenfunktionen 
eines kontinuierlichen Spektrums. AufGrund dieser Beziehung kann man ja;|? dF 
als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, für die physikalische Größe F einen 
Wert im Intervall F, F + dF zu finden. Aus (10.5) folgt, daß die Eigenfunktionen 
von Öperatoren mit einem kontinuierlichen Spektrum für F=+ F’ orthogonal 
zueinander sind; für # = F’ divergiert das Integral (10.5). 

Die Normierung der Eigenfunktionen von Operatoren mit einem kontinuier- 
lichen Spektrum nach der Vorschrift (10.5) bezeichnet man als Normierung auf 
eine d-Funktion. Die Beziehung (10.5) tritt hier an die Stelle der Orthogonalitäts- 
relation (9.5), die für die Eigenfunktionen eines diskreten Spektrums gilt. 


Als Beispiel wollen wir die Eigenfunktionen des Impulsoperators 


y, (1) = (2 nh)-"rexp 1) 


auf eine $-Funktion normieren. Unter Verwendung der Formel f eikzdz = 2nö(k) (s. 


AnhangA) kann man sich leicht davon überzeugen, daß diese Funktionen die Normierungs- 
vorschrift 


[ve 9) dr=8(p—p') 


erfüllen. 
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Der Ortsoperator r = r hat ebenfalls ein kontinuierliches Spektrum. Wir erinnern uns 
daran, daß die Anwendung des Ortsoperators auf eine Funktion einfach die Multiplikation 
dieser Funktion mit r bedeutet. Nach der allgemeinen Regel (8.5) werden die Eigenwerte 
und die Eigenfunktionen des Ortsoperators aus der Gleichung | 


pr (r) =ry 6) 


bestimmt. Diese Gleichung hat für beliebige Werte von r’ Lösungen; die auf eine ö-Funk- 
tion normierten Lösungen sind selbst eine $-Funktion, d. h., es ist 


vlt) = (tr). 


Die Koeffizienten a,, in der Entwicklung einer beliebigen normierten Funktion y nach 
den Eigenfunktionen des Ortsoperators 


pe) = | ar pr (t) de’ 


werden nach der allgemeinen Vorschrift (10.4) bestimmt: 


‚= [ vr )dr=ylr'). 

Demzufolge ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens im Volumen dr gleich 
| q, 1? d’= Iy(o)]? dr, 

was bereits in $4 angegeben worden ist. 


Außer der Beziehung (10.5) genügen die Eigenfunktionen eines kontinuierlichen 
Spektrums noch einer Relation, die für sie ähnliche Bedeutung hat wie Gl. (9.8) 
für die Funktionen eines diskreten Spektrums. Um diese Beziehung abzuleiten, 
setzen wir (10.4) in (10.2) ein und erhalten 


= [PEYEH) pr AF. 
Damit diese Gleichung für beliebige Funktionen y(£) erfüllt ıst, muß die folgende 


Beziehung gelten: 
[vie DdF= 8 — 8). (10.6) 


Man kann zwar die nn yp von Operatoren mit einem kontinuierlichen 
Spektrum nicht wie die Funktionen eines diskreten Spektrums nach der üblichen Vor- 
schrift normieren. Doch kann man aus den yz neue Größen — „Eigendifferentiale‘ — 
(Wellenpakete) bilden, die die Eigenschaften der Eigenfunktionen eines diskreten Spek- 
trums haben. Die Eigendifferentiale werden durch die Gleichung 


Fe+ AFk 
Ayld)= | vriö)dr (10.7) 


%k 


definiert; AF,, ist das endliche, aber beliebig kleine Intervall zwischen den beiden Werten 
F, und F,,ı der physikalischen Größe. Man kann zeigen, daß die Eigendifferentiale zu 
verschiedenen Intervallen die Orthogonalitätseigenschaft 


fArr(9)* (A,y(H)dE=0fürl+k 


haben. Ferner kann man die Eigendifferentiale so normieren, daß 


1 
im: A,y (ES ?dE=1 
Rh rd we 
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ist. Die Einführung der Eigendifferentiale erschwert aber die praktische Anwendung der 
Theorie sehr, deshalb werden die Eigenfunktionen eines kontinuierlichen Spektrums nor- 
malerweise auf eine $-Funktion normiert. 


Ein drittes Verfahren zur Normierung der Eigenfunkiionen eines kontinuier- 
lichen Spektrums besteht darin, daß man das kontinuierliche Spektrum künstlich 
in ein diskretes überführt, indem man die Eigenfunktionen in einem beliebig 
großen, aber endlichen Würfel mit dem Volumen ZL? definiert und fordert, daß 
sie in Richtung aller drei Würfelkanten mit der Periode L periodisch sind. Geht 
man schließlich zur Grenze L — oo über, so erhält man dieselben Ergebnisse wie 
bei den beiden anderen Normierungsvorschriften. 

Es gıbt auch Operatoren, die sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches 
Spektrum haben. Die Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums sind in 
diesem Falle orthogonal zu den Eigenfunktionen des diskreten Spektrums. Beide 
Arten von Funktionen haben die oben besprochenen Eigenschaften mit der einen 
Ausnahme, daß das vollständige Funktionensystem erst durch die Gesamtheit 
der Eigenfunktionen beider Spektren zusammen gebildet wird. Die Entwicklung 
einer beliebigen Wellenfunktion nach den Eigenfunktionen eines solchen Opera- 
tors hat daher die Gestalt 


v(E) — > An un) + far yr(£) dF. 


Die Summe wird über das ganze diskrete, das Integral über das ganze kontinuier- 
liche Spektrum erstreckt. Wenn die Funktion y(&) auf 1 normiert ist, wird die 
Vollständigkeitsbedingung für die Eigenfunktionen erfüllt: 


> lanl?+ [lasl?dF=A. 


An die Stelle von (9.8) und (10.5) tritt in diesem Falle die Beziehung 
By SOHN yrÄOAF= E- 9. 


$ 11. Bedingungen dafür, daß mehrere physikalische Größen in einem 
Zustand seharfe Werte haben können 


In den vorangegangenen Paragraphen ist gezeigt worden, daß die physikalische 
Größe F in einem gewissen Zustand einen scharfen Wert hat, wenn die Wellen- 
funktion für diesen Zustand eine Eigenfunktion des Operators F ist. Falls die 
Wellenfunktion eines gewissen Zustandes gleichzeitig Eigenfunktion mehrerer 
Operatoren ist, haben in diesem Zustand alle zu diesen Operatoren gehörigen 
physikalischen Größen scharfe Werte. 

Im Zustand eines freien Teilchens, der durch die Wellenfunktion 


vll) = (Anh) rexp (i = 


beschrieben wird, haben zum Beispiel der Impuls p und die kinetische Energie 
p?/2 u scharfe Werte, denn diese Funktion ist gleichzeitig Eigenfunktion des 
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52 
Impulsoperators p und des ÖOperators für die kinetische Energie 572. In 
u 


diesem Zustand haben aber das Drehimpulsquadrat und die Projektion des Dreh- 
impulses auf eine Koordinatenachse keine scharfen Werte, weil die Funktion 
yYn(t) keine Eigenfunktion der entsprechenden Operatoren ist. In Kapitel VI 
werden wir zeigen, daß es auch Zustände gibt, in denen die kinetische Energie, 
das Quadrat des Drehimpulses und dessen Projektion gleichzeitig bestimmte 
Werte haben; dann hat jedoch der Impuls des Teilchens keinen scharfen Wert. 

Je nach dem Zustand eines Systems können also diese oder jene physikalischen 
Größen scharfe Werte haben. Die Erfahrung lehrt aber, daß es auch physikalische 
Größen gibt, die in keinem einzigen Zustand eines Systems gleichzeitig scharfe 
Werte haben können. Diese Besonderheit einiger physikalischer Größen, die 
objektive Gesetzmäßigkeiten der atomaren Erscheinungen widerspiegelt (d.h. 
Eigenschaften der Mikroobjekte und deren Wechselwirkungen untereinander und 
mit den Körpern der Umgebung), muß in den Eigenschaften der Operatoren der 
Quantenmechanik ihren Ausdruck finden. Diese Eigenschaften sollen jetzt unter- 
sucht werden. | 

Wir werden zeigen: Wenn zwei physikalische Größen F,„ und M,„ gleichzeitig 
scharfe Werte haben können, dann müssen die zugehörigen Operatoren mitein- 
ander vertauschbar sein. Nach Obigem ist die Behauptung, daß die physikalischen 
Größen F„ und M,„ in einem Zustand scharfe Werte haben, der Behauptung 
äquivalent, daß die Funktion %, eine Eigenfunktion der Operatoren F und M ist. 
Mathematisch wird das durch die Gleichungen 


Fyn= Fans 
Mvy„-= M„Yn 


ausgedrückt. Wir multiplizieren die erste Gleichung von links mit dem Operator 
M, die zweite Gleichung mit F und subtrahieren die entstandene zweite Gleichung 
von der ersten. Ferner beachten wır, daß F„ und M,„ Zahlen sınd, die man ver- 
tauschen kann, und finden 


(MF— FM) y„= (F„Mn— MnFr) ün= 0: (11.1) 


Da man eine beliebige Funktion als Linearkombination der Eigenfunktionen %, 
darstellen kann, erhalten wir unter Berücksichtigung von (11.1) 


(MF— FM) y= a, (MF—- FM) y,= 0: (11.2) 


Gleichung (11.2) besagt, daß die Operatoren F und M vertauschbar sind. Diese 
Eigenschaft kann auch durch die Operatorgleichung 


MF- FM= 0 (14.3) 


ausgedrückt werden. Die ÖOperatorgleichung (11.3) besagt, daß die Anwendung 
der Operatoren auf der rechten und auf der linken Seite der Gleichung auf eine 
beliebige Funktion » dasselbe ergibt. 

Wir haben somit den Satz bewiesen: Damit physikalische Größen in einem 
Zustand gleichzeitig scharfe Werte haben können, müssen die Operatoren dieser 
Größen miteinander vertauschbar sein. 
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Es sei jedoch bemerkt, daß in besonderen Zuständen mehrere physikalische Größen auch 
dann gleichzeitig gewisse ausgewählte Werte haben können, wenn ihre Operatoren nicht 
miteinander kommutieren. So sind zum Beispiel in den Zuständen mit dem Drehimpuls 
Null gleichzeitig auch alle drei Projektionen Null, obwohl die Operatoren für die Projek- 
tionen des Drehimpulses nicht miteinander vertauschbar sind (s. (7.13)). Im allgemeinen, 
für von Null verschiedenen Drehimpuls, haben die drei Projektionen nicht gleichzeitig 
scharfe Werte. In diesem Zusammenhang darf man niemals von einer bestimmten Richtung 
des Drehimpulsvektors im Raum sprechen. Nur das Quadrat des Drehimpulses (d.h. die 
Länge des Vektors 2) und eine der Projektionen, zum Beispiel L,, können gleichzeitig 
scharfe Werte haben, weil die Operatoren dieser Größen miteinander kommutieren: 
[L?, L,] = 0. Zur ‚„anschaulichen‘“ Erklärung der Eigenschaften des Drehimpulses kann 
man sagen, daß der Drehimpulsvektor mit dem Betrag |%| = k YI(l + 1) immer um eine 
gewisse Richtung (zum Beispiel um die z-Achse) präzessiert, so daß die Projektion auf diese 
Richtung hm ist mit m=(, +1,..., + I. Die Mittelwerte der beiden anderen Projek- 
tionen sind Null <L,> = (Ly?> = 0). Dabei muß man aber bedenken, daß dieses „an- 
schauliche‘“ Bild nur eine Illustration ist und die Eigenschaften des Drehimpulses nicht 
vollständig wiedergibt. 


Man kann auch den umgekehrten Satz beweisen: Wenn zwei Operatoren F und 
M miteinander vertauschbar sind, dann haben sie ein gemeinsames System von 
Eigenfunktionen. Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach, wenn die beiden 
Operatoren ein System nicht entarteter Eigenfunktionen haben. Es möge Gl. 
(11.3) gelten, und die y, sollen das vollständige System der Eigenfunktionen des 
Operators M bilden, d.h., My, = M„Yn. Wir wenden auf diese Gleichung den 
Operator F an und benutzen (11.3); so finden wir 


M(Fyn)= M„(F pn). 


Aus der letzten Gleichung folgt, daß die Funktion Fy, die Eigenfunktion des 
Operators M zum Eigenwert M,„ ist. Da die Eigenfunktionen des Operators M 
nach Voraussetzung nicht entartet sind, kann sich die Funktion Fy,„ von der 
Eigenfunktion %, dieses Operators nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden. Be- 
zeichnen wir diesen Faktor mit F,„, dann muß die Gleichung 


Fy„= FnYn 


erfüllt sein. Diese Gleichung besagt aber, daß die Funktionen y, Eigenfunktionen 
des Operators F sind. 

Wenn die Operatoren entartete Eigenwerte haben, werden die Eigenfunktionen 
Ynx des Operators M im allgemeinen keine Eigenfunktionen des mit M vertausch- 
baren Operators F sein. Man kann aber zeigen, daß man auch in diesem Falle aus 
den Funktionen %„, immer solche Linearkombinationen, 


Di = Yaık Vnko 
k 


bilden kann, die Eigenfunktionen des Operators F sind. 

Haben einige physikalische Größen im Zustand % scharfe Werte, so ist eine 
gleichzeitige Messung aller dieser Größen möglich. Mit anderen Worten: Die 
gleichzeitige Messung physikalischer Größen, die zu kommutierenden Operatoren 
gehören, bewirkt keine gegenseitigen Beeinflussungen. 
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$ 12. Methoden zur Bestimmung des quantenmechanischen Zustandes 
eines Systems 


Im vorigen Paragraphen haben wir bemerkt, daß der Zustand eines quanten- 
mechanischen Systems durch eine Hilfsgröße bestimmt wird — durch die Wellen- 
funktion (oder den Zustandsvektor) y. Das Grundpostulat der Quantenmechanik 
besagt, daß durch die Angabe der Wellenfunktion alle Eigenschaften eines Sy- 
stems in dem betreffenden Zustand vollständig bestimmt sind. 

Wir wollen uns jetzt mit der Frage befassen, wie man die Wellenfunktion zu 
einem gegebenen Zustand bestimmen kann. In der klassischen Physik wird der 
Zustand eines Systems durch die Angabe aller unabhängigen physikalischen 
Größen vollständig bestimmt; dıe Anzahl dieser Größen ist doppelt so groß wie 
die der Freiheitsgrade des Systems. Zum Beispiel wird der Bewegungszustand 
eines Teilchens in jedem Zeitpunkt durch die Angabe von sechs Größen festgelegt: 
drei Ortskoordinaten und drei Impulskomponenten. Der Zustand eines Systems 
aus N Teilchen wird durch die Angabe von 6N Größen bestimmt. 

Wie wir im vorhergehenden Paragraphen gesehen haben, können ın quanten- 
mechanischen Systemen nicht alle physikalischen Größen gleichzeitig bestimmte 
Werte haben. Zum Beispiel können x und p, in einem beliebigen Zustand nicht 
gleichzeitig scharfe Werte haben, weil die Operatoren dieser Größen nicht mit- 
einander vertauschbar sind. In der Quantenmechanik wird daher der Zustand 
eines Systems unter bestimmten äußeren Bedingungen, die von makroskopischen 
Parametern abhängen (vom Volumen, von äußeren Feldern u.a.), durch die 
Werte der unabhängigen physikalischen Größen charakterisiert, die gleichzeitig 
bestimmte Werte haben können. Mit anderen Worten: In der Quantenmechanik 
wird der Zustand eines Systems durch die Werte der unabhängigen physikalischen 
Größen festgelegt, deren Operatoren miteinander vertauschbar sind. 

Der Zustand eines freien Teilchens kann in verschiedener Weise festgelegt 
werden. Die einfachsten Beschreibungen sınd: 

a) die Angabe der drei Impulskomponenten p,, Py; Pz; in diesem Zustand hat 
auch die Energie des Systems einen bestimmten Wert; dieser hängt aber vom 
Impuls ab, weil E = p?/2u ıst; 

b) die Angabe der Energie des Teilchens, des Quadrates des Drehimpulses und 
der Projektion des Drehimpulses auf eine gewisse Richtung (s. $ 35). 

Die Zahl der unabhängigen physikalischen Größen, die in der Quantenmechanik 
den Zustand eines Systems festlegen, heißt die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. 
Im allgemeinen wird die Zahl der Freiheitsgrade von Quantenobjekten experimen- 
tell bestimmt. In einigen quantenmechanischen Systemen stimmt sie mit der Zahl 
der Freiheitsgrade des entsprechenden klassischen Systems überein. 

Sind die Werte aller unabhängigen physikalischen Größen, die in einem ge- 
gebenen Zustand einen bestimmten Wert haben, bekannt, so muß die Wellen- 
funktion dieses Zustandes eine Eigenfunktion aller Operatoren für diese physi- 
kalischen Größen sein. Wird zum Beispiel einem Teilchen in einem Beschleuniger 
der Impuls p erteilt, dann wird der Zustand dieses Teilchens in freier Bewegung 
durch eine ebene Welle 


Yp(r) = (2rh)": exp (i =) 


34 I. Grundbegriffe der Quantenmechanik 


beschrieben, weil die Funktion vlt) die Eigenfunktion des Impulsoperators 
zum Eigenwert p ist. Haben wir festgestellt, daß ein Teilchen in einem gewissen 


Zustand den Drehimpuls L=h yıd + 1) und die Projektion des Drehimpulses 
L, = hm hat, so wird die Abhängigkeit der Wellenfunktion von den Winkeln 
6 und @ durch die Kugelfunktion Y,m(9, 9) gegeben; die r-Abhängigkeit wird 
durch den Wert der Energie in diesem Zustand bestimmt. In Kapitel VI werden 
wir konkrete Beispiele für die Bestimmung solcher Wellenfunktionen kennen- 
lernen. 

Es sei bemerkt, daß Zustände yy- mit bestimmten Werten (F”) der physika- 
lischen Größe F, deren Operator ein kontinuierliches Spektrum hat, nicht exakt 
realisiert werden können, Praktisch kann man nur erreichen, daß sich das System 
in einem Zustand befindet, in dem die Werte. von F hinreichend nahe an F” liegen. 
Zustände mit einem streng vorgegebenen Eigenwert in einem kontinuierlichen 
Spektrum sind also eine mathematische Idealisierung. Diese Idealisierung ist sehr 
nützlich, weil sie die Rechnungen beträchtlich vereinfacht; in einigen Fällen (zum 
Beispiel ın der strengen Streutheorie) muß man aber von dieser Idealisierung ab- 
gehen oder Zusatzhypothesen heranziehen (adiabatisches Ein- und Ausschalten 
der Wechselwirkung in der Streutheorie). | 

Möglicherweise hängt der Umstand, daß die Eigenfunktionen 
von Operatoren mit einem kontinuierlichen Spektrum nicht normierbar sind 
(fIyr(Ol?dE=o), damit zusammen, daß die entsprechenden Zustände nicht 
realisiert werden können. Praktisch kann man nur Zustände realisieren, für die 
der Wert von F in einem gewissen Intervall F, F + AF liegt. Diese Zustände 
werden durch Wellenpakete vom Typ (10.7) beschrieben, die normierbar sind. 

Die Wahl der unabhängigen physikalischen Größen zur Festlegung des Zu- 
standes eines quantenmechanischen Systems hängt von den Eigenschaften des Sy- 
stems und von dessen Zustand ab. Zu jedem Satz von unabhängigen Größen 
(die zur Bestimmung des Zustandes verwendet werden) gehören eigene Wellen- 
funktionen, die von entsprechenden Veränderlichen abhängen. Als unabhängige 
Veränderliche der Wellenfunktionen kann man die Koordinaten x, y, z oder die 
Impulse p., Py, Pz oder andere Sätze von physikalischen Größen wählen. Die 
Möglichkeit, Zustände durch verschiedenartige Wellenfunktionen beschreiben zu 
können, wird in Kapitel IV behandelt. Vorläufig verwenden wir zur Beschreibung 
des Zustandes eines quantenmechanischen Systems nur Ortsfunktionen (Ortsdar- 
stellung). 

Manchmal haben entweder alle oder einige der unabhängigen physikalischen 
Größen, die zur Bestimmung eines Zustandes notwendig sind, in einem gewissen 
Zustand des quantenmechanischen Systems keine bestimmten Werte. Ein solcher 
Zustand ist zum Beispiel die freie Bewegung eines Teilchens, die durch ein 
Wellenpaket (3.2) als Wellenfunktion beschrieben wird. In diesem Zustand ist 
Pz = Py = d, aber p, hat keinen bestimmten Wert. Im allgemeinen kann man die 
Wellenfunktionen solcher Zustände als Superposition von Eigenfunktionen 
gewisser Operatoren darstellen: 


y=NanYn+[arvrdF. (12.1) 
n 


Hat der Zustand eines Systems nur drei Freiheitsgrade, so hängt die Wellen- 
funktion nur vom ÖOrstvektor r ab. In diesem Falle kann die Wellenfunktion 
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durch Messung der Wahrscheinlichkeitsdichte in jedem Raumpunkt bis auf einen 
Phasenfaktor mit dem Betrag 1 bestimmt werden. 
Auf Grund von 


haben wiır tatsächlich 
y(r) = eis yo(t), 


wobei «(r) eine beliebige reelle Funktion von rt ıst. Die durch eine Wellenfunktion 
beschriebenen Zustände eines quantenmechanischen Systems heißen reine Zu- 
stände. Sie entsprechen einer maximal vollständigen Kenntnis des quantenmechani- 
schen Systems. 

Schließlich gibt es in der Quantenmechanik auch solche Zustände, denen man 
keine Wellenfunktion zuordnen kann. Ein Beispiel hierfür sind die Zustände, die 
durch einen Satz von Zahlen ja„|? und |ar|? gegeben werden, d.h. durch die 
Wahrscheinlichkeiten der Zustände mit bestimmten Werten der entsprechenden 
physikalischen Größen F. In diesem Falle kann man keine Funktion y vom Typ 
(12.1) konstruieren, weil die Kenntnis der Betragsquadrate der Koeffizienten 
An und ap nicht die Phasenbeziehungen zwischen den verschiedenen Eigen- 
funktionen y,„ enthält, die zur Bestimmung der Funktionen (12.1) wesentlich 
sind. Zustände, denen man keine Wellenfunktion zuordnen kann, bezeichnet man 
als gemischte Zustände. In $ 14 werden wir Verfahren zur Behandlung von ge- 
mischten Zuständen kennenlernen, die auf der Einführung der Dichtematriz be- 
ruhen. Mit Hilfe der Dichtematrix kann man die Mittelwerte und die Wahrschein- 
lichkeiten für die verschiedenen Werte der physikalischen Größen berechnen, die 
das System charakterisieren. In diesem Buch werden wir uns hauptsächlich mit 
reinen Zuständen befassen, d.h. mit Zuständen, die durch Wellenfunktionen 
beschrieben werden; deshalb werden wir diese einfach als Zustände eines Systems 
bezeichnen. 

Die Zustände quantenmechanischer Systeme werden also durch bestimmte 
äußere Bedingungen festgelegt, die von makroskopischen Parametern abhängen 
(äußere Felder). Zum Beispiel wird der Zustand eines freien Elektrons mit einem 
bestimmten Impuls ın einem Vakuumrohr durch vorhergehende Beschleunigung 
ın einem elektrischen Feld realisiert. Zu jedem Zustand eines Systems gehört 
eine Wellenfunktion. Die Gestalt der Wellenfunktion hängt von den Größen ab, 
die in dem betreffenden Zustand bestimmte Werte haben. Die Wellenfunktion 
bestimmt die möglichen Ergebnisse der verschiedenen Wechselwirkungen des 
Systems, das sich in einem solchen fixierten Zustand mit anderen Körpern be- 
findet. Die Messung einer physikalischen Größe in dem System ist eine solche 
Wechselwirkung. 

Erhalten wir bei wiederholter Messung der Größe F in einem System, das vor 
jeder neuen Messung wieder in den Ausgangszustand zurück gebracht wird, einen 
einzigen Wert, so sagen wir, daß die betreffende physikalische Größe ım Zustand 
vor der Messung einen scharfen Wert hatte. Ergibt sich bei wiederholten Mes- 
sungen unter denselben Bedingungen und mit demselben Anfangszustand ein 
ganzer Satz verschiedener Werte für eine physikalische Größe, dann deutet das 
darauf hin, daß diese physikalische Größe in diesem Zustand keinen bestimmten 
Wert hat. Aus der Wellenfunktion eines solchen Zustandes kann man die Wahr- 
scheinlichkeit der Meßergebnisse berechnen. 


4 Dawydow, Quantenmechanik 
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Die Aussagen der Quantenmechanik werden also geprüft, indem man eine 
Messung unter denselben Bedingungen mehrfach wiederholt. DieQuantenmechanik, 
die die objektiven Gesetzmäßigkeiten eines einzelnen Systems unter bestimmten 
makroskopischen Verhältnissen wiedergibt, liefert demzufolge Aussagen, die durch 
viele identische Versuche oder durch ein Experiment an einer großen Gesamtheit 
gleichartiger, nicht wechselwirkender Systeme geprüft werden. 


$ 13. Die Unsehärferelationen für physikalische Größen 


In $ 11 haben wir festgestellt, daß zwei physikalische Größen in einem Zustand 
nicht gleichzeitig scharfe Werte haben können, wenn ihre Operatoren nicht mit- 
einander kommutieren. Jetzt werden wir zeigen, daß man aus den Vertauschungs- 
relationen zweier nichtkommutierender Operatoren eine Ungleichung herleiten 
kann, der die mittleren quadratischen Abweichungen dieser Größen von ihren 
Mittelwerten genügen müssen. 

K und F seien zwei selbstadjungierte Operatoren, die der Vertauschungs- 
relation | 


[K, F|= iM (13.4) 


genügen; M ıst ebenfalls ein selbstadjungierter Operator. Im SpezialfallXK = x 
und F = p, ist der Operator M gleich der Konstanten Ah (8 7). 

Die diesen Operatoren entsprechenden physikalischen Größen haben in einem 
beliebigen Zustand % die Mittelwerte 


<Ky=[y*Kydr, <Fy=[y*Fydr. 
Wiır führen jetzt die Operatoren 
AK=K-<K), AF=F-<Fy (13.2) 


ein. Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (13.1) überzeugen wir uns davon, daß 
die neuen Operatoren (13.2) derselben Vertauschungsregel genügen, d. h., 


FAR, AF]= iM. (13.3) 


Weiter betrachten wir das Hilfsintegral, das von dem willkürlichen reellen 
Parameter & abhängt: 


I(&)= [I(« AK- iAF)yl?dr>0. (13.4) 


Da die Operatoren AK und AF selbstadjungiert sind, können wir dieses Integral 
in die Gestalt 
I(&)=[y*(aAK+ ıAF) (« AK- ıAF)\ydr>0 


bringen. Wir multiplizieren die Klammern im Integranden aus und wenden die 
Vertauschungsregel (13.3) an; so gelangen wir zu 


(«AK + iAF) («AK iAF) = o2(AK)?+ aM + (AF)2. 
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Jetzt benutzen wir die Definition der Mittelwerte und formen das Integral um: 


My 12 x M2 
saamı| + (AMD amp 20. (185) 


Soll die Ungleichung (13.5) für beliebige Werte des Parameters & erfüllt sein, so 
muß die Ungleichung 


I(&)= <(AK)2 E n 


(AP) (AR 27 «Mm (13.6) 


gelten, die man die Unschärferelation für die physikalischen Größen F und K 
nennt. 
Speziell fürK=x und F=p, erhalten wir die bekannte Heisenbergsche Un- 
schärferelation (1927) 
2 
(AP) (A) >. (13.7) 
Aus (13.7) entnehmen wir: Wenn der Impuls in einem gewissen Zustand einen 
scharfen Wert hat (<(Ap,)?> = 0), dann ist der Ort x in diesem Zustand voll- 
kommen unbestimmt (((Ax)?> = 00); wenn umgekehrt der Ort genau bestimmt 
ist, dann ist der Impuls völlig unbestimmt. Es gibt auch Zustände, in denen beide 
Größen nicht scharf sind (Wellenpaket); die Unschärfen in den Werten für diese 
Größen sind dann durch die Ungleichung (13.7) miteinander verknüpft (s. zum 
Beispiel (3.4)). | 
Die Unschärferelation (13.7) wird häufig zur Abschätzung des Mittelwertes 
der kinetischen Energie eines Teilchens benutzt, das sich in einem gewissen end- 
lichen Volumen bewegt. In diesem Falle kann man (2) = (p) = (0 setzen, und 
es sind <(Ar)?y = (x?) und <(Ap)?> = <p?)>. Wenn a die lineare Ausdehnung des 
Volumens ist, haben wir “ 


pr KR 
E in/ = nm . . 
kin? 2m 8ma? a 
Für K=ound F=L,= — ih ist [9, L,| =ih, und die Ungleichung 
p 


(13.6) erhält die Gestalt 
#2 
4 9 
d. h., die Unschärfe in der Winkelangabe für ein Teilchen ist mit der Unschärfe 
in der Projektion des Drehimpulses senkrecht zu der Ebene, in der der Winkel 
gezählt wird, verknüpft. 

Kennt man die Vertauschungsregeln für die Operatoren zweier beliebiger physi- 
kalischer Größen, so kann man mit Hilfe von (13.6) die entsprechenden Unschärfe- 
relationen für diese Größen berechnen. 

Die Ungleichung (13:6) muß für zwei Größen, deren Operatoren nicht mitein- 
ander vertauschbar sind, in jedem beliebigen Zustand erfüllt sein. Wir wollen 
jetzt diejenigen Zustände bestimmen, für die in dieser Ungleichung das Gleich- 
heitszeichen gilt. Wir setzen ın (13.4) 


<(Ap)?) «(AL > 


2. <My 
2 <(AK)?y 


x = 


4* 


38 I. Grundbegriffe der Quantenmechanik 


und erhalten unter Beachtung von (13.5) 


u | u 2 <M>? 
fı RI + iAR)y de= (Ad 72 (189) 


Aus (13.9) folgt, daß das Gleichheitszeichen in (13.6) für die Zustände y gilt, die 
die Gleichung 
(M>AK 
m — AF\y=0 13.10 
(aan Ha) v an 
befriedigen. 

Wir wollen uns jetzt die explizite Gestalt dieser Gleichung für den Fall des 
Ortes x und der Impulsprojektion p, ansehen. Wir verschieben die Bezugspunkte 
für die Bestimmung des Ortes und des Impulses so, daß <z) = (p,> = 0 gilt, 
und bekommen 


AK=a, Ar=p,= ihr, M=h. 


Die Gleichung (13.10) geht demnach in die Differentialgleichung 


| Ei — = 
a5" 


über. Diese hat die einfache Lösung 


er (5) (13.11) 


In den Zuständen, die durch die Funktion (13.11) beschrieben werden, geht also 
die Ungleichung (13.7) in eine Gleichung über: 


2 


Er) (pr = . 


In der klassischen Physik wird angenommen, daß ein Teilchen in jedem be- 
liebigen Zustand und zu jedem gegebenen Zeitpunkt bestimmte Werte für den 
Ort x und den Impuls p, hat. Wir sehen, daß diese Feststellung in der Quanten- 
mechanik nicht richtig ist. Die klassischen Begriffe von Ort und Impuls lassen 
sich auf die Objekte der Mikrowelt nur beschränkt anwenden. Die Unschärfe- 
relation (13.7) gibt die Grenzen für die Anwendbarkeit dieser Begriffe an. Die in 
der klassischen Physik verwendete Definition des Impulses 


u dr 
Ne 


kann für atomare Objekte nicht benutzt werden. Der Begriff des Impulses bezieht 
sich ın der Quantenmechanik auf den ganzen Bewegungszustand des Teilchens. Der 
Impuls eines Teilchens ist deshalb keine Ortsfunktion. Mit Hilfe der Quanten- 
mechanik können wir den Mittelwert des Impulses in einem beliebigen Bewegungs- 
zustand oder die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Impulswertes in einem ge- 
gebenen Bewegungszustand ausrechnen. Die Ermittlung des Impulses in quanten- 
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mechanischen Systemen geschieht durch Messung der kinetischen Energie eines 
Teilchens oder durch Ausmessen des Beugungsbildes, das beim Durchgang eines 
Teilchenstromes durch periodische Strukturen entsteht. 

In der Quantenmechanik erfährt also der in der klassischen Physik verwendete 
Begriff des Impulses in einem bestimmten Raumpunkt ebenso eine Einschränkung 
wie der Begriff der Frequenz eines periodischen Vorganges in einem gegebenen 
Zeitpunkt. 

Da die Konstante A sehr klein ist, ist die Unschärferelation (13.7) nur für 
Mikrosysteme wesentlich. In Kapitel III werden wir.sehen, daß sich die quanten- 
mechanische Beschreibung unter gewissen Bedingungen (quasiklassische Nähe- 
rung) relativ wenig von der klassischen unterscheidet und daß man näherungs- 
weise vom Impuls als Ortsfunktion sprechen kann. 

In der klassischen Physik bezeichnet man x und p. als kanonisch konjugıerte 
Größen. Die quantenmechanischen Operatoren zu kanonisch konjugierten Größen 
der klassischen Mechanik kommutieren nicht miteinander. Nach N. Bour bildet 
jede physikalische Größe zusammen mit der zugehörigen kanonisch konjugierten 
Größe ein Paar komplementärer Größen (zum Beispiel x und p,, p und L,, Eund!). 
In jedem beliebigen Zustand eines quantenmechanischen Systems kann jeweils 
nur eine Größe eines solchen Paares einen scharfen Wert haben, oder beide haben 
keine scharfen Werte. Daher sagt man, die Beschreibung eines Zustandes in der 
Quantenmechanik zerfalle in zwei einander ausschließende Klassen; diese sind 
in dem Sinne zueinander komplementär, daß sie zusammen nach der klassischen 
Auffassung eine vollständige Beschreibung des Zustandes des Systems ergeben 
könnten (Bohrsches Komplementaritätsprinzip (1928)). 

Manche Physiker setzen das Komplementaritätsprinzip mit seinen idealistischen 
Deutungen gleich. Nach der idealistischen Konzeption drückt das Komplementari- 
tätsprinzip keine objektiven Eigenschaften der Mikrosysteme aus, sondern wird 
durch die Verhältnisse bei der Messung bestimmt. Die Überschätzung der Rolle 
des Meßgerätes führte soweit, daß behauptet wurde, ohne Gerät gäbe es auch kein 
Objekt. Natürlich zerstört die Messung physikalischer Größen in einem bestimmten 
Zustand diesen Zustand. Alle Erscheinungen in der Natur sind miteinander ver- 
knüpft. Das Meßergebnis hängt sowohl von den Eigenschaften des Meßgerätes 
als auch von den Eigenschaften des zu messenden Objektes ab. Indem wir aber 
ein quantenmechanisches System (Objekt) mit verschiedenen Geräten unter- 
suchen, können wir die Eigenschaften des Objektes selbst immer vollkommener 
studieren und diese Eigenschaften für praktische Zwecke ausnutzen. Der mathe- 
matische Apparat der Quantenmechanik gibt die realen Eigenschaften der Mikro- 
objekte wieder, die in deren Wechselwirkungen untereinander und mit makro- 
skopischen Systemen in Erscheinung treten. 


? 
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Einem System in einem gemischten Zustand kann man, wie wir schon wissen, 
keine Wellenfunktion zuordnen. Von einem solchen Zustand erwarten wir, daß 
er nicht durch die maximal mögliche Zahl unabhängiger physikalischer Größen 
gegeben ist, deren Kenntnis zur vollständigen Beschreibung mit einer Wellen- 
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funktion notwendig ist. Zum Beispiel ist der Zustand eines unpolarisierten Photo- 
nenstrahls ein gemischter Zustand, dem man keine Wellenfunktion zuordnen 
kann. 

Man kann einen gemischten Zustand als ein inkohärentes Gemisch reiner Zu- 
stände Y{® mit dem statistischen Gewicht W(:) auffassen. Hier ist W(r) eine reelle 
positive Zahl, die der Bedingung & W(:i) = 1 genügt. Mit der Bezeichnung ‚‚inko- 
härentes Gemisch‘ soll ausgedrückt werden, daß bei der Berechnung des Mittel- 
wertes (L) einer beliebigen physikalischen Größe L in einem gemischten Zustand 
die Wahrscheinlichkeiten für die verschiedenen Werte dieser Größen ın den 
reinen Zuständen „»@) bestimmt, d.h. 


LOy = [yrOLy®dr (14.4) 


berechnet werden muß, und die erhaltenen Größen mit dem statistischen Gewicht 
W(i) zu mitteln sind; es ist dann 


>= Wii) <LBy. (14.2) 


Wir betrachten jetzt dıe reinen Zustände, die durch endlich viele Eigenfunk- 
tionen eines Operators gegeben werden. Zum Beispiel wird die Polarisation des 
Lichtes durch die beiden Polarisationszustände |, und ya beschrieben, die zwei 
aufeinander senkrechten linearen Polarisationen oder zwei zirkularen Polari- 
sationen entsprechen. Die Zustände mit einer bestimmten Projektion des Dreh- 
ımpulses £& auf die z-Achse werden durch 22 + 1 verschiedene Funktionen %,„ 
wiedergegeben, die zu verschiedenen Werten L, = hm gehören. 

In diesen Fällen wird ein beliebiger reiner Zustand y® durch die lineare Super- 


position 
ya Yady, (14.3) 


n 


wiedergegeben. Wir setzen (14.3) in (14.1) ein und überzeugen uns, daß der 
Mittelwert der Größe L zu dem Operator L in diesem Zustand nach der Regel 


De yL.a ar (14.4) 


nn’ 


gefunden wird, wobei (s. $ 28 und Anhang () 
Lan = [YkLy„.dr (14.5) 


ist. Das sind die Matrixelemente, die durch die Eigenfunktionen 9, und den 
Operator L bestimmt werden, die aber nicht von den Zuständen y® abhängen. 
Jetzt erhalten wir mit Hilfe von (14.2) 


L>= N W() N Lad ai. (14.6) 


Ferner führen wır dıe Matrix mit den Matrixelementen 


nn 2 Wan” a) (14.7) 


I 
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ein. Unter Beachtung der Multiplikationsregel für Matrizen kann man dann die 
Gleichung (14.6) in der Form 


<L) =. Due Onen = (Lo)an, 


nm 
oder noch kürzer 


<L> = Sp(Le) = Sp(eL) (14.8) 


schreiben. Das Symbol ‚Sp‘ (Spur) bedeutet die Summe der Diagonalelemente 
der Matrix, die durch die Multiplikation der Matrix L mit den Matrixelementen 
(14.5). und der Matrix e mit den Elementen (14.7) entsteht. e ist eine quadratische 
Matrix; sie wird gewöhnlich als Dichtematrix bezeichnet und beschreibt den 
betreffenden gemischten Zustand. Die Dichtematrix ist in Arbeiten von LAnDAuU 
[2] und von Neumann [3] eingeführt worden. 

Wir gelangen somit zu dem Schluß, daß man den Mittelwert einer beliebigen, 
für das System charakteristischen physikalischen Größe (zum Beispiel den Polari- 
sationszustand) berechnen kann, wenn man die Dichtematrix E kennt. Ein ge- 
mischter Zustand kann demnach durch die Dichtematrix e beschrieben werden. 

Die Gleichung (14.8) kann man als die Definition der Dichtematrix ansehen. 
Auf Grund dieser Gleichung kann man durch die Messung der Mittelwerte einiger 
physikalischer Größen in einem gemischten Zustand die Dichtematrix für den 
betreffenden Zustand finden, d. h., man kann alle (im allgemeinen komplexen) 
Elemente dieser Matrix bestimmen. Die Zahl der Zeilen und Spalten der Dichte- 
matrix entspricht der Zahl der unabhängigen Zustände, die zur Beschreibung 
des reinen Zustandes in (14.3) verwendet werden. Diese Zahl kann in gewissen 
Fällen auch unendlich sein (s. u.). Die Polarisation von Photonen, Protonen und 
Neutronen wird durch zwei Funktionen charakterisiert, folglich ist N = 2. 

Eine komplexe quadratische Matrix mit N Zeilen hat N? komplexe Elemente. 
Aber nicht alle diese Elemente sind voneinander unabhängig. Da die Mittelwerte 
(14.8) reell sein müssen, ist die Dichtematrix hermitesch: 


Onn ! (14.9) 


Ferner finden wir aus der Bedingung, daß der Einheitsoperator den Mittelwert 1 
haben soll, die Normierungsvorschrift für die Dichtematrix:. 


Spe=1. (14.10) 


Diese Beziehung ergibt sich aus (14.8), wenn wir beachten, daß für L=1 die 
Matrix Lan = Önn ist. Den physikalischen Sinn der Normierungsvorschrift für 
die Dichtematrix kann man folgendermaßen erklären. Ein Diagonalelement der 
Dichtematrix 


Onn = Zwe Jay" > 0 


gibt die Wahrscheinlichkeit an, das System in dem durch die Funktion 9, be- 
schriebenen Zustand anzutreffen. Daher ist die Spur Spe = 2. Onn = — 1 die Ge- 


samtwahrscheinlichkeit, das System in einem Belchısen Zustand Y„ zu finden. 

Die Beziehung (14.9) reduziert die N? komplexen Elemente auf N? unabhängige 
reelle Parameter. Die Bedingung (14.10) verringert die Zahl der unabhängigen 
reellen Parameter auf N? — 1. 
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Sind also in einem quantenmechanischen System N unabhängige reine Zustände 
möglich, dann reduziert sich die Bestimmung eines beliebigen gemischten Zu- 
standes auf die Messung von N? — 1 unabhängigen Größen, die die Dichtematrix 
für diesen Zustand vollständig festlegen. Zum Beispiel wird die Polarisation von 
Neutronen (N =2) durch den Polarisationsvektor P (drei unabhängige Parameter) 
völlig bestimmt (s. $ 110). 

Bisher haben wir die Dichtematrix für Polarisationszustände oder andere Zu- 
stände behandelt, die durch endlich viele Eigenfunktionen eines ÖOperators ge- 
geben waren. Allgemein charakterisiert die Dichtematrix einen beliebigen Zu- 
stand eines Systems, das ein Teil eines größeren Systems ist. 

Wir haben schon früher darauf hingewiesen, daß der Begriff eines isolierten 
Systems wegen des wechselseitigen Zusammenhanges der physikalischen Er- 
scheinungen eine Idealisierung ist. Alle realen Systeme sind Teile größerer Systeme, 
und ihre Zustände werden durch eine Dichtematrix beschrieben. Wir wollen das 
an einem sehr einfachen Beispiel demonstrieren: an einem isolierten System aus 
zwei Teilsystemen x und £. Das ganze System ist isoliert, sein Zustand wird durch 
die Wellenfunktion y(&,x) beschrieben. Wechselwirken die Teilsysteme mit- 
einander, so kann man diese Funktion nicht als Produkt zweier Funktionen 
schreiben, von denen eine nur von x und die andere nur von & abhängt. Die 
Funktionen 9,(z) zum Beispiel sollen ein vollständiges orthonormiertes System 
der Eigenfunktionen eines Operators S, bilden, der auf die Koordinaten des 
Teilsystems x wirkt, dann ist 


v(e52)= 2 dp). (14.14) 


Im allgemeinen enthält diese Summe mehr als einen Summanden, deshalb kann 
der Zustand des Teilsystems nicht durch eine Wellenfunktion beschrieben werden, 
die nur von den Koordinaten dieses Teilsystems abhängt. 

Ist L eine physikalische Größe im Teilsystem x, so wirkt der zugehörige Operator 
L, nur auf die Veränderlichen x. Nach der allgemeinen Vorschrift (7.1) ist der 
Mittelwert der Größe L ım Zustand (14.11) durch das Integral 


<Ly=[y*(&, 2) L,y(&, x) ded& (14.12) 
gegeben. Wir setzen (14.11) in (14.12) ein und erhalten 
D=% os lLls; (14.13) 


wo 


SL > = [PHlc) Le Ps(a)da 
die Matrixelemente des Operators L, (s-Darstellung des Operators L,; s. $ 28 und 
DEE DAHdE (14.44) 


die Matrixelemente der Dichtematrix in der s-Darstellung angibt. 

Die Formel (14.13) stimmt mit (14.8) überein. Die Hermitezität der Dichte- 
matrix 0,, = 0*, folgt unmittelbar aus der Definition (14.14). Hat der Operator 
S, ein kontinuierliches Eigenwertspektrum, so muß man die Summen in (14.11) 
und (14.13) durch Integrale ersetzen. In diesem Falle wird die Dichtematrix 
(14.14) eine stetige Funktion von s und s’, d. h., es ist 0, = ol(ss‘). 


$ 1A*. Beschreibung von Zuständen durch die Dichtematrix A) 


Um die Dichtematrix als Funktion der Koordinaten des Teilsystems x (Koordi- 
natendarstellung, s. $ 28) zu erhalten, bringen wir (14.12) in die Gestalt 


(L} = [o(x2’) <a|L,|2> dede’, 
wobei 


o(z2’) = [y*(a’, &) plz, &) dE (14.15) 
die Matrixelemente der Dichtematrix in der Koordinatendarstellung sind; 
<a’ | L,|2> = L,d(&’ — &) 


sind die Matrixelemente des Operators L, in der Koordinatendarstellung (s. $ 28). 

Ferner setzen wir (14.11) in (14.15) ein und berücksichtigen (14.14); so be- 
kommen wir den folgenden Ausdruck für die Dichtematrix, die den Zustand eines 
kleinen Teiles eines größeren —_ charakterisiert: 


2 Os Pre) Psl®): (14.16) 


Eine sehr wichtige Anwendung stellt die Dichtematrix eines kleinen Systems 
dar, das sich mit der Umgebung (mit dem großen System) im thermodynamischen 
Gleichgewicht auf der Temperatur © (in Energieeinheiten) befindet. In diesem 
Falle kann man mit Hilfe der Dichtematrix oder des statistischen Operators die 
Mittelwerte beliebiger physikalischer Größen für eine Gibbssche Gesamtheit aus- 
rechnen. 

Eine Gibbssche Gesamtheit ist ein System aus vielen identischen dynamischen 
Systemen, die nicht miteinander wechselwirken und die sich in den verschiedenen 
(Juantenzuständen 9, befinden können. 9, seien die Eigenfunktionen des Hamilton- 
ÖOperators für das Teilsystem, d. h., (H({x) — E,) ps(z) = 0. Nach der statistischen 
Mechanik wird der Zustand des Teilsystems durch eine inkohärente Überlagerung 
der den Energien FE, entsprechenden Zustände mit einem Gewicht proportional 
zum Boltzmann-Faktor 


20) cp (- 5) 


dargestellt. Im statistischen Gleichgewicht ist der Operator E,’ demnach durch 
die Gibbssche kanonische Verteilung 
E 
Os = 8, Z (0) exp (- 5) (14.17) 
gegeben. Gemäß (14.17) und (14.16) erhalten wir für die Dichtematrix für eine 
Gibbssche Gesamtheit die Formel 


’ _ Es ’ 
elaa’) = 20) Sexp ( - 5.) PX(a)p.@) (14.18) 
oder-in OÖperatorschreibweise | 
oe = Z1(0) exp (- o) ; (14.19) 


wobeı die Größe 


=: (-2) = Sp jexp (-3)| (14.20) 
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als Zustandssumme bezeichnet wird; die Normierungsbedingung für die Dichte- 
matrix 


Spe=1 (14.21) 

ist erfüllt. Durch Einführen von f= — O In Z(0) kann man (14.19) in die Gestalt 
F-H 

@= exp r) (14.22) 


bringen. Die Dichtematrix (14.19) spielt eine ähnliche Rolle wie die Verteilungs- 
funktion in der statistischen Physik. 

Wird der Zustand eines Systems außer durch die Gesamtenergie noch durch die 
anderen Integrale der Bewegung charakterisiert (Drehimpuls, Impuls, Teilchen- 
zahl usw.), denen die Operatoren I, entsprechen, dann muß (14.22) durch den 


Ausdruck 
10) ni H + Y arlIr 


ersetzt werden; (2 wird dabei aus der Normierungsvorschrift für die Dichtematrix 


(14.21) bestimmt: 
D&rIx — H 
2=— O1n Sp exp ee 


Die &, sınd Konstante, die aus den Bedingungen 


<Ix» = Sp {eIr} (14.24) 


berechnet werden. 
Es soll zum Beispiel in einem System die mittlere Teilchenzahl erhalten bleiben. 
In diesem Falle ıst 
5 — H+uN | 
e=ep gg |’ 


wobei N der Teilchenzahloperator in dem System ist (s. Kapitel XIV und XV). 


Die Größe 
—H 
2=—- O1InSp ep Fe] 


ist das thermodynamische Potential in Abhängigkeit von den Variablen © und 
a; u ıst das chemische Potential pro Teilchen und wird aus der Bedingung 


<Ny= Sp{eN! (14.25) 
berechnet. 

Die Schreibweise (14.24) und (14.25) für die Mittelwerte der Operatoren I; 
und N ın Zuständen, die durch die Dichtematrix e beschrieben werden, hat 
folgenden Vorteil. Sie erlaubt, mit einem beliebigen Satz orthonormierter Wellen- 
funktionen zu rechnen, weil die Summe der Diagonalelemente einer Matrix nicht 
von der Wahl des Funktionensystems abhängt, für das die Matrixelemente defi- 
niert sind. 

Der Zusammenhang der Dichtematrix mit der klassischen Verteilungsfunktion 
im Phasenraum ist u. a. in Arbeiten von BLocHınzew und TErLEZkı [4] unter- 
sucht worden. 
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$ 15. Die Schrödinger-Gleichung 


Eine der Grundgleichungen der Quantenmechanik ist die Schrödinger-Gleichung. 
Sie bestimmt die zeitliche Anderung der Zustände quantenmechanischer Systeme. 
Man schreibt sie in der Form 

„oO 
ih - Hy. (15.4) 
Ol | 
H ist darin der Hamilton-Operator des Systems. Falls dieser zeitunabhängig ist, 
stimmt er mit dem Energieoperator überein. Die Gestalt des Hamilton-Öperators 
hängt von den Eigenschaften des Systems ab. Für die nichtrelativistische Be- 
wegung eines Teilchens der Masse u in dem Potentialfeld U(r) ist der Operator H 


reell und besteht aus der Summe der Operatoren für die kinetische und die poten- 
tielle Energie des Teilchens: 


h? 
PERLE ER 5; 
H In + Ur). (15.2) 


Für dıe Bewegung eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld wird der 
Hamilton-Operator komplex (s. Kapitel VII]). | 

Obwohl (15.1) eine Gleichung erster Ordnung in der Zeit ist, hat sie doch wegen 
des Auftretens der imaginären Einheit auch periodische Lösungen. Die Schrö- 
dinger-Gleichung (15.1) wird daher auch als Schrödingersche Wellengleichung be- 
zeichnet; ıhre Lösungen nennt man zeitabhängige Wellenfunktionen. Bei be- 
kannter Gestalt des Operators H kann man aus Gl. (15.1) die Wellenfunktion 
y(t) für jeden beliebigen späteren Zeitpunkt berechnen, wenn ihr Wert zu einer 
gewissen Anfangszeit bekannt ist. Die Schrödinger-Gleichung ist somit ein Aus- 
druck für das Kausalitätsprinzip in der Quantenmechanik. 

Die Schrödinger-Gleichung kann man durch folgende formale Überlegungen 
erhalten. Aus der klassischen Mechanik ist bekannt: Wenn die Energie als Funk- 
tion der Koordinaten und der Impulse gegeben ist, 


E=H(p»q); (15.3) 


dann ergibt sich die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung für die Wirkungs- 
funktion 5 


aus (15.3) durch die formale Transformation 


85 


E> en Pi 
ot as 
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Ebenso kann man die Gleichung (15.1) aus der Gleichung (15.3) erhalten, indem 
man formal 


E+ihn. PR (15.4) 


| gi 


ersetzt und dadurch von (15.3) zu einer Operatorgleichung übergeht; dazu ist 
notwendig, daß (15.3) keine Produkte aus Koordinaten und Impulsen enthält 
oder nur solche Produkte, die nach dem Übergang zu den Operatoren (15.4) mit- 
einander vertauschbar sind (s. $ 7). Nach diesem Übergang setzen wir die Ergeb- 
nisse der Anwendung der Operatoren auf die Funktion y auf der rechten und auf 
der linken Seite der entstehenden Operatorgleichung einander gleich und erhalten 
die Wellengleichung (15.1). Man darf aber diese formalen Schritte nicht als Her- 
leitung der Schrödinger-Gleichung ansehen. Die Schrödinger-Gleichung ist eine 
Verallgemeinerung der experimentellen Ergebnisse. Sie wird in der Quanten- 
mechanik nicht abgeleitet, genau wie in der Elektrodynamik die Maxwellschen 
Gleichungen und in der klassischen Mechanik das Prinzip der kleinsten Wirkung 
(oder die Newtonschen Gleichungen) nicht abgeleitet werden. 
Wie man leicht erkennt, befriedigt die Wellenfunktion 


y(t,t)= Aexp ji E-5 


B2 
die Gleichung (15.1) mt Y= — 3, Y Sie beschreibt die Bewegung eines freien 
u 


Teilchens mit einem bestimmten Impuls. Allgemein wird die Gültigkeit der 
Gleichung (15.1) dadurch bewiesen, daß alle aus ihr gezogenen Schlüsse mit der 
Erfahrung übereinstimmen. 


Wir wollen zeigen, daß aus (15.1) die wichtige Gleichung 


— *udr=0 15.5). 
ar j pFrde 0 (15.5) 
folgt; diese drückt die Erhaltung der Normierung einer Wellenfunktion im Laufe 
der Zeit aus. Wir multiplizieren (15.1) von links mit der Funktion »* und die zu 
(15.1) konjugiert komplexe Gleichung mit der Funktion y. Die zweite so ent- 
stehende Gleichung subtrahieren wir von der ersten und bekommen 


ih (yry)= y*Hy— yH*y*. (15.6) 


Diese Beziehung integrieren wir über den ganzen Variabilitätsbereich der Ver- 
änderlichen und nutzen dabei aus, daß der Operator H selbstadjungiert ist; so 
erhalten wir (15.5). 

In die Beziehung (15.6) setzen wir den expliziten Ausdruck für den Hamilton- 
Operator (15.2) für die Bewegung eines Teilchens in einem Potentialfeld ein. 5o 
ergibt sich die Differentialgleichung (Kontinuitätsgleichung) 


rn + divij=0. (15.7) 


$ 16. Stationäre Zustände AT 
Hier ist eo = y*y die Wahrscheinlichkeitsdichte, und den Vektor 
j y* Vy* 15. 
NUR (15.8) 
kann man als Vektor der Wahrscheinlichkeitsstromdichte bezeichnen. 
Eine komplexe Wellenfunktion y kann man immer in der Gestalt 


y(t,t)= Rlt, t) exp {id(t, t)} 


darstellen, wobei A(t,t) und Ö(t,t) reelle Funktionen der Zeit ünd des Ortes 
sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte 


oe = R’(t, t) 
und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte 


= r R?(t, t) grad ®= o grad *) (15.9) 
u 


Aus (15.9) folgt j = 0 für alle Funktionen Y, für die die Funktion P nicht vom Ort 
abhängt. Insbesondere gilt j = 0 für alle reellen Funktionen y. 

Neben der zeitlichen Änderung der Wellenfunktion y infolge der Zustands- 
änderung unter dem Einfluß der auf das System wirkenden Kräfte, die ein- 
deutig durch die Schrödinger-Gleichung (15.1) bestimmt wird, behandelt man 
ın der Quantenmechanik noch „Änderungen“ der Wellenfunktion intolge eines 
Meßprozesses. In diesem Falle handelt es sich eigentlich nicht um eine Änderung 
der Wellenfunktion, sondern es wird eine Wellenfunktion durch eine andere 
ersetzt, weil die Aufgabenstellung geändert wird — es ändern sich die Anfangs- 
bedingungen. Wir wollen das an einem Beispiel erläutern. Nehmen wir an, der 
Zustand eines Systems werde durch die Funktion yr beschrieben und die physika- 
lische Größe F habe in diesem Zustand einen bestimmten Wert. Bei einer Messung 
der physikalischen Größe F erhalten wir dann mit Bestimmtheit den Wert F. 
Nach der Messung geht das System aber in einen neuen Zustand 9 über, der vom 
Ausgangszustand verschieden ist und in dem die Größe F keinen bestimmten 
Wert hat. Zum Beispiel kann man den Impuls eines Elektrons nur in einem 
Beugungsversuch messen. Bei einer solchen Messung ruft ein Elektron auf einer 
Photoplatte (nach der Entwicklung) die Schwärzung eines kleinen Bereiches 
hervor. Infolge der Messung ist das Elektron aus dem Zustand der freien Be- 
wegung mit einem bestimmten Impuls in einen Zustand mit einem bestimmten Ort 
übergegangen. 

Den Übergang aus einem Zustand % in einen Zustand % infolge einer Messung 
bezeichnet man als ‚Reduktion eines Wellenpaketes“. Nach der Messung ergibt 
sich ein neuer Zustand, zu dem auch eine neue Funktion gehört. 


S 16. Stationäre Zustände 


Wir wollen ein System betrachten, dessen Hamilton-Operator nicht explizit 
von der Zeit abhängt: 


On, (16.1) 
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In diesem Falle hat die Schrödinger-Gleichung (15.1) eine Lösung mit separierten 
Variablen: 


y(Et)= ylE) Alt). (16.2) 
Einsetzen von (16.2) in (15.1) ergibt 


ih 0A 
& Hy(E) 

FE EEE, E ) 
A v(E) _ 


mit der Konstanten E. Aus (16.3) resultieren zwei Gleichungen: 


H yr(&)= Eys(?), (16.4) 
ih ns — EA(t). (16.5) 


(16.4) ist die Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte des Hamilton-Operators, 
der unter der Bedingung (16.1) der Energieoperator ist. Die Wellenfunktionen 
Yr(E) gehören zu Zuständen des Systems, in denen die Energie scharfe Werte hat. 
Die Lösung der Gleichung (16.5) kann explizit angegeben werden: 


Als (-i8 +) | (16.6) 


Zustände mit scharfen Energiewerten bezeichnet man in der Quantenmechanik 
als stationäre Zustände. Nach (16.2), (16.4) und (16.6) haben die Wellenfunktionen 
für stationäre Zustände die Gestalt 


y(&,t)= vrlE) exp (125). (16.7) 


Da die Schrödinger-Gleichung (15.1) eine lineare Gleichung ist, kann man ihre 
allgemeine Lösung für Operatoren H mit einem diskreten Spektrum in der Ge- 
stalt | 

Ba 


y(E, t) = 2, Cn vn(E) e . 


darstellen. Hat der Operator H ein kontinuierliches Eigenwertspektrum, so ist 


a 
y(5t)= fex ve(d)e *dE. 


Die stationären Zustände in der Quantenmechanik haben einige Besonder- 
heiten: 

a.) Die Zeitabhängigkeit (16.7) der Wellenfunktionen stationärer Zustände wird 
eindeutig durch die Energie in diesem Zustand bestimmt. 

b) Für stationäre Zustände sind die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Wahr- 
scheinlichkeitsstromdichte zeitunabhängig. 
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c) Der Mittelwert einer beliebigen physikalischen Größe, deren Operator nicht 
explizit von der Zeit abhängt, ist in stationären Zuständen konstant: 


(F>= IKuG I) Fy(&,t) dE= const. 


Physikalische Größen können in stationären Zuständen scharfe Werte haben, 
wenn die entsprechenden Operatoren mit H vertauschbar sınd. 

d) Die Wahrscheinlichkeit, für irgendeine physikalische Größe in einem statio- 
nären Zustand einen bestimmten Wert zu finden, ist zeitunabhängig. Die Wahr- 
scheinlichkeit, für die physikalische Größe F ım Zustand y(£,t) den Wert FF, zu 
finden, ist durch das Betragsquadrat des Koeffizienten in der Entwicklung von % 
nach den Eigenfunktionen y, gegeben. Folglich ist 


W(Fr) = larl?= | [p(E, t) yE(E) dEl?= const. 


8 17. Zeitliche Änderung der Mittelwerte physikalischer Größen 


Im vorigen Paragraphen ist festgestellt worden, daß die Mittelwerte physika- 
lischer Größen in stationären Zuständen zeitunabhängig sind. Wir wollen sehen, 
wie sich die Mittelwerte in beliebigen Zuständen ändern. 

Per definitionem ist 


{Py= f Yv*FwdE£. 


Demzufolge haben wır 


d<RF Ör. öy* ö 
N rar very has (17.4) 


dt Öt Öt 
Für die Ableitungen setzen wir deren Werte nach der Schrödinger-Gleichung 


YA Oy* 1 
ET 7 | ns Br rk 
a a Fa. 


ein und formen (17.1) unter Ausnutzung der Hermitezität des Operators H ın 


In f tn [F, une de 17.2) 


di ot ıh 


um, wobei [F,H] = FH — HF ist. 
Weiter führen wir durch die Definition 


Se f ya (17.3) 


di 
den Operator dF/dt ein. Aus (17.2) erhalten wır dann die Operatorgleichung 


dFE ör 1 
Sr nes], I. 
ra en) 
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Dieser Gleichung entnehmen wir: Wenn der Operator F nicht explizit von der 
Zeit abhängt und mit dem Hamilton-Operator vertauschbar ist, dann ändert sich 
der Mittelwert der physikalischen Größe F in einem beliebigen Zustand zeitlich 
nicht. Eine solche Größe nennt man ein Integral der quantenmechanischen Be- 
wegungsgleichungen. 

Wır wenden die oben erhaltenen Beziehungen auf Ort und Impuls an. Der 
Einfachheit halber betrachten wir eine eindimensionale Bewegung längs der 
x-Achse. Der Impuls p, = p und der Ort x hängen nicht explizit von der Zeit ab. 
Die Ableitungen der Operatoren für diese Größen sind nach (17.4) 


dp 1 de 1 
es eo 17. 
ne 4) 


Wir nehmen an, daß der Zustand des Teilchens durch den Hamilton-Operator 


h2 82 
2u 0x? 


+ U(«) 


bestimmt wird und erhalten aus (17.4) die Operatorgleichungen 


d Ö d 
Bu... San (17.6) 
di Or dt u 
Von den beiden Seiten der zweiten Gleichung bilden wir die Zeitableitungen. 

Danach verwenden wir die erste Gleichung und finden 


de AU 
ar Teer 


Aus dieser Operatorgleichung folgt für die Mittelwerte die Gleichung 


d? ou 
un | vravda- Se vde. (17.7) 


Ist die Wellenfunktion y(x) nur in einem kleinen Intervall um & = (x) von Null 
verschieden, dann kann man (17.7) vereinfachen. Wir führen durch die Be- 
ziehung 2 —=% + £ die neue Variable £ ein und entwickeln die Ableitung dU/dx 
in eine Reihe: 


Er .., (17.8) 


Dabei haben wir die Bezeichnungen au, = 


0% 
Nach Einsetzen von (17.8) in (17.7) ergibt sich 


usw. verwendet. 


H—— = - ——-— (Az)? +. (17.9) 
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Falls die Bedingung 


>| | ((Aa)2 (17.10) 


| OU(z) 
Ör 


1. | 33U(8) 


erfüllt ist, reduziert sich (17.8) auf die klassische Newtonsche Gleichung für die 
Bewegung des Mittelpunktes des Wellenpaketes, wenn man annimmt, daß dort 
die ganze Masse des Teilchens konzentriert ist. Die Ungleichung (17.10) ist um so 
besser erfüllt, je glatter die Änderung des Potentials bei einer Änderung von x 
und je kleiner die räumliche Ausdehnung des Wellenpaketes ist. Kleine Werte 
von <(Ax)?> bedeuten wegen der Unschärferelation eine große Impulsunschärfe, 
d. h. eine wesentliche Verletzung der klassischen Begriffe ‚Impuls‘ und 
„kinetische Energie‘ des Teilchens. Damit man die klassischen Vorstellungen 
von der Bewegung eines Teilchens näherungsweise verwenden kann, muß neben 
der Ungleichung (17.10) noch die Gleichung 


FEN 2 (AP), <p>? 


ml 17.11) 
NV 7” 2m 
erfüllt sein. (17.11) ist erfüllt, wenn die Ungleichung 
(p2° _ <(AP) h? 
u? Yu EnclAa)d oo 


gilt. Die Ungleichungen (17.10) und (17.12) können gleichzeitig erfüllt werden, 
wenn sich Teilchen mit großen Impulsen in stetigen äußeren Feldern bewegen. 

Aus der Gleichung (17.4) kann man einen sehr wichtigen allgemeinen Zusammen- 
hang zwischen den Mittelwerten der kinetischen und der potentiellen Energie 
eines Teilchens finden, das sich in einem endlichen Volumen bewegt. Für eine 
Bewegung in einem endlichen Volumen muß die Zeitableitung des Mittelwertes 
für das Skalarprodukt (rp) gleich Null sein: 


d 
- =. 0; 17.13 
ee) = 0 (17.13) 
Es sei H = p?/2m + V(r); dann gilt nach (17.4) die Operatorgleichung 
(pP), HI=2T- (fgradV), 


wo T = P?/2m der Operator für die kinetische Energie ist. Die erhaltene Operator- 
gleichung entspricht nach (17.3) der folgenden Gleichung zwischen den Mittel- 


werten: 


d 
7, EP) = KT) <(tgrad V)). 
Unter Verwendung von (17.13) bekommen wir endgültig 


2<XTy= <(rgrad V)>. (17.14) 


5 Dawydow, Quantenmechanik 
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Falls die potentielle Energie proportional zu rt” ist, gilt <rgrad Vy=n<V), und 
die Gleichung (17.14) erhält die einfache Gestalt 


KT>=n<V). (17.15) 


Die Beziehungen (17.14) und (17.15) kann man den quantenmechanischen 
Virialsatz nennen, weil sie ihrer Form nach mit dem Virıalsatz der klassischen 
Mechanik übereinstimmen; der Virialsatz ist eine Beziehung zwischen den Zeit- 
mitteln der kinetischen und der potentiellen Energie eines Systems. 


$ 18. Die Bewegungsgleichungen in der Heisenbergschen Form. 
Poisson-Klammern 


Die Operatorgleichung (17.4), die die zeitliche Änderung der Mittelwerte physi- 
kalischer Größen charakterisiert, wird als die Heisenbergsche Form der Bewegungs- 
gleichung bezeichnet. Es ist nützlich, sie mit der Bewegungsgleichung der klassi- 
schen Mechanik 


dF OF 
— ı-ı _e 1 
Ey + {F, Pla (18.1) 
zu vergleichen, in der 
OF OH OH OF 
F, # = I I<— <—— - << 18.2 
\ u ; = Op ©; Tn ve 


die sogenannte Poısson-Klammer für die Größe F und die klassische Hamilton- 
Funktion # ist; # ist eine Funktion der Koordinaten g; und der Impulse p; des 
Systems. In Analogie zur Gleichung (18.1) wird in der Quantenmechanik der 
Begriff der quantenmechanischen Poisson-Klammer für die Operatoren F und H 
eingeführt; diese wird als Kommutator der Operatoren F und H, dividiert durch 
ih, definiert: 


-_{F,H]. (18.3) 


Man erhält demnach die Bewegungsgleichungen in der Heisenbergschen Form, 
indem man in der klassischen Bewegungsgleichung die klassische Poisson-Klammer 
durch die quantenmechanische Poisson-Klammer ersetzt. 

Wie die klassischen, so können auch die quantenmechanischen Poisson-Klammern 
für zwei beliebige physikalische Größen definiert werden, die Funktionen der 
kanonischen Koordinaten g; und der Impulse p; sind. Die einfachsten Poisson- 
Klammern sind diejenigen mit den kanonischen Koordinaten und Impulsen selbst. 
Die klassischen Poisson-Klammern für diese Größen haben gemäß der Definition 


(18.2) die Gestalt 
{Ar 9s}xı = {Pr Ps}xı= 0, {gr Ps}xı= Örs- (18.4) 


Ersetzt man die klassischen Poisson-Klammern (18.4) durch die entsprechenden 
quantenmechanischen, so bedeutet das den Übergang zu folgenden Operator- 
gleichungen 


(9, Qs}qu = [Pı: Ps}aqu = 0, Cr Ps}aqu = Örs- (18.5) 
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Mit Hilfe von (18.3) überzeugen wir uns, daß das Ersetzen der klassischen 
Poisson-Klammern durch die quantenmechanischen dem Übergang von kano- 
nischen Koordinaten und Impulsen zu den entsprechenden Operatoren äquivalent 
ist, die den in $ 7 besprochenen Vertauschungsregeln genügen. 

Man kann ein beliebiges System, das ein klassisches Analogon hat, quanten- 
mechanisch beschreiben, indem man die klassischen Poisson-Klammern durch 
die quantenmechanischen ersetzt, d.h., man kann ein System beschreiben, das 
in der klassischen Mechanik durch eine Hamilton-Funktion in den kanonischen 
Variablen gq;, pi beschrieben wird. Dieser Übergang wird als Quantisierungsvor- 
schrift für ein klassisches System bezeichnet. Die Quantisierungsvorschrift (18.5) 
bedeutet die Aufstellung von Vertauschungsregeln für die kanonischen Variablen. 

In der Quantenmechanik können auch Größen vorkommen, die kein klassisches 
Analogon haben, d.h., es gibt Systeme, für die einige oder alle Freiheitsgrade 
nicht durch kanonische Koordinaten und Impulse beschrieben werden können. 
Solche Größen sind zum Beispiel die Teilchenspins. Obwohl es in diesem Falle 
keine kanonischen Koordinaten und Impulse gibt, haben die quantenmechanischen 
Poisson-Klammern für die Operatoren der entsprechenden Größen einen Sinn. 
Der Wert der Poisson-Klammern muß in jedem speziellen Fall entsprechend den 
Eigenschaften dieser Größen festgestellt werden, die in den physikalischen Er- 
scheinungen zutage treten. 


$ 19*. Integrale der Bewegung und Symmetrieeigenschaften 


Ein Integral der Bewegung ist eine Größe, deren Mittelwert in einem beliebigen 
Zustand zeitlich konstant bleibt. Wie in $ 16 gezeigt worden ist, ist eine physika- 
lische Größe ein Integral der Bewegung, wenn der zugehörige Operator nicht 
explizit von der Zeit abhängt und mit dem Hamilton-Operator des betreffenden 
Systems vertauschbar ist. Wir erinnern daran, daß man in der klassischen Mecha- 
nik eine Funktion der Koordinaten und Impulse ein Bewegungsintegral nennt, 
wenn sie unter beliebigen Anfangsbedingungen konstant bleibt. Kennt man die 
Integrale der Bewegung, so kann man die entsprechenden Erhaltungssätze formu- 
lieren, die für das Verständnis der physikalischen Eigenschaften der untersuchten 
Erscheinungen große Bedeutung haben. 

Wir wollen zeigen, daß die Existenz von Integralen der Bewegung und der ent- 
sprechenden Erhaltungssätze mit den Symmetrieeigenschaften der quanten- 
mechanischen Systeme eng verknüpft ist, d. h. mit der Invarianz des Hamilton- 
Operators gegenüber gewissen Koordinatentransformationen. 

Bevor wir zur Behandlung einzelner Beispiele kommen, wollen wir untersuchen, 
wie sich die Wellenfunktionen der Quantenmechanik bei Koordinatentransforma- 
tionen transformieren. Es sind zwei Arten von Koordinatentransformationen 
möglich: a) Koordinatentransformationen im Zusammenhang mit einer räum- 
lichen Verschiebung der Vektoren, die die Lage der Systempunkte angeben; dabei 
bleiben die Basisvektoren, die die Koordinatenachsen festlegen, unverändert; 
b) Koordinatentransformationen bei festgehaltener Lage der Punkte im Raum 
unter Änderung der Basisvektoren für die Koordinatenachsen. In diesem Para- 
graphen werden wir uns mit Koordinatentransformationen vom Typ a) befassen. 


5*+ 
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S sei eine Operation, durch die die Komponenten des Vektors rt transformiert 
werden, der die Lage der Punkte angibt, d. h., 


to rt= St. (19.1) 
Die zu (19.1) inverse Transformation ist 
Deus, (19.1a) 


Betrachten wir zunächst, wie sich die Wellenfunktionen auf Grund von (19.1) 
transformieren. Durch die Koordinatentransformation wird der .Funktionswert 
aus dem Punkte rin den Punkt r’ übertragen: 


vr) = yl). (19.2) 


Andererseits muß definitionsgemäß die Anwendung. eines ÖOperators -auf die 
Funktion y(r’) eine neue Funktion desselben Argumentes ergeben: 


y(r)= Rsylt). (19.3) 


Ein Vergleich von (19.2) und (19.3) zeigt, wie der Operator Rs; auf eine Funktion 
wirkt: Rs y(r’) = y(t). Setzen wir (19.1a) in die rechte Seite der erhaltenen 
Gleichung ein, so haben wir 


Rsyir)= y(S'r). 


Wir lassen den Strich am Vektor weg und erhalten endgültig die wichtige Glei- 
chung | 


Rsylo)= y(S-1r) (19.4) 


als Transformationsgesetz für die Wellenfunktionen bei einer Koordinatentrans- 
formation (19.1). s 

Zur Untersuchung der Bewegungsintegrale, die mit den Eigenschaften des 
Raumes und der Zeit zusammenhängen, gehen wir von der Erfahrung aus, daß 
die Zeit homogen ist und daß der freie Raum homogen und isotrop ist. Welche 
Integrale der Bewegung und welche Erhaltungssätze hängen mit diesen Eigen- 
‚schaften von Raum und Zeit zusammen ? 

a) Die Homogenität der Zeit. Infolge der Homogenität der Zeit hängt der Hamil- 
ton-Operator eines beliebigen abgeschlossenen Systems nicht explizit von der 
Zeit ab. Unter einem abgeschlossenen System verstehen wir dabei ein System, 
das keiner äußeren Einwirkung ausgesetzt ist. Der ausgesprochene Satz gilt auch 
für ein System in konstanten äußeren Feldern. Für einen nicht explizit zeit- 


‚abhängigen Hamilton-Operator (8H/öt = 0) ist nach (17.4) 


dH 1 __ 
HH mel: 

d ıh | | 

Folglich haben wir unter Beachtung von (17.3) d<Ey/di = 0. Wenn die Energie 
zu einer gewissen Anfangszeit einen bestimmten Wert hatte, dann bleibt dieser 
Wert auch zu späteren Zeiten erhalten. Aus der Homogenität der Zeit folgt also ın 
der Quantenmechanik der Energieerhaltungssatz. 
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Wir führen den Operator T, für eine zeitliche Verschiebung um die Größe r 
ein. Definitionsgemäß ist dann T,t=t-+ T, und aus (19.4) folgt 


T,yi)= vl). 


Die Größe 7 ist ein Parameter des Operators T',. Für die von uns betrachteten 
Systeme wird die Homogenität der Zeit durch die Vertauschungsregel 


[T., H]= 0 


mathematisch ausgedrückt. Statt des Operators für eine zeitliche Verschiebung 
verwendet man zweckmäßig die Erzeugende der Transformation oder den Operator 
für eine infinitesimale Verschiebung in der Zeit, den wir mit I(t) bezeichnen. Die 
Erzeugende ist als Ableitung des Operators nach einem Parameter für den Wert 0 
dieses Parameters definiert. 

Es ist also 


Die explizite Gestalt des Operators I(t) kann man leicht unter Berücksichtigung 
von 


erhalten . 


Der Energieerhaltungssatz hängt mit der Vertauschbarkeit des Operators H 
mit dem infinitesimalen Operator I(t) zusammen. In diesem Zusammenhang wird 
der Operator 

: 

ihllt)= ih A 
der die Dimension einer Energie hat, als Energieoperator bezeichnet. Man muß 
aber daran denken, daß diese Bezeichnung nur bedingt Sinn hat. Die Energie 
eines quantenmechanischen Systems ist in stationären Zuständen durch die 
Eigenwerte des Hamilton-Operators gegeben. Daher ist der Hamilton-Operator 
der Energieoperator des Systems, d. h. eine gewisse Funktion der Koordinaten- 
und Impuls-Operatoren. Im Gegensatz zu den räumlichen Koordinaten ist die 
Zeit kein Operator. 

b) Die Homogenität des Raumes. Die Homogenität des Raumes äußert sich darin, 
daß sich die Eigenschaften eines abgeschlossenen Systems bei einer beliebigen 
Parallelverschiebung des ganzen Systems nicht ändern. Die Eigenschaften eines 
Systems werden in der Quantenmechanik durch den. Hamilton-Operator be- 
schrieben. Die Homogenität des Raumes bedeutet daher, daß der Hamilton- 
Operator bei einer beliebigen Parallelverschiebung des Systems um eine beliebige 
Strecke unverändert (invariant) bleibt. Eine beliebige endliche Verschiebung 
kann aus fininitesimalen Verschiebungen zusammengesetzt werden; deshalb 


56 II. Zeitliche Änderung quantenmechanischer Zustände 


braucht man nur die Invarıanz des Hamilton-Operators gegenüber einer infini- 
tesimalen Verschiebung da zu betrachten. 

Die Wellenfunktion hänge nur von den Koordinaten eines Teilchens ab. Bei 
einer infinitesimalen Verschiebung r’ = r + da geht daher die Funktion y(r) 
nach (19.4) in die Funktion 


v(t — da)= y(r)— daVy(r)= (1 —- daV)y(r) (19.5) 
über. Aus dieser Gleichung folgt, daß man den Faktor 
T5aa= (1- $aV) (19.5a) 


als Operator für eine infinitesimale Verschiebung bezeichnen kann; denn die An- 
wendung dieses Operators auf eine Funktion ist der Verschiebung des Ortsvektors t 
um die Größe da äquivalent. 

Die Invarianz des Operators H gegenüber einer Transformation, die durch 
den Operator F charakterisiert wird, bedeutet, daß die Anwendung von F auf 
die Funktion Hy der Anwendung von H auf die Funktion Fy äquivalent ist: 


FHy= HFy. 


Die Invarianz von H gegenüber einer Transformation, die durch den Operator F 
bewirkt wird, bedeutet mit anderen Worten die Vertauschbarkeit dieses Opera- 
tors mit dem Hamilton-Operator: 


FH= HF, 
oder das Verschwinden der quantenmechanischen Poisson-Klammern 
[F, HM) u= 0. 


Auf Grund von (19.5a) kann man jetzt sagen, daß die Invarianz des Hamilton- 
Operators gegenüber einer infinitesimalen Verschiebung die Gleichung 


VH= HV 


nach sich zieht; denn die Zahl 1’und der konstante Vektor da kommutieren mit 
jedem beliebigen Operator. Der Operator p unterscheidet sich von V nur um den 
konstanten Faktor (—ıh), daher kann man die letzte Gleichung auch in der Form 


pH- Hp (19.6) 


schreiben. Aus der Homogenität des Raumes folgt also die Beziehung (19.6); 
diese beinhaltet auf Grund von (17.4), daß der Impuls eines freien Teilchens ein 
Integral der Bewegung ist. 

Drückt man V durch den Impulsoperator aus, so kann man den Operator für 
eine infinitesimale Verschiebung in die Gestalt | 


pda 


T5a-1-i— (19.7) 
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bringen. Den Operator für die Verschiebung um einen endlichen Vektor a kann 
man durch wiederholte Anwendung von (19.7) erhalten; so gelangen wir zu 


.Ppa 
T,= exp (-i =) : (19.8) 
Die drei Komponenten a; des Vektors a sind die Parameter des Operators für die 
Verschiebung a (19.8). Die Erzeugende einer räumlichen Verschiebung oder der 
Operator für eine infinıtesimale räumliche Verschiebung I(x,) ist die Ableitung des 
Operators (19.8) nach dem Parameter a, an der Stelle, wo alle drei Parameter 
gleich Null sind. Der Operator für eine infinitesimale Verschiebung längs der 
x-Achse ist demnach 
r 1 
(a) = —- zP 


und ıst unmittelbar mit der entsprechenden Projektion des Impulsoperators ver- 
knüpft. 

Die Funktion y gehöre jetzt zu einem System von Teilchen. Der Operator für 
eine infinitesimale Verschiebung des ganzen Systems wird dann ebenfalls durch 
die Formel (19.7) gegeben. Unter dem Impulsoperator p hat man jetzt den Operator 
für den Gesamtimpuls aller Teilchen des Systems zu verstehen: 


pP=»». 


In diesem Falle ergibt die Homogenität gegenüber räumlichen Verschiebungen 
den Erhaltungssatz für den Gesamtimpuls des Systems. 

c) Isotropie des Raumes. Die Isotropie des Raumes (Äquivalenz aller Raum- 
richtungen) äußert sich in der Invarianz der Eigenschaften abgeschlossener Sy- 
steme gegenüber beliebigen Drehungen. Diese Invarianz gilt auch für Systeme in 
kugelsymmetrischen Feldern, wenn die Drehung um das Zentrum des Feldes 
erfolgt. 

Wir wollen den Operator für eine infinitesimale Drehung definieren. Dabei 
beschreiben wir eine infinitesimale Drehung um den Winkel ö9 durch den Vektor 
89; dieser zeigt in Richtung der Drehachse, sein Betrag ist gleich dem Drehwinkel. 
Die Änderung des Ortsvektors r bei einer solchen Drehung wird durch den Aus- 
druck 

t>r+[$oxXr] 


gegeben. Wir wollen die entsprechende Änderung der Wellenfunktion berechnen 
und dabei nur die Glieder erster Ordnung mitnehmen: 


yle- BEXTD) = 1 - 8Pex V]lpke). (19.9) 
Aus dieser Gleichung folgt, daß 
R;7z -=1-— Solr xV] 


der Operator für eine infinitesimale Drehung um den Winkel 85 ist. Nach 87 
kann man das Vektorprodukt [tx \V ] durch den Drehimpulsoperator ausdrücken: 


-ihle x V]=2. 
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Der Operator für eine infinitesimale Drehung um den Winkel 85 hängt also über 
die folgende Formel mit dem Drehimpulsoperator zusammen: 


1. ae 


Die Invarıianz des Hamilton-Öperators gegenüber beliebigen infinitesimalen 
Drehungen bedeutet, daß dieser mit dem Operator Rsz oder mit der Projektion 
des Drehimpulsoperators auf die willkürliche Richtung der Drehachse vertausch- 
bar ist; es gilt 

neH= Hnß, (19.10) 


wo n der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse ist. Aus (19.10) folgt, daß 
die Projektion des Drehimpulses auf eine beliebige Richtung im freien Raum 
und in einem beliebigen kugelsymmetrischen Feld ein Integral der Bewegung ist. 
Ist das äußere Feld zylindersymmetrisch, so ist der Hamilton-Operator nur 
gegenüber einer Drehung um die Symmetrieachse invariant, und es bleibt nur die 
Projektion des Drehimpulses auf diese Richtung erhalten. 

Aus dem Operator für eine infinitesimale Drehung um eine durch den Einheits- 
vektor ıı gegebene Achse kann man den Operator für eine beliebige endliche Dre- 
hung & um dieselbe Achse bekommen: 


R"= exp (- en). (19.11) 


Wie man dieser Gleichung entnimmt, ist die Erzeugende einer Drehung oder der 
infinıtesimale Drehoperator um die Achse n durch die Projektion des Drehimpulses 
auf diese Achse bestimmt: 


Im)= — En. (19.42) 

Den Zusammenhang zwischen dem Operator für die Projektion des Drehimpulses und 
dem infinitesimalen Drehoperator für diese Achse kann man dazu benutzen, um die Opera- 
toren für die Projektionen des Drehimpulses und die Vertauschungsrelationen zwischen 


ihnen zu bestimmen. Es sei & der Drehwinkel um die Achse Nr. 1. In einem kartesischen 
Koordinatensystem kann man dann den Operator für die Drehung um den Winkel «& als 


Matrix 
10 0 
R,„=|0 cos« —sin ) 


0 sına cos« 


schreiben. Der infinitesimale Drehoperator für eine Drehung um die Achse Nr. 1 ist demnach 
durch die Matrix 
I, = 5 =([00 -1 
“I \0o1 0 


gegeben. Auf dieselbe Weise finden wir für die Drehungen um die beiden anderen Achsen 


00141 0 —10 
1 00 0) 1.1 0 0) 
100 \0 009 
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Wir verwenden diese Ausdrücke, beachten die Regeln der Matrizenmultiplikation und 
können so die Vertauschungsregeln für die infinitesimalen Drehoperatoren berechnen: 


IR — II =];. 
Die beiden anderen Beziehungen ergeben sich aus dieser Vertauschungsregel durch zy- 
—i 
klische Vertauschung der Indizes. Wegen I, = e. L, folgen aus den gefundenen Vertau- 


schungsregeln für die I, auch die Vertauschungsregeln für die Projektionen des Drehim- 
pulsoperators 


L,L; = L>L, = ihls, Pe 


Unter Verwendung des Zusammenhanges (19.12) kann man auch den Operator 
für den inneren Drehimpuls (den Spinoperator) definieren, der in der klassischen 
Physik kein Analogon hat, d.h., der nicht auf eine Funktion der Orts- und Im- 
pulsoperatoren zurückgeführt werden kann (s.'$ 64). 

Bei den bisher besprochenen Translationen und Drehungen handelt es sich 
um kontinuierliche Transformationen, weil sie durch wiederholte Anwendung 
infinitesimaler Transformationen ausgeführt werden können. Die Invarıanz des 
Hamilton-Operators gegenüber diesen Transformationen führt zu den Erhaltungs- 
sätzen für Impuls und Drehimpuls, die den Erhaltungssätzen in der klassischen 
Mechanik entsprechen. Die Symmetrieeigenschaften können jedoch nicht nur zu 
kontinuierlichen, sondern auch zu diskreten Transformationen Anlaß geben, die 
sich nicht auf infinitesimale Transformationen zurückführen lassen. In der klassi- 
schen Mechanik führt die Invarianz gegenüber solchen Transformationen zu 
keinen Erhaltungssätzen. In der Quantenmechanik dagegen gibt es keinen prinzi- 
piellen Unterschied zwischen kontinuierlichen und diskreten Transformationen, 
deshalb folgen in der Quantenmechanik Erhaltungssätze auch aus der Invarianz 
gegenüber diskreten Transformationen. 

Wir wollen uns eine solche diskrete Transformation ansehen, ae der der 
Hamilton-Operator invariant ist — die Spiegelung. Bei einer Spiegelung, oder 
genauer einer räumlichen Spiegelung, werden gleichzeitig die Vorzeichen aller drei 
räumlichen Koordinaten eines Teilchens geändert: 


o-—-x%, Y>-Yy, 3>-—2. (19.13) 


Bei einer Spiegelung geht ein Rechtssystem in ein Linkssystem über. 

Der Hamilton-Operator eines beliebigen abgeschlossenen Systems, in dem elektro- 
magnetische und Kernkräfte wirken, ist gegenüber Spiegelungen invariant. Diese 
Invarianz (Symmetrie in rechts- und linkshändigen Koordinatensystemen) bleibt 
auch für Systeme in einem kugelsymmetrischen äußeren Feld erhalten, wenn das 
Zentrum der Spiegelung im Zentrum des Feldes gewählt wird. 

Den Operator für eine räumliche Spiegelung bezeichnen wir mit dem Buch- 
staben P. Die Symmetrie in rechts und links findet ihren mathematischen Aus- 
druck in der Vertauschbarkeit des Operators P mit dem Hamilton-Operator 


PH= HP. 


Nach der Definition des Spiegelungsoperators bewirkt dieser bei Anwendung 


auf die Funktion y(r) die Transformation (19.13), d. h. 
y(-2)=Pyt). 
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‚Bestimmen wir die Eigenwerte des Spiegelungsoperators. Dazu haben wir die 


Gleichung 
Py(t)= Py(t) (19.14) 


zu lösen. Wir wenden auf beide Seiten der Gleichung (19.14) den Operator P an, 
beachten, daß die zweimalige Anwendung dieses Operators die Identität be- 
deutet, und erhalten 

vir)= Piyle). 


Aus P?=1folgi P= +1. Man kann also (19.14) in der Gestalt 
Py(t)=+ v(t) (19.15) 


schreiben. Nach (19.15) kann man die Wellenfunktionen für die Zustände mit 
einem bestimmten Eigenwert des Operators P in zwei Klassen einteilen: a) Funk- 
tionen, die bei Anwendung des Spiegelungsoperators unverändert bleiben 


Pyay= va; 


die zugehörigen Zustände bezeichnet man als gerade Zustände; b) Funktionen, 
die bei der Anwendung des Spiegelungsoperators ihr Vorzeichen ändern 

| Py=- Yo; 
die entsprechenden Zustände werden als ungerade Zustände bezeichnet. 

Da der Spiegelungsoperator (Paritätsoperator) mit dem Hamilton-Operator 
kommutiert, ist die Parität eines Zustandes ein Integral der Bewegung. Die 
Invarianz des Hamilton-Operators gegenüber räumlichen Spiegelungen führt also 
zum Erhaltungssatz für die Parität. 

Der Erhaltungssatz für die Parität ist bei allen Erscheinungen sehr genau 
erfüllt, die durch elektromagnetische Wechselwirkungen oder Wechselwirkungen 
durch Kernkräfte bestimmt werden. Bis 1956 hat man angenommen, daß dieses 
Gesetz ein allgemeingültiges Naturgesetz ist. 1956 ist jedoch festgestellt worden 
(Lee, Yanc, Wu), daß der f-Zerfall von Atomkernen und die Zerfälle der u-, 
r- und K-Mesonen und Hyperonen eine Asymmetrie aufweisen, die rechts und 
links voneinander unterscheidet. Bei schwachen Wechselwirkungen, die für die 
obengenannten Zerfälle verantwortlich sind, wird die Symmetrie von rechts und 
links zerstört (es wird die Invarianz gegenüber räumlichen Spiegelungen verletzt); 
demzufolge wird auch die Paritätserhaltung verletzt. In diesem Buch werden 
wir jedoch nur Erscheinungen behandeln, für die die Rechts-Links-Symmetrie 
vorhanden ist. 
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Sehen wir uns die Schrödinger-Gleichung 
H ya = En Una (20.1) 
an, aus der die Energien der stationären Zustände eines Systems berechnet werden. 


Hier sind y„.„ die orthonormierten Eigenfunktionen des Hamilton-Operators H 
zur Energie E,„. 
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Die Schrödinger-Gleichung (20.1) kann nur in einigen einfachen Fällen exakt 
gelöst werden (s. Kapitel V und VI), in allen anderen Fällen muß man Näherungs- 
methoden zur Lösung verwenden, die wir in Kapitel VII behandeln werden. Eine 
ganze Reihe wichtiger Eigenschaften quantenmechanischer Systeme, die aus den 
Symmetrieeigenschaften folgen, kann man jedoch ohne direkte Lösung der Glei- 
chung (20.1) finden. Diese Eigenschaften kann man leicht mit Hilfe der mathema- 
tischen Methoden der Gruppentheorie (s. Anhang E) feststellen. 

I sei eine Gruppe von Symmetrietransformationen (Drehungen, Translationen, 
Spiegelungen usw.), denen gegenüber der Hamilton-Operator des Systems inva- 
rıant ist; d. h., wenn g, ein beliebiges Element der Gruppe ist, dann gilt 


g H= Hg.. (20.2) 


Unterwerfen wir beide Seiten der Gleichung (20.1) der Transformation gı, 
dann erhalten wir mit Hilfe von (20.2) 


H(gı Yna)= En(81 Yna)- (20.3) 


Aus dieser Gleichung folgt, daß (gı %„.) eine Lösung der Gleichung (20.1) zu dem 
Eigenwert E,„ ıst. Man kann diese Funktion nach den Eigenfunktionen Y,„. ent- 
wickeln: 


81 Yna = 2 YnpApa(8ı) (20.4) 
mit 


2 Ag(gı)l?= 1. (20.5) 


Die Gesamtheit der Koeffizienten A,,(gı) bildet die quadratische Matrix A(gı). 
Nach (20.5) ist diese Matrix unitär. 

Sind ga und g3 andere Elemente der Gruppe /', so erhalten wir durch dieselben 
Überlegungen 


82 Yna = 2 Ynp‘ Apa(82) (20.6) 
83 Yna 2 Ynp” Ag”.(83) . (20.7) 

Weiter setzen wır 
83 = 8281 (20.8) 


voraus. Wenden wir jetzt ga auf beide Seiten der Gleichung (20.4) an und be- 
nutzen wir (20.6), so bekommen wir 


8281 Yna = r Yngr Aprg(g2) Apa(8ı)- (20.9) 
Aus dem Vergleich von (20.7) mit (20.9) entnehmen wir 


Ag.(83) = 2 Agrg(g2) Agz(81)- (20.10) 


Die letzte Gleichung kann man als Produkt von Matrizen schreiben: 


Algs) = Alg2) Algı)- (20.10) 
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In gleicher Weise kann man sich davon überzeugen, daß die Gesamtheit der nach 
der Methode (20.4) für alle Elemente der Gruppe J’ gefundenen Matrizen A(g;) 
eine Darstellung der Gruppe /' zu dem Energieniveau E,„ bildet. Die Dimension 
dieser Darstellung ist gleich dem Entartungsgrad des Niveaus E,„. In diesem Zu- 
sammenhang spricht man davon, daß das System der Eigenfunktionen %,„. die 
Basıs für die entsprechende Darstellung der Gruppe /' bildet. Die Darstellung 
A(g), die durch die Eigenfunktionen zu einem Energieniveau gebildet wird, ist 
zwangsläufig irreduzibel. Anderenfalls könnte man die Gesamtheit der Eigen- 
funktionen y,„.„ zu dem einen Wert Z„ in zwei oder mehrere Teile einteilen; jede 
Funktion eines solchen Teiles würde dann für alle Elemente der Gruppe durch 
eine Linearkombination der Art (20.4) dargestellt, in der nur Funktionen aus dem 
betreffenden Teil der Eigenfunktionen vorkommen. 

Der oben festgestellte Zusammenhang zwischen den Eigenfunktionen der Zu- 
stände mit einer bestimmten Energie und den irreduziblen Darstellungen einer 
Symmetriegruppe hat für die Charakterisierung der Zustände eines Systems große 
Bedeutung. Kennen wir die irreduziblen Darstellungen, so wissen wir damit auch, 
welche Entartungsgrade in diesem System möglich sind. Ferner kann man die 
Energiezustände eines Systems klassıfizieren, indem man die zugehörigen irre- 
duziblen Darstellungen angibt. Ohne die Schrödinger-Gleichung zu lösen, erhalten 
wir dadurch die Transformationsgesetze für die Wellenfunktionen der ent- 
sprechenden Zustände. 

Wir wollen das Gesagte an einfachen Beispielen erläutern. Nehmen wir an, 
unser System habe eine Symmetrie, die durch die Gruppe C,, charakterisiert 
wird (das ist zum Beispiel für die Moleküle H,O, H3S, SO3 u. a. der Fall). Das ist 
eine Abelsche Gruppe, die insgesamt vier Symmetrieelemente enthält: das Ein- 
heitselement e (die Identität), eine zweizählige Symmetrieachse (Drehung um 
180°) Ca und zwei zueinander senkrechte Symmetrieebenen o,, o,, die durch die 
Symmetrieachse gehen. Diese Gruppe hat vier Klassen und dementsprechend 
vier irreduzible Darstellungen. Die Darstellungen der Gruppe C, sind eindimen- 
sıonal, deshalb stimmen sie mit den Charakteren überein. In Tabelle 2 sind die 
Charaktere aller vier irreduziblen Darstellungen angegeben, die wir mit A, B,, 
Ba bzw. B3 bezeichnet haben. 


Tabelle 2 
Charaktere der Symmetriegruppe (5, 
Co, e | Ca G, Gy 
A 1 1 1 1 
Bj 1 11-1 1 
Ba 1 ij) -11-1 
B3 1 —1 11-1 


Da alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe Ca, eindimensional sind, können 
keine Energiezustände des Systems entartet sein. Nach den Symmetrieeigen- 
schaften kann man die Wellenfunktionen dieser Zustände in vier Typen ent- 
sprechend den vier irreduziblen Darstellungen einteilen. Ein Teil der Zustände 
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entspricht der irreduziblen Darstellung A. Wie aus Tabelle 2 ersichtlich, ändern 
sich die Wellenfunktionen dieser Zustände bei einer beliebigen Symmetrie- 
operation der Gruppe nicht. Diese Zustände bezeichnet man als die Zustände mit 
der höchsten Symmetrie. Der Zustand mit der niedrigsten Energie (Grundzustand) 
ist gewöhnlich ein Zustand höchster Symmetrie. Ein anderer Teil von Zuständen 
gehört zur irreduziblen Darstellung Bj. Die Wellenfunktionen dieser Zustände 
ändern bei den Symmetrieoperationen Ca und o, ihr Vorzeichen. Es sind noch 
zwei weitere Typen von Zuständen möglich, die zu den beiden Darstellungen Ba 
oder B3 gehören müssen. 


Tabelle 3 


Charaktere der irreduziblen Darstellungen 
der Gruppe C;,,, 


Ca, | e | 2C3 3 0, 


A 1 1 1 
B 1 ı|-1 
E 2 |-1 0 


Nehmen wir an, ein System habe eine durch die Gruppe (3, charakterisierte 
Symmetrie. Eine solche Symmetrie haben zum Beispiel die NHz3-, CH3Cl- und 
einige andere Moleküle. Die Gruppe C3, hat sechs Symmetrieelemente, die in 
drei Klassen unterteilt werden: eine Klasse mit der Identität e als einzigem Ele- 
ment, eine Klasse mit den beiden Drehungen um die dreizählige Achse C3 und die 
Klasse der Spiegelungen an den drei Symmetrieebenen. Die Gruppe C;, hat drei 
irreduzible Darstellungen. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der 
Gruppe C3, sind in Tabelle3 angegeben. Die beiden irreduziblen Darstellungen A 
und B der Gruppe C3, sind von erster Ordnung, sie gehören daher zu nicht ent- 
arteten Zuständen des Systems. Der dritte mögliche Typ von Zuständen gehört 
zu der zweidimensionalen Darstellung FE, die zugehörigen Zustände sind zweifach 
entartet. Andere Typen von Zuständen sind für dieses System unmöglich. Es gibt 
zum Beispiel keine dreifach entarteten Zustände, wenn man von der sogenannten 
zufälligen Entartung infolge einer speziellen potentiellen Energie absieht (s. 88 
32 und 37). 

Als drittes Beispiel behandeln wir ein System mit einer Symmetrieachse. Hat 
dieses System kein Symmetriezentrum, dann ist seine Symmetriegruppe die 
Gruppe C.,. Die Symmetrieelemente dieser Gruppe sind — neben dem Einheits- 
element e — alle möglichen Drehungen um die Achse C„ um einen beliebigen 
Winkel ® und die Spiegelungen o, an einer beliebigen Ebene, die diese Achse ent- 
hält. In der Gruppe Co, sind alleSymmetrieebenen äquivalent, deshalb bilden 
alle Spiegelungen o, eine Klasse mit einer kontinuierlichen Folge von Elementen. 
Um die Symmetrieachse sind Drehungen in zwei verschiedenen Richtungen. mög- 
lich: um die Winkel +9; es gibt daher in jeder Klasse zwei Elemente, die einer 
Drehung um den Winkel © oder um — 9 entsprechen. Die Charaktere der irredu- 
ziblen Darstellungen der Gruppe C =, sind in Tabelle 4 zu finden. 

Der Tabelle der Charaktere entnehmen wir, daß in einem System mit der 
Symmetriegruppe C, zwei Typen von nichtentarteten Zuständen möglich sind. 
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Tabelle 4 


Charaktere der irreduziblen Darstellungen 
der Gruppe Co, 


Ge e 2 Co 0, 
A 1 1 1 
B 1 1 —1 
E 2 2coso 0 
E3 2 2 cos 29 0 
E, 2 2 cos no 0 


Die Wellenfunktionen für die Zustände, die zur irreduziblen Darstellung A 
gehören, weisen die höchste Symmetrie auf. Die Wellenfunktionen für die Zu- 
stände der irreduziblen Darstellung B ändern bei der Spiegelung an einer Ebene, 
die die Achse enthält, ihr Vorzeichen. Alle anderen Zustände sind zweifach ent- 
artet, weil sie zu den zweidimensionalen Darstellungen Eı, Es, ... gehören 
müssen. 

Mit Hilfe der Gruppentheorie kann man leicht Regeln dafür aufstellen, wann 
die Entartung der Zustände eines Systems durch Änderung der Symmetrie infolge 
eines äußeren Feldes vollständig oder teilweise aufgehoben wird. Die Gruppen- 
theorie liefert auch einige Aussagen über die Übergangswahrscheinlichkeiten. 
Diese Probleme werden im folgenden behandelt werden. 


8 21*. Die Gestalt der Schrödinger-Gleiehung in verschiedenen 
Koordinatensystemen 


Wird der Ort eines Punktes mit Hilfe des Ortsvektors r angegeben, dann lautet 
die Schrödinger-Gleichung zur Bestimmung der stationären Zustände eines Teil- 
chens der Masse u in einem äußeren Feld 


EN U E 0 : 
(-3,7?+ UM) E)vin=0, (21.1) 


wobei V? = div grad der Laplace-Operator ist. 

Wie ın der klassischen Mechanik so kann man auch in der Quantenmechanik 
bei der Behandlung der Bewegung eines Teilchens in einem beliebigen äußeren 
Feld verschiedene Koordinaten verwenden: kartesische (2,y,2), Kugelkoordi- 
naten (r, 6, @), parabolische u. a. Manchmal kann die geschickte Wahl des Ko- 
ordinatensystems unter Berücksichtigung der Symmetrieeigenschaften des Feldes 
dıe Lösung der Schrödinger-Gleichung bedeutend erleichtern. 
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Wir wollen uns die Gestalt der Schrödinger-Gleichung in einigen Koordinaten- 
systemen verschaffen, die bei dem Studium der Bewegung von Teilchen in einem 
äußeren Feld nützlich sein können. Um die Gleichung (21.1) in einem bestimmten 
Koordinatensystem aufschreiben zu können, muß man sich die Operatoren 
für die kinetische und die potentielle Energie in diesem Koordinatensystem be- 
schaffen. 

Bei der potentiellen Energie braucht man nur die Ortsabhängigkeit explizit 
durch die betreffenden Koordinaten auszudrücken. Die Transformation des Opera- 
tors für die kinetische Energie führt auf die Transformation des Laplace-Opera- 
tors. 

Wir wollen uns die Gestalt des Laplace-Öperators in einem beliebigen ortho- 
gonalen krummlinigen Koordinatensystem verschaffen. Wie aus der Vorlesung 
über Differentialgeometrie bekannt ist, wird das Quadrat einer infinitesimalen 
Strecke in einem beliebigen orthogonalen krummlinigen Koordinatensystem 
(g19293) durch den Ausdruck 


ds?= 5 D?dg? (21.2) 


gegeben, worin D; eine Funktion der g; ist. Der Laplace-Operator erhält dabei die 
Gestalt 


g2- 1 hs a )* Ö Dt (24.3) 


DıD3Dz; \öqı\ Di gi) Oge\ Dy 89) gs\ Dy Ögs 
Für allgemeine krummlinige Koordinaten hat das Quadrat des Bogenelements die 


Gestalt 
k,t 


wobei Dxı = Dir beliebige Funktionen der Koordinaten g; sind. In einem solchen 
Koordinatensystem wird der Laplace-Operator 


ee 
ar: | = in) (24.5) 


G ist dabei die Quadratwurzel aus der Determinante der Funktionen D,,; Da}! ist 
ein Element der zu (D,ı) inversen Matrix. Für orthogonale Koordinaten sind 


1 
Dei = D: Okt: G= D,D,Ds und Di D2 Örls und (21.5) führt auf (21.3) zu- 
rück. . 


Spezialfälle von (21.3) sınd 


02 0? 02 
Da + a + Be kartesısche Koordinaten 
11038 d A 
ad see en Sea iz a 
7% ( —)+ 3 Kugelkoordinaten 


a Ö 1. 02 
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Bei Problemen mit axialer Symmetrie benutzt man zweckmäßig parabolische 
Koordinaten &, 7, ®, die durch die Gleichungen definiert werden: 


ve VEn cos %, y= VEn sin oe e- N). 
Die inversen Transformationen sind 
’ | 
E=r+2, 9=r-2z, 9=artdg—-, r= Vz? + y?+ 22. 
& 
Das Quadrat einer infinitesimalen Länge wird durch den Ausdruck 


& 
ds? = en ae r- dn? + &n dp? 


gegeben. Der Laplace-Operator erhält demnach die Gestalt 


Durch Verwendung geeigneter Koordinaten unter Berücksichtigung der Symme- 
trie des Feldes Ü(r) gelingt es häufig, den Hamilton-Operator in eine Summe von 
zwei (oder mehr) Summanden zu zerlegen, so daß jeder Summand nur von einem 
Teil der betreffenden Variablen abhängt. 


Es sei zum Beispiel 
H(q19295) = H(qı) + H(q293). 


In diesem Falle kann man die Lösung der Gleichung (21.1) als Produkt der Funk- 


tionen 


(919293) = Yılqı) 92(9293) (21.8) 
schreiben, die die Gleichungen 


[H(qı) — E] yılga)= 0, 
: [H(g293)— E+ e] y2lq2qs) = 0 


befriedigen; e ıst dabei die zum Hamilton-Operator H(gq,) gehörige Energie. In 
einigen Fällen kann man den Hamilton-Operator in die Gestalt 


H(q19293) = F(qı) + f{gı) ©(q293) 


überführen. Auch in diesem Falle kann man die Lösung der Schrödinger-Gleichung 
als Produkt der Funktionen (21.8) ansetzen; diese Funktionen genügen jetzt den 
Gleichungen 


[D(g293) — €] Yalgaga) = 0; 
[F(q) + fig) e- E] vi) =. 
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8 22*, Die zeitliche Änderung von Zuständen, die durch die 
Diehtematrix beschrieben werden 


In 8 14 ist darauf verwiesen worden, daß der Zustand eines Systems manchmal 
nicht durch eine Wellenfunktion beschrieben werden kann. Es wurde die Dichte- 
matrix 0 eingeführt, mit deren Hilfe man die Mittelwerte einer beliebigen, für 
das System charakteristischen physikalischen Größe berechnen kann. Wir werden 
jetzt untersuchen, wie sich die Dichtematrix im Laufe der Zeit ändert. 

Nach (14.7) werden die Elemente der Dichtematrix durch die Gleichung 


On’nt)= I Wii) az le) ayı(e) (22.1) 
definiert. Aus (22.1) folgt 
Ö lard „ dal) 
—— ’ — W . PER Ü) *(Ü n . 2 
AL; On n(t) 2, (t) | N; A, sr An & i (22 2) 


Zur Berechnung der Ableitungen da!®’/öt setzen wir FÜ —= at) y„(E) in die 


Schrödinger-Gleichung ein: 


(&) 
— HWÜ, 
ot 


Die erhaltene Gleichung multiplizieren wir mit y%*(&) und integrieren sie über 
den ganzen Variabilitätsbereich von £&; so finden wir 


dad: 
ıh a = 3 <m|Hlny a® (22.3) 

mit 
<m|Hiny= | vE(E) Hyn(E) dE. (22.4) 


Jetzt setzen wir (22.3) in (22.2) ein und benutzen (22.1) und die Hermitezität der 
Matrix (22.4). Es wird dann 


2m: : 
es On’n 2 [<n Il) OIn ” Onı<tlAln>]. (22.5) 
1 


In Matrixschreibweise lautet diese Gleichung 
ine _ Ho-— oH.: (22.6) 


Mit Hilfe der Definition (18.3) der quantenmechanischen Poisson-Klammern 
kann man die letzte Gleichung in die Gestalt 


— = {H, olau (22.6) 


bringen. Aus der Matrixgleichung (22.6) kann man die Dichtematrix für einen 
beliebigen Zeitpunkt berechnen, wenn diese zu einer gewissen Anfangszeit be- 
kannt ist. 


6 Dawydow, Quantenmechanik 
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Die Funktionen y,, für die die Koeffizienten a, in (22.1) definiert sind, können 
auch Eigenfunktionen des Hamilton-Operators sein. In diesem Falle haben die 
Matrixelemente (22.4) die besonders einfache Gestalt 


<m|HAln> = Endmn- (22.7) 
E„ sind dabei die Energieeigenwerte. Setzen wir (22.7) in (22.5) ein, so finden wir 


Ößn’n (t) 


ıÄ 
öt 


= (En — En) On’n(t). (22.8) 


Die Gleichung (22.8) kann leicht integriert werden. Sind die Elemente der Dichte- 
matrix zur Zeit t = O gleich p,„ (0), so ist 


f t 
On’n(t) = On’n(O) exp N (E„ = En’) hl ; 


Die Elemente der Dichtematrix zeigen also eine harmonische Zeitabhängigkeit. 
Die Frequenz wird durch die Differenz der Energien in den Zuständen n und w’ 
bestimmt, für dıe das Matrixelement berechnet worden ist. 


III. DER ZUSAMMENHANG DER QUANTENMECHANIK 
MIT DER KLASSISCHEN MECHANIK 


S 23. Der Grenzübergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik 


Wie in $ 17 bemerkt worden ist, unterscheidet sich die Bewegungsgleichung 
eines Teilchens in hinreichend stetigen äußeren Feldern für große Impulse des 
Teilchens nur wenig von der klassischen Newtonschen Gleichung. Wir wollen 
nun den Grenzübergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik 
vollständiger untersuchen. Dieser Grenzübergang ist formal dem Übergang von 
der Wellenoptik zur geometrischen Optik analog. Diese Analogie ist in den ersten 
Arbeiten benutzt worden, die dann zur Schaffung der Quantenmechanik geführt 
haben. 

Man kann die Bedingungen für den Grenzübergang von der Quantenmechanik 
zur klassischen Mechanık am einfachsten untersuchen, wenn man die Wellen- 
funktion in der Form 


pr, t)= exp n S(t, ! (23.1) 


darstellt. Setzen wir (23.1) in die Schrödinger-Gleichung für die Bewegung eines 
Teilchens der Masse u in einem Kraftfeld mit der potentiellen Energie U(r) ein, 
so finden wir die Gleichung 


85_ (79)? 


Öt 2u 


+ Ur) - 5 735 (23.2) 


zur Berechnung der komplexen Funktion S(r, £). 

Falls wir den letzten Summanden auf der rechten Seite der exakten quanten- 
mechanischen Gleichung (23.2) weglassen könnten, würden wir die aus der klassi- 
schen Mechanik [5] bekannte Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung 
erhalten: | 


050 (VS)? 


öt 2u 


+ Ur). (23.3) 
Die Gleichung (23.3) ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in der 
reellen Wirkungsfunktion, die durch die Lagrange-Funktion (L) als das Integral 
t 
So(t, t)= [ Ar, it, t) dt 
a 


definiert ist. Die Bahnkurve eines Teilchens ist in der klassischen Mechanik 
normal zu den Flächen $ = const. Das erkennt man sofort daraus, daß der 


6* 
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Impuls eines Teilchens durch die folgende Beziehung bestimmt wird: 
p= grad Sp. 
Aus dem Vergleich von (23.2) mit der Gleichung (23.3) ersehen wir, daß der 


Übergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik formal dem Über- 
gang h — 0 entspricht, ähnlich wie der Übergang von der relativistischen Mecha- 
nik zur nichtrelativistischen c > oo entspricht. Da A eine konstante Größe ist, 
hat man einen solchen Grenzübergang mit einer gewissen Vorsicht zu verstehen. 
Er ist nur dann gerechtfertigt, wenn die Glieder in der Gleichung (23.2), die A 
enthalten, gegenüber den anderen Gliedern der Gleichung klein sind. 

Wir wollen jetzt feststellen, wann eine klassische Beschreibung quantenmechani- 
scher Systeme möglich ist. Um die notwendigen Untersuchungen. zu vereinfachen, 
behandeln wir stationäre Zustände. In stationären Zuständen hat die Energie 
des Systems einen bestimmten Wert. Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktion 
wird durch diesen Wert vollkommen bestimmt: 


v(= va)ep(-i7): 


Für stationäre Zustände kann man daher in (23.1) die Zeitabhängigkeit in der 


Funktion S(r, t) explizit abtrennen, d. h., man kann 
N 


we 
S(t,t)= o(r)— Et (23.4) 
setzen. Dabei geht (23.2) in die Gleichung 
(Vo)? ihV?o 8 
= He — 23. 
In + UmW-E In 0 (23.5) 


über. Der Übergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik besteht 
nun darin, die Gleichung (23.5) durch die Gleichung der klassischen Mechanik 


(Vo 0) 


Ton (23.6) 


für die Funktion o9 zu ersetzen. og hängt nur von den Koordinaten ab und ist 
mit dem Teilchenimpuls über die Beziehung 


p= grad op (23.7) 


verknüpft. Man kann die Gleichung (23.5) durch die Gleichung (23.6) ersetzen, 


wenn 


(7o0)?> hIV oo (23.8) 


ist. Die Ungleichung (23.8) kann man daher als die Bedingung ansehen, unter der 
die Quantenmechanik in die klassische Mechanik übergeht. 

Unter Verwendung von (23.7) kann man die Bedingung (23.8) in die folgende 
Gestalt bringen: 


p->hldivpl. (23.9) 
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Im Spezialfall einer eindimensionalen Bewegung wird aus der Ungleichung 


(23.9) 


dp 
da| 18 
ai ra 23.1 
_ p? Ir 0x Gi 


oder A» A/2n dA/dx, d. h., die Änderung der Wellenlänge auf der Strecke A/2 
muß sehr klein gegenüber der Wellenlänge selbst sein. Bezeichnen wir die charak- 
teristischen Abmessungen des Systems mit a, so ist dA/dz — A/a, und die Un- 
gleichung (23.10) geht über in die Ungleichung 


Aa. 
Man kann der Ungleichung (23.10) auch die andere Form 


nn (23.11) 


pP>uh 
geben, wenn man die Beziehung p = Y2u(E — U) verwendet. Aus (23.11) folgt, 
daß man ein quantenmechanisches System :genähert klassisch behandeln kann, 
wenn die Teilchen große Impulse haben und sich in einem Feld mit kleinen Gra- 
dienten bewegen. 

Ist die Ungleichung (23.11) erfüllt, dann kann man ein Näherungsverfahren 
zur Lösung quantenmechanischer Probleme entwickeln, mit dem Korrekturen 
zur klassischen Beschreibung berechnet werden. Dieses Verfahren erhielt die Be- 
zeichnung quasıklassische Näherung oder Phasenintegralmethode. Manchmal wird 
dieses Verfahren auch als Wentzel-Kramers-Brillouin-Näherung (WKB-Methode) 
bezeichnet. 


S 24. Quasiklassische Näherung 


Die quasıiklassische Näherung ist ein Näherungsverfahren zur Lösung der 
quantenmechanischen Gleichung (23.5) für die Funktion o(t). Aus o(r) wird die 
Wellenfunktion stationärer Zustände über die Beziehung 


er (+ (a) (24.1) 


berechnet. Die Lösung der Gleichung (23.5) wird als formale Entwicklung 


h (R\2 
o=H+-0+ (>) + (24.2) 


angesetzt. Sind die Voraussetzungen für die quasiklassische Näherung (23.9) 
erfüllt, dann sind die höheren Glieder in dieser Reihe bedeutend kleiner als die 
vorhergehenden, und man kann zur Lösung der Gleichung (23.5) die Methode der 
sukzessiven Approximationen verwenden. 
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Wir setzen (24.2) in die Gleichung (23.5) ein und vergleichen die Koeffizienten 
gleicher Potenzen von Ah. So ergibt sich das gekoppelte Gleichungssystem 


(7oo)?+ 2plU- EI =0, | 


1 
VoV I — 
v01V0o0+ Oo 0, (24.3) 


.. 0 0 0 0 010 080 0 0 080 00 8 808 8 0 Tr Tr oe 


Durch Lösen der ersten Gleichung des Systems (24.3) kann man die Funktion 
oo(t) bestimmen. Aus der zweiten Gleichung berechnet man dann 0; usw. Gewöhn- 
lich beschränkt man sich auf o9 und o,. 

Zur Illustration des Rechenverfahrens behandeln wir den eindimensionalen 
Fall. Die Ableitung nach x werden wir mit einem Strich bezeichnen. Wir können 
dann das Gleichungssystem (24.3) ın die folgende Form bringen: 


(o)*= p*@); 
20, = “, 
& (24.4) 
20, = fan m | | 
° 
Die höheren Näherungen o0,, 05, ... ergeben sich demnach aus der nullten Nähe- 
rung 
0,= + pla)=+ YomE- U) (24.5) 
durch einfache Differentiation. Aus der zweiten Gleichung (24.4) folgt speziell 
H4=-Inyp+inc. (24.6) 


Durch Integration von (24.5) über x erhalten wir oo. Mit Hilfe von (24.6), (24.2) 
und (24.1) können wir dann in der quasiklassischen Näherung die Wellenfunktion 
angeben, die die N bis zu Gliedern der Ordnung #5? erfüllt: 


Cı „® 
x Ei k(z — exp? —i[ klı) dr 24.7 
vie) = Pl fr win »4 [re (24.7) 


a 


mit 
| RSS SEE EEE 
k(x)= — Y2u[lE- U]. 


Der Bereich E > U(x) wird als klassisch erlaubter Bereich bezeichnet. In diesem 
Bereich ist k(z) eine reelle Funktion, und kk(z) ist der Impuls des Teilchens als 
Ortsfunktion. In diesem Bereich kann man die Wellenfunktion (24.7) immer als 
Funktion schreiben, die von zwei im allgemeinen komplexen Parametern ab- 


hängt: 
y(x) = — sin in ke k(a’) de’ + 2 (24.7a) 
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Die Amplitude der Wellenfunktion (24.7a) ist proportional zu 1/Yp. Die Aufent- 
haltswahrscheinlichkeit für das Teilchen in einem kleinen Volumen ist daher im 
wesentlichen proportional zu 1/p, d.h. umgekehrt proportional zur Geschwindig- 
keit des klassischen Teilchens. Die Werte z;, für die E= U(x,) ist, heißen Um- 
kehrpunkte. Das sind diejenigen Punkte, in denen ein klassisches Teilchen zur 
Ruhe kommt, p(z;) = 0, und sich dann in entgegengesetzter Richtung bewegt. 
Die Wellenfunktion (24.7) wird im Bereich von Umkehrpunkten unendlich. Diese 
Divergenz hängt damit zusammen, daß die quasiklassische Näherung nach (23.11) 
für kleine Impulse unbrauchbar wird. zo sei ein Umkehrpunkt. Wir wollen den 
Abstand |x — xzo| bestimmen, in dem man die quasiklassische Näherung noch 
verwenden kann. Dazu entwickeln wir die potentielle Energie im Punkt x = x9 
in eine Reihe und schreiben 
pr= 2u[E- Ua)]= 2u|T 
7 
Diesen Wert setzen wir in (23.11) ein und finden, daß die quasiklassische Näherung 
bis zu Abständen vom Umkehrpunkt anwendbar ist, die die Ungleichung 


x — 2ol: 


1 42 1/3 
2 201>5 au] (24.8) 
dx 
oder 
j 
es SR 24.9 
|x 20>5, . (24.9) 


befriedigen. A ist dabei die dem Impuls im Punkte x entsprechende Wellenlänge 
Der Bereich E < U(z) wird als klassisch nicht erlaubter Bereich bezeichnet. In 
diesem Bereich ist k(z) eine imaginäre Funktion. Wir setzen k(z) = ix(x) mit der 


U ESSENER 
reellen Funktion x(x) = 3 Y2u(U(x) — E) und bringen (24.7) in die Gestalt 


y(z) = nn exp (- [re da’) + + exp (jr) ) de’ )- (24.10) 


Der erste Summand in (24.10) nıimınt mit wachsendem x exponentiell ab, der 
zweite Summand exponentiell zu. Diese quasiklassischen Funktionen können nur 
dann praktisch verwendet werden, wenn bekannt ist, wie die exponentielle 
Lösung an einem Umkehrpunkt an die periodische Lösung anzuschließen ist. In 

ENGE TE 

dU 
Far 
die quasıklassische Näherung nicht verwenden und muß die exakte eindimensionale 
Schrödinger-Gleichung lösen. 

Der Zusammenhang zwischen der periodischen und der exponentiellen Lösung 
ergibt sich aus den Forderungen, daß die exponentielle Lösung für x = a stetig 
in die exakte Lösung übergehen soll; für x = b soll die exakte Lösung stetig an 
die periodische angeschlossen werden. In den beiden folgenden Paragraphen 
werden wir Beispiele für die Verwendung der quasiklassischen Methode angeben 


dem kleinen Intervall (a,b) der Länge um den Umkehrpunkt kann man 
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$ 25*. Die Bohr-Sommerieldsehe Quantisierung 


Wir wollen die Energieniveaus und die Wellenfunktion für ein Teilchen mit der 
Masse u in einer eindimensionalen Potentialmulde wie in Abb. 2 nach der quasi- 
klassischen Methode berechnen. Die potentielle Energie U(xz) ist so beschaffen, 
daß es für eine beliebige Energie E > U(x)min nur zwei Umkehrpunkte gibt, die 
aus der Gleichung | 


Ua)= Ulm)=E 


berechnet werden. In der Nähe des Umkehrpunktes x; sondern wir den Bereich 
bı,aı aus und in der Nähe des Umkehrpunktes xy den Bereich ba, as; in diesen 
Bereichen ist die quasiklassische Näherung unbrauchbar. Diese Bereiche sind in 
Abb. 2 schraffiert. In den Bereichen I und III kann man die Funktionen der 
quasiklassischen Näherung (24.10) verwenden. 


Abb. 2. Bewegung eines Teilchens in einer eindimensionalen Potentialmulde 


Die Funktionen, die in diesen Bereichen bei Entfernung von den Umkehr- 
punkten exponentiell abnehmen, sind 


vl) = Mn] exp u fra‘) | R z< a, (25.1) 
yınlz) = rn | - za‘) ul, z>.a. (25.2) 


Die periodische Lösung mit den beiden willkürlichen Konstanten A und «& 
kann man nach (24.7a) in der Form 


A. © | 
yılz) = — sin | f k(a’) da’ + a8 b<sıZzb (25.3) 


Yp 


schreiben. Wie schon oben bemerkt worden ist, kann man die quasiklassische 
Näherung in den Bereichen a,, bı und as, ba nicht verwenden. Hier muß man die 
Schrödinger-Gleichung lösen, die man in die Gestalt 

d’y au 

Ewa ky=0 mit K= 5 [E- Ule)] (25.4) 
bringen kann. Sehen wir uns die Gleichung (25.4) in dem kleinen Bereich (a,, bı) 
an. 


$ 25*.. Die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierung 75 


In diesem Bereich kann man die potentielle Energie in eine Reihe entwickeln 
und nur die ersten beiden Glieder beibehalten: 


Deere, Pe | } 


de 


Setzen wir diesen Ausdruck in die Gleichung (25.4) ein, so erhalten wir die Glei- 
chung 
h? d? 
7 I + Fe- 2) ee (25.5) 
Wie in $ 28 gezeigt wird, wird die nichtnormierte Lösung dieser Gleichung durch 
die Airysche Funktion ®(£) gegeben: 


vl — xı)= DE) 


I 8 2). (25.6) 


mit 


Nach (24.8) werden die Grenzen des Bereichs, in dem man die Lösung der Glei- 
chung (25.5) verwenden muß, durch die Ungleichung 
4 2 \ 1/3 
e-21>5 (Tag oder |E»>1 
urn 
2 T 


bestimmt. Uns interessiert die Lösung von (25.5) nur an den Grenzen dieses Be- 
reichs. Man kann daher für die Funktion y an den Bereichsgrenzen die asympto- 
tische Darstellung für die Airysche Funktion für |$|> 1 verwenden. Wir benutzen 
(28.18) und die asymptotische Darstellung der Bessel-Funktionen für große 
Werte des Argumentes (s. Anhang D) und finden 


= Ei exp u En | für E>1; 


yv(&)= (25.7) 


[ei % in ze + “ für E< —1. 


Fürz > aı1st 


und folglich 


2 2 1/2uF 
2m 2.2} (x — u) = J kty) dy. 


Für x < zı haben wır 
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und demnach 


Somit kann man die Lösung der Gleichung (25.5) an den Grenzen des Intervalls 
ay, bi ın der Gestalt 


| ae - [*W ey an der Grenze a;; 
2 Yıpl R 
x)= (25.8) 
275 A k(y) dy+ ns an der Grenze bı 
pP & 


schreiben. Aus dem Vergleich von (25.8) mit (25.1) und (25.3) ersehen wir, daß 
die Wellenfunktion aus dem Bereich I stetig in den Bereich II übergehen wird, 
wenn 


B=4A, 2Cı=A und a= (25.9) 

sind. 
Die Lösung der Gleichung (25.6) an den Grenzen des Intervalls ba, aa um den 
zweiten Umkehrpunkt kann man unmittelbar aus (25.8) erhalten. Dazu kehrt 


man die Richtung der x-Achse um und verwendet x; als feste Integrationsgrenze. 
Auf diese Weise bekommen wir 


2 | f x(z’) | an der Grenze a; 
Sein en k(a’) de’ + 7 an der Grenze ba. 


Tr % 


Mit (25.9) formen wir die Lösung (25.3) um in 
yılz)= sin [ht k(z ) de’ Fr er 


in Re k(x’) da” +5 + fr ka Dar, (25.11) 


(25.10) 


" 


Jetzt sehen wir: Die Lösung (25.10) gewährleistet einen stetigen Übergang der 
Wellenfunktion (25.11) aus dem Bereich II in die Wellenfunktion (25.2) des 


Bereichs III, wenn die Bedingungen 


—- Il = (— 4)rr1 A 


und 


Se )dr- — nn mitt n=0,1,2,... 
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Ta 
erfüllt sind. Weiter führen wir das Phasenintegral $ pde=2 f pdx entlang des 


= 
Weges vom Punkte x, nach x, und zurück von zz nach x; ein, d.h. das Integral 
über eine ganze Periode der klassischen Bewegung. Damit bringen wir die letzte 
Gleichung in die Gestalt 


1 
Ö pde= Ir (n+). (25.12) 


Die Gleichung (25.12) bestimmt im quasiklassischen Fall die stationären Zu- 
stände des Teilchens. Sie entspricht der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungs- 
vorschrift. 

Außerhalb des Intervalls z),23 nimmt die Funktion y exponentiell ab, im 
Intervall selbst ist die Funktion 


vr) = nt [He k(a’) de’ + | (25.13) 


periodisch. Die Phasenkonstante ım Sinus von [kar) ) dr’ +7 — ändert sich dabei 


nach (25.12) von ne auf (r + 2) r, wenn sich x von x; bis xy ändert. Die Funktion Y 
+ 


verschwindet folglich in diesem Intervall n-mal. Die Quantenzahl n ın der Formel 
(25.12) gibt also die Zahl der Knoten der Wellenfunktion zwischen den Umkehr- 
punkten an. Nach (24.9) ist die quasiklassische Näherung nur bis zu einem Ab- 
stand von einigen Wellenlängen an die Umkehrpunkte heran gültig. Die Lösung 
(25.13) ıst daher nur dann eine gute Näherung, wenn der Abstand zwischen den 
Umkehrpunkten sehr viele Wellenlängen beträgt, A<&x3 — xı. Man kann die 
quasiklassische Näherung mit anderen Worten nur für Zustände mit großen Quanten- 
zahlen n verwenden. 

Die quasiklassische Funktion (25.13) ist eine rasch veränderliche Funktion. 
Man kann deshalb bei der Bestimmung der Konstanten A aus der Normierungs- 
bedingung für die Funktion ım Intervall x,, x das Quadrat des Sinus durch dessen 
Mittelwert 1/2 ersetzen. Dann erhalten wir 

2 2 

2 dr 


a P_ 


A= 


u | dx/p — T/2 ist die Zeit, die das Teilchen braucht, um die Strecke & — zı 


zurückzulegen. Mit dieser Größe kann man die Kreisfrequenz für die periodische 
Bewegung des Teilchens, = 2r/T, einführen. 

Wır drücken A durch diese Frequenz aus und finden aus (25.13) die normierte 
Funktion für die quasiklassische Bewegung 


| Ru . [1 Te 
via) = ) z sın rn} pdz+ 7 : 
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Als einfachste Anwendung der quasiklassischen Methode zur Berechnung der 
Energie stationärer Zustände behandeln wir den harmonischen Oszillator, d.h. 
ein System mit der potentiellen Energie U(z) = uw?x?/2. Die Umkehrpunkte be- 
zeichnen wir mit <—=-+a; dann sind E=uw2a?/2 und p=uwy Ya? — a2. 
Folglich ist 


E 
$ pde= re 


Den erhaltenen Wert setzen wir in (25.12) ein und bekommen die Energien der 
stationären Zustände für große n: 


E= han n+5). (25.14) 


Wie in Kapitel V gezeigt wird, wird die Energie der stationären Zustände eines 
harmonischen Oszillators bei exakter Lösung der Schrödinger-Gleichung für alle 
Werte von n durch die Formel (25.14) gegeben. 

Die Arbeiten von A. SokoLow u.a. [6] befassen sich mit der Entwicklung der 
WKB-Methode zur näherungsweisen Berechnung der Energieeigenwerte für ein 
Teilchen in einem Zentralfeld. 


S 26. Durchdringen eines Potentialwalls. Bewegung eines Teilchens über einem 
Potentialwall und in einem Potentialtopf 


Wie schon erwähnt wurde, kann man die quasiklassischen Lösungen (24.7a) 
für den klassisch erlaubten Bereich und (24.10) für den klassisch nicht erlaubten 
Bereich für alle x in einem gewissen Abstand von den Umkehrpunkten ver- 
wenden, wenn die potentielle Energie eine stetige Funktion von z ist. Falls ein 
Potential in einem Punkt (der kein Umkehrpunkt ist) einen Sprung enthält und 
abgesehen von dem Sprung eine stetige Funktion von & ist, so kann man in den 


U) 


0 l EL 


Abb. 3. Bewegung eines Teilchens an einem Potentialwall 


durch den Sprung getrennten Bereichen ebenfalls die quasiklassischen Wellen- 
funktionen verwenden. Die Anschlußbedingungen für die Wellenfunktionen auf 
beiden Seiten des Potentialsprunges sind: Stetigkeit der Wellenfunktion und deren 
Ableitung an der Sprungstelle. 
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Wir wollen die Anwendung der quasiklassischen Näherung für ein Potential 
mit Sprüngen erläutern. Dazu betrachten wir ein Teilchen in einem Feld mit der 
potentiellen Energie, wie siein Abb. 3 dargestellt ıst. Nach der klassischen Mecha- 
nik wird das Teilchen an dem Potentialwall reflektiert, wenn die Gesamtenergie E 
des Teilchens kleiner als das Maximum Umax der potentiellen Energie ist. Für 
E > Umax fliegt das Teilchen ungestört über den Potentialwall hinweg. Der 
Potentialwall ist für ein klassisches Teilchen mit E > Umax völlig durchlässig; 
für E< Umax ist der Potentialwall ein vollkommener Spiegel. In der Quanten- 
mechanik sind diese beiden Behauptungen dagegen nicht richtig. Es gibt immer 
eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Teilchen für E < Unax den Poten- 
tialwall durchdringt und daß es für E > U nax an dem Wall teilweise reflektiert 
wird. Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten teilen wir den ganzen Bereich 
in die drei Teile I, II und Ill ein (s. Abb. 3). In den Bereichen I und III bewegt 
sich das Teilchen frei. Wir werden annehmen, daß das Teilchen mit einer be- 
stimmten Energie und dem Impuls p = /hk, von links, von negativen x her, an- 
kommt. Im Bereich I wird die Wellenfunktion durch die Überlagerung zweier 
Wellen gegeben: | 

yı= Aeiko@ + Berikor, (26.1) 
A ist dabei die Amplitude der Wellenfunktion der „einfallenden“ Teilchen, B die 
Amplitude der Wellenfunktion der ‚reflektierten‘“ Teilchen. Im Bereich III . 
haben wir nach unserer Voraussetzung nur auslaufende Teilchen 


yınlv) = Ceike*, (26.2) 
Wir definieren den Reflexionskoeffizienten R und den Durchlaßkoeffizienten D 
des Potentialwalls als das Verhältnis der Stromdichte der reflektierten bzw. der 
durchgelassenen Teilchen zur Stromdichte der einfallenden Teilchen. Mit der 
Definition der Stromdichte (s. $ 15) finden wir in unserem Falle 
2 
R= : 


B 
— (26.3) 


2 C 
’ D=|—. 
4 


Zur Berechnung dieser Größen muß man die Bewegung des Teilchens im Bereich II 
untersuchen. 

Zunächst betrachten wir den Fall E = h?k?/2u <Upmax- In diesem Falle ist 
der Bereich II klassisch nicht erlaubt. Für ein stetiges Potential kann man die 
quasiklassische Funktion (24.10) als Wellenfunktion verwenden 


yı= oh exp (rw dy) + Pexp (- SW )} 


w und dy/dz müssen für x = 0 und x =/ stetig sein. Aus diesen Bedingungen 
erhalten wir vier Beziehungen zwischen den fünf Koeffizienten A, BD, C,& und ß. 
Mit diesen Beziehungen kann man & und ß eliminieren und die Verhältnisse B/A 
und C/A bestimmen. Sind die Voraussetzungen für die quasiklassische Näherung 
erfüllt, dann ist x(x) eine stetige Funktion von x. Bei der Berechnung der Ab- 
leitung dy/dx braucht man daher die x-Abhängigkeit nur im Exponenten zu be- 
rücksichtigen. So erhalten wir für x = 0 


Ya(A+ B)=a+Bß, 


en 26.4 
iko(A— B)= Ya (& — ß) 


a) 
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mit 
1 
a= x(0)= -—- Y2u[U(0) - E] 


Entsprechend haben wir noch zwei Beziehungen im Punkte z =! 


we + Ber=l Vbeikot, ee 
Vbla er — Be-r]= ikgCeikol (26.5 

mit 
= 2 Palo: Dr $ V2ulU@) —- Ejde. (26.6) 


Aus den Gleichungen (26.5) finden wir 


ah 
«= 5(16+ 72) C exp (ikol = y), 


Yb 


P= 5 (15 - N) Cexp Üikol + y). 


y 


Die quasiklassische Näherung ist nur für genügend „breite“ Wälle brauchbar, 
füry =x»l»> 1; daher ist x < ß. Bei der Berechnung von C/A aus (26.4) können 
wir demnach «& vernachlässigen und bekommen 


A 1 _ Ya (v5 - ) 

Ya ko Yb 
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (26.3) finden wir den Durchlaßkoeffizienten 
für den Potentialwall 


C 4 exp(— ik) — y) 


16e??7 2 U 
D= —— 3 _ — 2 — E]da%. 26.7 
ee [VRR Earl. 067 
a - 2 
ko ab b 
Die Formel (26.7) ist unter der Voraussetzung hergeleitet worden, daß sich das Teilchen 


vor und hinter der Barriere frei bewegt und daß Ua <0)= Ulx>!) = (0 ist. Für 
Uz<0)=0 und Ür>)d)= U, +0 ist 


Lg k. = 
FrER ik Ace j Be 7 
Yın = tet, y= 7 y2 u(E-U), = n V2uE. 


In diesem Falle werden die Formeln (26.3) abgeändert: 
2 ko 


hg 


cl 
A 
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Für genügend ‚breite‘‘ Barrieren ist ferner 


e 4exp(—ıkol —y) 
"le 
Va ik 
Folglich haben wir 
l 
16 Ii,e 29 2 
a ne V2 u(Ula) — E)da 
b ab k2 akz h 
iY —-+ 
(- at =; 0 


Der Näherungsausdruck (bis auf einen Faktor vor der Exponentialfunktion) 
DEN .f YaulU@)- 5) ce (26.8) 


für den Durchlaßkoeffizienten gilt A für allgemeinere, genügend stetige (damit 
die quasiklassische Näherung verwendet werden kann) Potentialbarrieren. Die 
Punkte x; und x, werden dabei aus der Bedingung bestimmt, daß der klassische 
Impuls verschwindet oder aus 


Um)=-Um)=E. 
Der Reflexionskoeffizient ergibt sich aus der Beziehung 


1=R+D, (26.9) 


die unmittelbar aus der Kontinuitätsgleichung für die Stromdichte folgt, die 
Stromdichte der einfallenden Teilchen muß gleich der Summe der Stromdichten 
der reflektierten und der durchgelassenen Teilchen sein. 

Nach Formel (26.7) nımmt der Durchlaßkoeffizient eines Potentialwalls stark 
ab, wenn die Masse des Teilchens größer wird. Bei der Vergrößerung der Elek- 
tronenmasse bis zur Masse des Protons nimmt die Durchlässigkeit einer Barriere 
zum Beispiel eVY1840  1018mal ab. 

Betrachten wir jetzt ein Teilchen mit einer Energie größer als die Energie der 
Potentialbarriere (E > U max). In diesem Falle ist der Bereich II klassisch erlaubt, 
und die quasiklassische Wellenfunktion ist nach (24.7a) 


T 


en 
Yyı= ——sin [rwar+? . 
) 


Yk(z) 


Wir setzen die Funktionen und ihre Ableitungen in den Punktenz=0 und« =/ 
einander gleich und erhalten die vier Beziehungen 


Ya(A+B)= «sin ß, 
ik)(A-BD)=« ya cos ß, 
«sin(o+ B)=C Vbeikl, 


\_ (26.10) 
Yba cos(® + BP) = ikoleike, 
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wobei jetzt a=k(0), b=k(l) und 


l 
p= „| RT de (26.11) 
0 


sind. 
Wir lösen das Gleichungssystem (26.10) und bekommen 
B iko(b— a) +(kg— ab) igp 


A ikolb+a)+(kd+ab)tgp 


Der Reflexionskoeffizient einer Potentialbarriere wird demnach für E > U aax 
durch den Ausdruck 
? kö(b— a)?+ (kö— ab) tg? 


de 4 “ k2(b+ a)? + (k2-+ ab)? tg? 


(26.12) 
gegeben. Hat das Potential in den Punkten O und / denselben Wert, dann ist 
ES SSSERATERFRRNEN 
a=b=— Y2ulE-U()], 


und der Reflexionskoeffizient (26.12) erhält die einfachere Gestalt 


2:52 
ee (26.13) 
 Akda?+ (kö+ a?)?ıig?o 


Aus (26.13) und (26.11) folgt, daß die Potentialbarriere unter der Bedingung 
I 


S[YV2ulE-Ul)]de= neh mit n=1,2,... 
0 


für ein Teilchen vollkommen durchlässig wird. Nach der Definition des Mittel- 


wertes können wir 
1 


J V2u(E-Uß)) da= Ip 

0 
schreiben, wobei 5 der Mittelwert des Impulses des Teilchens im Bereich des 
Potentialwalls ist. Die Durchlässigkeit des Walls wird also aus der Bedingung 
nn so können wir dafür auch /= nn 
schreiben, d. h., die Länge der Barriere muß ein ganzzahliges Vielfaches von 4/2 
sein. 

Der Ausdruck (26.13) gibt auch den Reflexionskoeffizienten für ein Teilchen 
an einem Potentialtopf an, wenn man bei der Berechnung von 9 in der Formel 
(26.11) beachtet, daß zu einem Potentialtopf (Anziehung) U(x) < 0 gehört. 

Um die Anwendung der oben abgeleiteten Formeln zu illustrieren, wollen wir 
die Wahrscheinlichkeit für die Emission von Elektronen aus einem Metall in 


IB = nrCAh bestimmt. Setzen wir 5 = 
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einem starken äußeren Feld (kalte Elektronenemission) berechnen. Ist kein Feld 
vorhanden, wird die potentielle Energie eines Elektrons innerhalb und außerhalb 
des Metalls durch die Kurve U(x) in Abb. Aa dargestellt. Im Metall hat das 
Elektron die Energie E < U,, wenn Un die potentielle Energie des Elektrons 
außerhalb des Metalls ist. 

Damit ein Elektron aus dem Metall herausfliegen kann, muß ıhm die Energie 
o= Ug— E (etwa 5—10eV) erteilt werden; diese Energie wird als Austritt- 
arbeit bezeichnet. 

An das Metall werde jetzt ein äußeres Feld mit der Feldstärke E,„ angelegt. 
Nun muß man zur potentiellen Energie U(x) außerhalb des Metalls noch die 
potentielle Energie des Elektrons im äußeren Feld addieren (—eE,x). Dabei 
ergibt sich die Potentialkurve in Abb. Ab. 


Abb. A. Potentielle Energie eines Elektrons an der Grenzfläche Metall— Vakuum: a) ohne 
äußeres Feld, b) in einem äußeren homogenen elektrischen Feld. E ist die Ennergie des 
Elektrons, @ die Austrittsarbeit, U, die Höhe des Potentialwalls 


Wird an das Metall ein Feld angelegt, so kann das Elektron aus dem Metall 
heraus ins Vakuum gelangen, indem es die Potentialbarriere durchdringt. Der 
Bereich, in dem sıch das Potential an der Metalloberfläche stark ändert, ıst von 
der Größenordnung der Atomabmessungen, d.h. bedeutend kleiner als der Ab- 
stand a, indem U(xz) = E ist. Um die Rechnungen zu vereinfachen, kann man daher 
die Potentialkurve ım Abschnitt 0a durch eine Gerade ersetzen, d. h., man kann 


Ua) — E=9- eE,x 


setzen. Diesen Ausdruck verwenden wir in (26.7) und erhalten für den Durchlaß- 
koeffizienten der Potentialbarriere an der Metalloberfläche 


4 Y2u 
Dr exp [een —eE,x) dx ee ven). 
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IV. ELEMENTARE DARSTELLUNGSTHEORIE 


S 27. Verschiedene Darstellungen des Zustandsvektors 


In $8$ 2 und 3 haben wir zur Darstellung eines Zustandes die Wellenfunktion 
Ya(E,t) verwendet, die zu einem gegebenen Zeitpunkt i eine Funktion aller 
Koordinaten £ ıst. Der Index a an der Wellenfunktion gibt den Satz der physika- 
lischen Größen oder der entsprechenden Quantenzahlen an, die den Zustand be- 
stimmen. In diesem Zusammenhang bezeichnet man den Index a gewöhnlich als 
Zustandsindex. 

Die Beschreibung eines Zustands durch eine Ortsfunktion (Wellenfunktion) 
wird als Ortsdarstellung bezeichnet. Das Betragsquadrat der normierten Wellen- 
funktion gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte an, in dem gegebenen Zustand be- 
stimmte Werte der Koordinaten & zu beobachten. Der Buchstabe £, der die 
Gesamtheit aller Veränderlichen bedeutet, von denen die Wellenfunktion abhängt, 
heißt Index der Darstellung. 

In den ersten drei Paragraphen dieses Kapitels werden wir Zustände in einem 
bestimmten Zeitpunkt untersuchen, daher werden wir die Zeit nicht explizit 
angeben. Neben der schon benutzten Bezeichnung der Wellenfunktion y,(£) ın 
der Ortsdarstellung werden wir noch die von Dırac eingeführte Bezeichnung mit 
den Klammern <(£|ay verwenden, d. h., wir setzen 


YalE) = (la). (27.4). 


Wir werden ım folgenden die Vorzüge dieser Bezeichnungen kennenlernen. 

Nach Dirac [7] wird der Zustand a eines quantenmechanischen Systems durch 
den Zustandsvektor ‚‚ket““ |a» oder durch den Zustandsvektor ‚bra““ <a| be- 
schrieben. Zwischen dem Zustandsvektor ‚bra“ und dem Vektor ‚.ket‘“ für ein 
und denselben Zustand besteht die einfache Beziehung 


<a| = |ay!. 


Hermitesche Operatoren F = F? wirken auf ket-Vektoren von links und auf 
bra-Vektoren von rechts und überführen sie ın andere Zustandsvektoren ‚‚ket‘“ 
bzw. ‚„bra“. Für 

6 = Fla) 


haben wir zum Beispiel 
(bl = (Flay)' = <alF}= (alF. 
Die Bezeichnungen ‚‚bra“ und ‚‚ket‘ entspringen den beiden Teilen des englischen 


Wortes bracket = Klammer, weil die Klammer <5|F] a) die Matrixelemente des 
ÖOperators zwischen den Zustandsvektoren |a) und <b| bedeutet. Das Skalar- 
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produkt dieser beiden Zustandsvektoren wird durch die Klammer bla) be- 
zeichnet; dabei ist (bla) = <a|byT. Auf 1 normierte Zustandsvektoren erfüllen 
die Bedingung (ala) = 1. 

Die Ortsdarstellung des Zustandsvektors |a) wird durch die Wellenfunktion 
(27.1) gegeben, die von den Koordinaten & abhängt. Nach der Definition des 
Skalarproduktes “blay kann man die Wellenfunktion der Ortsdarstellung (27.1) 
als Skalarprodukt des Zustandsvektors |a) und der Zustandsvektoren |E) für 
alle möglichen Werte der Koordinaten & auffassen, die als Zustandsindizes an- 
gesehen werden. Mit anderen Worten: Die Gesamtheit der Werte von <£&| a) ist 
die Gesamtheit der Projektionen der Zustandsvektoren auf das vollständige 
System der „bra““-Vektoren (£|. 

Die Ortsdarstellung (27.1) des Zustandsvektors ist nicht die einzig mögliche. 
Bekanntlich kann man im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum einen beliebigen 
dreidimensionalen Vektor durch seine Komponenten in bezug auf ein willkürlich 
gewähltes Basissystem aus drei orthogonalen Einheitsvektoren &;, €, 3 festlegen. 
Genauso kann ein Zustandsvektor im Hilbert-Raum durch ‚‚seine Komponenten 
(Koordinaten) angegeben werden. Als Basisvektoren dienen im Hilbert-Raum 
vollständige Systeme orthonormierter Funktionen. Wir wissen bereits (s. 88 9 und 
10), daß die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines beliebigen hermiteschen Ope- 
rators der Quantenmechanik ein vollständiges örthonormiertes Funktionensystem 
bilden; man kann deshalb jede beliebige solche Gesamtheit von Funktionen als 
Basissystem verwenden. 

Die Gesamtheit der Entwicklungskoeffizienten in der Entwicklung der Zu- 
standsvektoren y, = |a) nach den Eigenfunktionen des Operators F bezeichnet 
man als die Wellenfunktion des Zustandes ‚‚a“ in der F-Darstellung. Man kann 
also einen Zustandsvektor in der Energiedarstellung (E-Darstellung), der Impuls- 
darstellung (p-Darstellung) usw. angeben. | 

Wir wollen das Obige an Beispielen erläutern. Der Einfachheit halber behandeln 
wir den Zustand eines Teilchens. Zur Beschreibung des Zustandes wählen wir zwei 
Basissysteme: /. die Eigenfunktionen eines Öperators mit einem diskreten 
Eigenwertspektrum und 2. die Eigenfunktionen eines Operators mit einem konti- 
nuierlichen Eigenwertspektrum. Die erhaltenen Ergebnisse kann man leicht für 
Operatoren verallgemeinern, die sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches 
Eigenwertspektrum haben. 

a) Energiedarstellung (E-Darstellung). Zur Darstellung des Zustandsvektors 
la) wählen wir als Basisfunktionen die Eigenfunktionen eines Hamilton-Opera- 
tors mit einem diskreten Eigenwertspektrum. In der Ortsdarstellung bezeichnen 
wir diese Funktionen mit 


PE,(E) = “EIEnD- (27.2) 
Für die konjugiert komplexen Funktionen verwenden wir die Bezeichnungen 
od) = (EnlE>. (27.3) 
Es ist also 
EnlE> = KEIEnD?. (27.4) 
Die Orthonormiertheit der Eigenfunktionen (27.2) kann man in der Form 
ler, Orr, (d = Öp,E, (27.5) 
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ausdrücken oder mit der Diracschen Bezeichnung: 
fa Eml&> <E|En? = <Em| En? = dx .£,; (27.5a) 


Wir wollen jetzt von der Ortsdarstellung y,(&) = (ja) zur Energiedarstellung 
des Zustandsvektors y, = ja) übergehen. Dazu entwickeln wir die Funktionen 
der Ortsdarstellung nach den Basisfunktionen (27.2) und erhalten in den beiden 


Schreibweisen 
va() = N 9r,(8) ValEn) D (27.6) 
En 
Ela» = I<EIEn) <Enlar. (27.6) 
En 


Die Gesamtheit der Entwicklungskoeffizienten y,(E„) = (E„la> ıst die Wellen- 
funktion für den Zustand a in der Energiedarstellung. 

Die unabhängige Veränderliche der Wellenfunktion in der Energiedarstellung 
ist die Energie des Systems, die einen diskreten Satz von Werten annimmt. Das 
Betragsquadrat der Wellenfunktion in der Energiedarstellung gibt die Wahr- 
scheinlichkeit an, für das System die betreffende Energie zu finden, d.h. 


W(E,)= |ya(En)|?’ = I<Enla>|?. 


Waren die Funktionen in der Ortsdarstellung normiert, so sind auch die Funk- 
tionen in der neuen Darstellung normiert. Davon kann man sich leicht überzeugen, 
indem man die Ausdrücke 


in die Normierungsbedingung für die Funktionen in der Ortsdarstellung (&-Dar- 
stellung) | 
FE <alE> <&lay = 1 


einsetzt. Unter Beachtung von (27.5a) finden wir dann 


I<alEn)> <Enla =3 |va(En)?=1. 


Das ist aber die Normierungsvorschrift für die Wellenfunktionen in der Energie- 
darstellung. 

Da die Basisfunktionen (27.2) orthonormiert sınd (27.5a), kann man aus (27.6) 
auch die inverse Transformation 


valEn) = [ dEPE (8) Yald) (27.7) 


<E„lay = [d& CE|E> <Ela) (27.7a) 


oder 


erhalten. 

Aus (27.7a) folgt, daß die Funktionen der Ortsdarstellung <(£ja)> mit Hilfe der 
Funktionen (E„|E> = (E|IE„>! in die Funktionen (E„|a> der Energiedarstellung 
transformiert werden. Die Transformation (27.6a) überführt die Funktionen der 
E-Darstellung in die Funktionen der &-Darstellung. Diese Transformation wird 
durch die Funktionen (£|E„> realisiert, die die Eigenfunktionen des Hamilton- 
Öperators in der Ortsdarstellung sind. 
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b) Impulsdarstellung. In der Impulsdarstellung (p-Darstellung) sind die Basis- 
funktionen die Eigenfunktionen des Impulsoperators 


90) = (El. (27.8) 
Sie sind orthonormiert: | 
faep&(& P(E) = dp’ p) 
oder 
faE <pPI® <&Ip> = <p/Ip> = 8(p’' — P)- (27.9) 


Wir entwickeln die Funktion y,(£) für den Zustand a nach dem vollständigen 
Funktionensystem (27.8) und finden 


vald)= [dp Pr(E) Yalp) 
<Elay = [dp <Elp> <pla>. (27.10) 


Die Funktionen w,(p) = (pla> bestimmen den Zustandsvektor ja) in der 
Impulsdarstellung. Das Betragsquadrat dieser Funktionen ist die Wahrschein- 
lichkeitsdichte im Impulsraum 


u 
ot = Kplayl?= Vale) 27.11) 


oder 


Die zu (27.10) inverse Transformation ist 
(play = [dE <pl&> <Elay. 


Der Zustandsvektor |a> eines Systems kann also durch mehrere Wellenfunk- 
tionen dargestellt werden, die von verschiedenen Veränderlichen abhängen; das 
kann man im folgenden Schema zusammensiellen: 


(Ela); &-Darstellung; 
lay»— | <Enla), E-Darstellung; 
(play, p-Darstellung; 


Im allgemeinen erfolgt der Übergang von der Wellenfunktion <m|a) in der m- 
Darstellung zu irgendeiner anderen Darstellung, zum Beispiel zur g-Darstellung, 
nach der Beziehung 


(gla> = 2, <glm) <mla). (27.12) 


Die Transformationsfunktionen (gjm> sind dabei die Eigenfunktionen des Opera- 
tors für die Größe m in der g-Darstellung. Die zu (27.12) inverse Transformation 
hat die Gestalt 
(mlay = I, <mlq> <qlay; (27.13) 
q 


wobei die Transformationsfunktionen <m|g> = <gq|m>! die Eigenfunktionen des 
Operators für die physikalische Größe g in der m-Darstellung sind. Durchlaufen 
die Veränderlichen m in (27.12) oder q in (27.13) eine stetige Folge von Werten, so 
ist die Summe durch ein Integral über alle Werte dieser Veränderlichen zu er- 
setzen. 
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Die Formeln (27.12) und (27.13) zeigen, wie bequem die Diracsche Schreibweise 
für die Zustandsvektoren bei der Untersuchung des Überganges von einer Dar- 
stellung zu einer anderen ist. 

Man kann tatsächlich die Formeln (27.12) und andere formal aufschreiben, 
wenn man beachtet, daß auf Grund der Vollständigkeit der Eigenfunktionen der 
Operatoren ($$ 9, 10) die Beziehungen 


N lam?=3Im> <m|=A1 oder [dpla,?=[dplpy<pl=1 (27.14) 


usw. gelten. Es ist also zum Beispiel 


(qlay= [dp <qlp> <pla>. 


Man kann diesen Prozeß fortsetzen, zum Beispiel 


<glay = [dp <glp> <play=[dpdE <glp> <pl&> <Elay. 


Sehen wir uns die Gestalt einiger Funktionen für die Transformation von einer 
Darstellung in eine andere explizit an. 
l. Die explizite Gestalt der nach (27.9) normierten Eigenfunktionen des Im- 
pulses (27.8) in der Ortsdarstellung ist (s. $ 10) 
<tlp> = (2rk)"?/? exp (i A 
Diese Funktion transformiert die Impulsdarstellung ın die Ortsdarstellung. Die 
Funktion für die inverse Transformation 
plr> = (Ach) exp (-) 
ist die Eigenfunktion des Ortes in der Impulsdarstellung. Sie ist das konjugiert 
Komplexe zur Funktion für die direkte Transformation. 
2. Die Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators kann man in der ÖOrts- 
darstellung in der Form 


Yım(0, @) = «9, olImy = (Elim 9 (27.15) 


schreiben; die Winkel 6 und & geben die Richtung des Einheitsvektors zu dem 
betreffenden Raumpunkt hin an. Die Funktionen (27.15) sind nach der Vor- 
schrift 


[YE0, 9) Yım(0p) dQ=[dQ <Imdp> Bpll'm’y— dydum (27.16) 


normiert. Sie realisieren die Transformation von der Drehimpulsdarstellung zur 
Ortsdarstellung; die Funktion <lm|$p> bewirkt den inversen Übergang von der 
Ortsdarstellung zur Drehimpulsdarstellung. Mit Hilfe des Einheitsvektors 
n = t/r, dessen Richtung durch die Winkel 60 und @ gegeben wird, hat man 


<ImIny = <Im|0p). 
Diese Funktionen sind folgendermaßen normiert: 


Denim) <im|n’y= <n|n’y = d(n— m). 
I 


„m 
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Die Winkel © und Ö sollen die Richtung des Impulsvektors festlegen. Die 


Funktionen 
Yınl9,d)=Yın (*) = Em) 
pP pP 2 


sind dann die Eigenfunktionen des Drehimpulsöperators in der Impulsdarstellung. 


Wie schon früher bemerkt worden ist, sind die Zustandsvektoren nur bis auf einen 
Phasenfaktor ei@ vom Betrag 1 bestimmt. Man wählt diesen Faktor so, daß die Beschreibung 
möglichst einfach wird. Bei einigen Anwendungen verwendet man zum Beispiel zweck- 
mäßiger die Funktionen y„ = i! Y]„(, 9) statt der Funktionen (27.15). 
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In der Ortsdarstellung sind die Operatoren Funktionen der Koordinaten und der 
Ableitungen nach den Koordinaten. Wendet man diese Operatoren auf Funk- 
tionen in der Ortsdarstellung an, so ergeben sich andere Funktionen derselben 
Darstellung. Zum Beispiel wird die Anwendung des Operators F auf die Funktion 
al) durch die Gleichung 

yol5)= Fyals) 


definiert oder mit Diracschen Bezeichnungen 
Elb>= F<£lay. (28.1) 


Geht man von der Ortsdarstellung zu einer anderen Darstellung des Zustands- 
vektors über, so muß man auch die Operatoren transformieren. Wir wollen die 
Gestalt des Operators F in der Energiedarstellung bestimmen. Dazu transfor- 
mieren wir die Funktionen der Ortsdarstellung 


Elay = D<ElEn» <Enla>; 
Ey = I KElEn> <Enlb>. 


Die erhaltenen Ausdrücke setzen wir in (28.1) ein. Dann multiplizieren wir diese 
Gleichung von links mit <E„|E> und integrieren über &. Unter Benutzung der 
Orthogonalitätseigenschaften 


JE <EmlEr <EIER) = Emn 


finden wir 


mit 


(EmlFlEn> = (d£ EmlE> F<SlEn» = (dep (OFyz,(d) = fun (28:9) 


Kennen wir alle Größen (28.3), dann können wir nach der Formel (28.2) vom 
Zustandsvektor |a), der in der Energiedarstellung durch die Funktion (E„|a> 
gegeben wird, zum Zustandsvektor |b) übergehen, der in der Energiedarstellung 
durch die Funktion (E„|b> gegeben wird. Man muß daher die Gesamtheit aller 
Größen (28.3) als den Operator F in der Energiedarstellung ansehen. 
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Die: Gesamtheit aller Zahlen Fin, die im allgemeinen Fall komplex sind, bildet 
die Matrix (Fun). Die Größen Fan = «Em|F|En> selbst heißen die Matrixele- 
mente des Operators F in der Energiedarstellung. 

Sind die Energieniveaus E„ nicht entartet, dann ist die Matrix (Fun) ein 
quadratisches Schema mit unendlich vielen Zeilen und Spalten. Die Zeilen werden 
durch den Index m numeriert, die Spalten durch den zweiten Index n. Im Falle 
einer Entartung charakterisiert jeder Index m und n mehrere Quantenzahlen (die 
manchmal explizit angegeben werden), die zur Festlegung des Zustands.notwendig 
sind. Die Matrix 

(Fran) = ((a’b’c’...|Flabe...>) 


wird daher eine mehrdimensionale Matrix. Die wichtigsten Eigenschaften von 
Matrizen findet man ın Anhang C. | 
Aus der Definition eines selbstadjungierten (hermiteschen) Operators (7.4) 
folgt: Selbstadjungierte Operatoren werden in der Energiedarstellung (und in 
jeder anderen diskreten Darstellung) durch hermitesche Matrizen wiedergegeben, 
so daß die folgende Gleichung gilt: 
Fan De 


Stellen wır die Gesamtheit der Größen (E„la> für den Zustandsvektor |a) 
in der E-Darstellung als Matrix mit einer Spalte dar: 


(Eılay 
<Eala) 


so können wir (28.2) als Produkt von Matrizen auffassen. 
Nehmen wir den Hamilton-Operator H als Operator F. Dieser Operator wird 
in der Energiedarstellung durch eine Diagonalmatrix 


<EmlHIEn> = En Omn 
‚gegeben. Das folgt unmittelbar aus (28.3), wenn man berücksichtigt, daß die 
Funktionen <&|E„> Eigenfunktionen des Operalors H sind, d.h. H<E|E,> = 
En <&1En>- 
Jetzt wollen wir die Gestalt des Operators F in der p-Darstellung bestimmen. 


Dazu entwickeln wir die Funktionen der Ortsdarstellung in (28.1) nach den Eigen- 
funktionen des Impulsoperators in der Ortsdarstellung 


(Elay = [dp <EIp> «play, 
(8163 = [dp <&Ip> <plby. 


Diese Werte setzen wir in (28.1) ein. Danach multiplizieren wir mit (p’ 1 und 
integrieren über &. Unter Beachtung der Orthogonalitätsrelation 


Jade «pl <EIp> = &(p'— p) (28.4) 


erhalten wir die Beziehung 


<p’1b> = [dp <p’IFip> <play (28.5) 
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mit 
p/IFipy = [dE<p/IE> F<EIp). (28.6) 


Die Gesamtheit der Größen (28.6), die von den beiden Indizes p und p’ abhängen, 
kann man als die Matrixelemente des Operators F bezeichnen, die mit Hilfe der 
Transformationsfunktionen (£&|p) gebildet werden. 

Die Gesamtheit aller Matrixelemente (28.6) ist der Operator der physikalischen 
Größe F in der Impulsdarstellung.. Die Gleichung (28.5) ist die Regel, wie der 
Operator (28.6) gegebene Funktionen der Impulsdarstellung in andere Funk- 
tionen der Impulsdarstellung überführt. 

Die Indizes p’ und p ändern sich in (28.6) stetig. Trotzdem ist es aus formalen 
Gründen bequem, die Gesamtheit der Matrixelemente (28.6) als Matrix vom Rang 
unendlich anzusehen; die Zahl der Zeilen und Spalten dieser Matrix ist nicht 
abzählbar. Bei einer solchen Deutung kann man die rechte Seite der Gleichung 
(28.5) als Matrizenprodukt ansehen. Die Indizes dieser Matrizen ändern sich 
stetig, deshalb muß die Summe durch ein Integral ersetzt werden. 

Um das Obige klarer zu machen, berechnen wir Orts- und Impulsoperator in 
der Impulsdarstellung. Der Einfachheit wegen behandeln wir eine eindimensionale 
Bewegung längs der x-Achse. In der Ortsdarstellung ist der Impulsoperator 


p= ih. In der Impulsdarstellung wird der Operator (28.6) durch eine konti- 
® 


nuierliche Matrix mit den Elementen 


<p’Iplp> = [de <p/layp <elp) (28.7) 


dargestellt. Die Funktionen <x|py sind die Impulseigenfunktionen, d. h. 
» <x|p> = p <z|p>. Auf Grund dessen und auf Grund der Orthogonalitätseigen- 
schaft (28.4) bringen wir (28.7) in die Gestalt 


(piplp>= p3lp - p). (28.7) 


Der Impulsoperator ist also in der Impulsdarstellung eine kontinuierliche Diagonal- 
matrix. 
Durch Einsetzen von (28.7a) in (28.5) bekommen wir 


<plby= p<pla>. (28.8) 


Nach (28.8) bedeutet also die Anwendung des Impulsoperators auf eine Funktion 
in der Impulsdarstellung die Multiplikation dieser Funktion mit dem Wert des 
Impulses. Dieses Ergebnis kann leicht auf den dreidimensionalen Fall verall- 
gemeinert werden — man braucht nur p durch die vektorielle Größe zu ersetzen. 

Als nächstes wollen wir die Gestalt des Ortsoperators in der Impulsdarstellung 
bestimmen. Auf Grund des allgemeinen Ausdrucks (28.6) haben wir 


<plelp> = [da <p/Izy><elp). (28.9) 


An Hand der expliziten Gestalt der Eigenfunktionen des Impulsoperators 


= rn en (in) 
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kann man sich leicht überzeugen, daß diese Funktionen mit x multipliziert werden, 
wenn man auf sie die Operation 


a<@lpp= — ie elp? 
anwendet. Daher wird aus dem Matrixelement (28.9) 


Ö Ö 
R = ] _—— g = — f —— = . 2 . 
alpin, [da pie) eid=- ih, pp). (28.90 


Die unendliche kontinuierliche Matrix, die in der Impulsdarstellung dem Orts- 
operator entspricht, hat also die Matrixelemente (28.9a). Wir setzen (28.9a) in 
(28.5) ein und finden durch partielle Integration 


.,o0 : 
(Pib)=- in [ap @pla) 80 - P= ihn cplla). 


Demnach entspricht der Koordinate x in der Impulsdarstellung der Differential- 
operator 

= wi (28.10) 

öp 
Die explizite Gestalt der Operatoren hängt also von der Art der Darstellung 

ab. In $ 30 wird gezeigt werden, daß sich die Vertauschungsrelationen der Opera- 
toren beim Übergang von einer Darstellung zu einer anderen nicht ändern. Mit 
Hilfe der obigen Ergebnisse kann man sich speziell davon überzeugen, daß die 
Vertauschungsrelation 

[®, px] = ıh 


sowohl in der Orts- als auch in der Impulsdarstellung erfüllt ist. 
Im allgemeinen wird aus der Hermitezitätsbedingung für Operatoren ın der 
Matrixschreibweise die Gleichung 


<a’|Flay= SalFla’>*= (a’|Flay!, (28.11) 
die besagt, daß die entsprechende Matrix hermitesch ist. Aus (28.11) folgt, daß 


die Diagonalelemente für die Operatoren der Quantenmechanik reelle Zahlen 
sind, wenn diese durch Matrizen dargestellt werden. 

Wie wir oben gezeigt haben, können Orts- und Impulsoperator in der Impuls- 
darstellung entweder durch kontinuierliche Matrizen oder durch Funktionen der 
Impulse und der Ableitungen nach den Impulsen dargestellt werden. Für den 
dreidimensionalen Fall sind 


p=p oder <p’plpy= pö(p’— p), 
(28.12) 


t=1hV, oder <pilelpp = — ıkV,8(pP — p). 

Der Index p am Operator V,„ gibt an, daß die Ableitungen nach den Kompo- 
Ö 

‚»‚y=ıh <——- usw. Mittels 


OP Opy 
(28.12) kann man in der p-Darstellung leicht die explizite Gestalt der Operatoren 


nenten des Impulses zu bilden sind, d.h. & = ık — 
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zu physikalischen Größen aufschreiben, die in der klassischen Physik Funktionen 
der Koordinaten und der Impulse sind. 

Zum Beispiel sieht der Hamilton-Operator, der in der ÖOrtsdarstellung die 
Gestalt 


H=e 


+ V(t) 
hat, in der Impulsdarstellung folgendermaßen aus: 


2 i 
H = u + V(ihY,), (28.13) 


oder in Matrixschreibweise 
2 
PIHIP) = 7, &p’— p) + V(- iRV,) PP). 


Schließlich wollen wir die Operatoren in der Ortsdarstellung in Matrixschreib- 
weise angeben. Der Ortsoperator wird zu einer kontinuierlichen Diagonalmatrix: 


rer) = rölr — vr). 
Der Impulsoperator wird durch die Matrix 


Alpe) = ihY, dr =?) 
dargestellt. 

Bei praktischer Anwendung verwendet man meistens die Ortsdarstellung. Das 
liegt daran, daß die Wechselwirkungsenergie als Funktion der Koordinaten der 
Teilchen angegeben wird und in der Ortsdarstellung mit dem entsprechenden 
Operator übereinstimmt. Die kinetische Energie ist eine einfache Funktion des 
Impulses. Der zugehörige Operator sieht daher in der Ortsdarstellung ebenfalls 
einfach aus. Bei der Untersuchung von Systemen aus schwach wechselwirkenden 
Teilchen benutzt man häufig die Impulsdarstellung. Bei Näherungslösungen 
quantenmechanischer Probleme (s. Kapitel VII) arbeitet man oft in der Energie- 
darstellung. 


Als Beispiel für die Verwendung der Impulsdarstellung lösen wir die in $ 25 eingeführte 
eindimensionale Schrödinger-Gleichung (25.5) 
Rh? d2 
- — — — Fr U —.L —0. 28.14 
|: - Fe |ve 20 (23.14) 


Nach (27.10) haben wir bis auf einen Faktor (2r A)? 
r 2 (0 —2)) 
v2 —2)= [ p(pe dp, (28.15) 


wobei o(p) die Wellenfunktion des Teilchens in der Impulsdarstellung ist. 

Gemäß (28.13) ersetzen wir in Gl. (28.14) den Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung 
durch den Operator in der Impulsdarstellung. So finden wir die äquivalente Schrödinger- 
Gleichung in der Impulsdarstellung: 
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Man kann die Lösung dieser Gleichung (bis auf eine willkürliche Konstante) sofort auf- 
schreiben: 


(p) = exp (- er) (28.16) 


Weiter setzen wir (28.16) in (28.15) ein und führen die neue Veränderliche 


2 ur\ 413 
E = () (2, — 2) (28.17) 


ein. Es ergibt sich die Lösung der untersuchten Gleichung (28.14) als nichtnormierte Wellen- 
funktion in der Ortsdarstellung 


yv(E) - [er |- i E + 5] c =2 Yno(d) 


mit 


der Airyschen Funktion. Die Airysche Funktion hängt mit den Bessel-Funktionen (s. An- 
hang D) vom Index 1/3 folgendermaßen zusammen: 


Der 
)- Vale”) u 


1: „ea 2 2 
zyrE Yinlz®”) + 158°)! für &E<0. 


D($ (28.18) 


Bei manchen Anwendungen muß man die Matrixelemente für Produkte von 
Operatoren berechnen. Unter Verwendung der Relation (27.14) für die Voll- 
ständigkeit der Eigenfunktionen kann man diese Matrixelemente leicht in Summen 
von Produkten aus den Matrixelementen .der einzelnen Operatoren umformen. 
Im) seien die Eigenfunktionen eines Operators mit einem diskreten Spektrum; 
dann ist 


<m| FK|m’y = I’<m| Fim”y <m’|K|m’y. (28.19) 


Falls |p> die Eigenfunktionen eines Operators mit einem kontinuierlichen Spektrum 
sind, haben wir 


<pIFK|p’y = [<pl’Fip"> <p’\Kip’> dp”. (28.19) 


Diese Regeln kann man leicht für ein Produkt aus mehreren Operatoren verall- 
gemeinern. 

Am Schluß dieses Paragraphen wollen wir den Ausdruck für den Mittelwert 
einer physikalischen Größe F in einem beliebigen Zustand angeben, der durch 
den Zustandsvektor in der Darstellung für einen Operator mit einem diskreten 
Spektrum beschrieben wird. Zum Zustand a soll zum Beispiel die Wellenfunk- 
tion <E„la3 in der Energiedarstellung gehören. Der Operator F wird in dieser 
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Darstellung durch die Matrix (E„|F|En> gegeben, daher ist der Mittelwert von 


Fım Zustand a 
<alFlay = I <al Em) <Em| FIEn> <Enla>. (28.20) 


m,n 


Außer dem Mittelwert (28.20) muß man für einen gegebenen quantenmechanischen 
Zustand häufig auch Mittelwerte über eine gewisse Gesamtheit von Zuständen berechnen, 
die im allgemeinen durch eine Dichtematrix beschrieben werden (s. $ 14). Solche Mitte- 
lungen sind zum Beispiel die Mittelungen über die Spinzustände und die statistischen 
Mittelungen. 

Wird ein Zustand durch die Dichtematrix o beschrieben, so wird der Mittelwert einer 
physikalischen Größe L durch die Formel (14.8) gegeben. Wir schreiben diese Formel in 
der Gestalt 

(2) = Sp(F) = >, <a;lFla;). (28.21) 
ı 


F= Le ist dabei das Produkt aus der Matrix für den Operator L und aus der Dichte- 
matrix. 

Wie man sich leicht überzeugen kann, hängt der Wert von (28.21) nicht von der Wahl 
der Darstellung ab. Tatsächlich ist beim Übergang zu einer neuen Darstellung 


<a;Fla> = > <alFlß;> <Pjlaı)- 
J 
Einsetzen dieses Wertes in (28.21) ergibt 


(L) = > <alFlay) = > <a;lFiß;) <B;la> = % <Bjla> <alFIR> = D<B;lFIBj>- 
i L, 1 2) J 
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in Matrixform 


Die Operatoren F ın Darstellungen zu Operatoren mit kontinuierlichem Eigen- 
wertspektrum (r-Darstellung, p-Darstellung u. a.) können als Differentialopera- 
toren geschrieben werden. In diesem Falle findet man die Eigenfunktionen und 
die Eigenwerte dieser Operatoren durch Lösen von Differentialgleichungen. Für 
Operatoren in der ÖOrtsdarstellung sind solche Gleichungen in $8 behandelt 
worden. Im allgemeinen Fall haben sie die Gestalt. 


Fyr(d)= Fyr(d). (29.4) 


In Darstellungen zu Operatoren mit einem diskreten Spektrum werden die 
Operatoren als Matrizen dargestellt. Alle Wellenfunktionen sind Funktionen von 
Veränderlichen, die nur diskrete Werte annehmen. Man kann diese Wellenfunk- 
tionen deshalb als Matrizen mit einer Spalte darstellen. Wir fragen jetzt nach der 
Regel, wie die Eigenwerte und die Eigenfunktionen von Operatoren in Dar- 
stellungen mit einem diskreten Spektrum zu finden sind. Dazu gehen wir in 
Gleichung (29.1) zu der entsprechenden Darstellung über. Als Beispiel betrachten 
wir die Energiedarstellung. Wir setzen in (29.1) die Entwicklung 


br(E) = <EIF) = LKEIEn> <EnIF) 
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ein, multiplizieren mit (<E„|E> und integrieren über alle Werte der Veränderlichen 
&. So erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem 
DE FIER> — Smnf} KErlF> =, (29.2) 


n 
worın 


Em FIER> = [KEmIE> F<EIER) dE (29.3) 


die Matrixelemente des Operators für die physikalische Größe F ın der Energie- 
darstellung sind. <E„|F> = vyr(E,) ist die Wellenfunktion in der Energiedar- 
stellung. 

Das Gleichungssystem (29.2) ist ein unendliches System homogener linearer 
Gleichungen in den unbekannten Funktionen (E„|Fy. Damit dieses System von 
Null verschiedene Lösungen hat, muß die Koeffizientendeterminante verschwin- 
den: 


IKEnIPIERD>— Fimnll = 0. (29.4) 


Die Gleichung (29.4) ist in F eine Gleichung unendlichen Grades; sie hat unendlich 
viele Wurzeln 


Fiss Dr 


Die Wurzeln der Gleichung (29.4) sind die Eigenwerte des Öperators für die 
physikalische Größe F. : 

Wir setzen nun einen der gefundenen Eigenwerte, zum Beispiel F„, ın das 
Gleichungssystem (29.2) ein und lösen dieses System. Auf diese Weise finden wir 
die Eigenfunktion zu diesem Eigenwert. Diese Eigenfunktion wird durch eine 
Matrix mit einer Spalte dargestellt 


<Eal Fm> 


Mit den in $ 27 behandelten Transformationen kann man die Gestalt der Eigen- 
funktionen (29.5) in einer beliebigen anderen Darstellung finden. Zum Beispiel 
erfolgt der Übergang zur Ortsdarstellung durch die Transformation 


Ele DEI ED <ElEnD: (29.6) 
En 


<EIE„> sind dabei die Eigenfunktionen des Energieoperators ın der ÖOrtsdar- 
stellung. 
Die Wurzeln der Gleichung (29.4) bilden die Diagonalmatrix 


FO d%... 
0 F0,... 
el De]. (29.7) 
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Diese Diagonalmatrix ist die Darstellung des Operators F in seiner eigenen Dar- 
stellung. Wenn (£&|F„> eine Eigenfunktion des Operators F ist, dann ist in der 
Tat 

Fl FIFn> = [AE<FnIED FKEIFD>= Fndmn- 


Die Bestimmung der Eigenwerte eines Operators in Matrixform ist also dem 
Problem äquivalent, diese Matrix in Diagonalform zu bringen. In den Mathe- 
matikvorlesungen wird bewiesen, daß man hermitesche Matrizen immer in Dia- 
gonalform bringen kann. 

Das Obige kann unmittelbar für Darstellungen verallgemeinert werden, in 
denen die Operatoren durch kontinuierliche Matrizen gegeben werden. Dazu 
braucht man nur die entsprechenden Summen durch Integrale zu ersetzen. Das 
Gleichungssystem (29.2) für die Eigenfunktionen und die Eigenwerte wird dabei 
durch eine Integralgleichung ersetzt. Zum Beispiel führt die Bestimmung der 
Eigenwerte und der Eigenfunktionen des Operators <(E’|F|Ey, der in der Orts- 
darstellung durch eine kontinuierliche Matrix gegeben wird, zur Lösung der 
Integralgleichung 

SAE<EIFIED <EIF>= F<EIF), 


die der Differentialgleichung (29.1) äquivalent ist. 
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In den vorangegangenen Paragraphen dieses Kapitels haben wir Spezialfälle 
von Transformationen der Wellenfunktionen und der Operatoren von einer Dar- 
stellung in eine andere untersucht, d. h. von gegebenen unabhängigen Veränder- 
lichen zu anderen unabhängigen Veränderlichen. Solche Transformationen waren 
zum Beispiel 


(Ela) = IKEIEn» <Enla); (30.1) 
(EIby = [dp <EIp> <plb>. (30.2) 


Die zugehörigen Transformationsfunktionen <(Z|E„> und <£&lp> sind die Eigen- 
funktionen des Energie- bzw. des Impulsoperators in der Ortsdarstellung. Diese 
Funktionen sind orthonormiert: 


JAE<EmlE) EIER) = Sun, Er: (30.3) 
faE pH <EIp> = 8p'— Pp). (30.4) 
Zum Studium der allgemeinen Eigenschaften dieser Transformationen wollen 


wir diese symbolisch schreiben. Wir stellen die Transformation als Ergebnis der 
Anwendung eines Operators dar, d. h., statt (30.1) schreiben wir 


(Elay = S(E, En) <Enlay. (30.5) 


S(£, E„) ist dabei als Matrix mit stetig veränderlichem ersten und mit diskretem 
zweiten Index anzusehen. In diesem Falle muß man die rechte Seite von (30.5) 
als Produkt der Matrix S(£, E) mit der Spaltenmatrix ((E|ay) auffassen. 
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Die Transformation (30.2) kann kurz in der Gestalt 
(Elb> = S(E, p) <plb) (90.6) 
geschrieben werden. Dabei hat man unter S(£&, p) den Integraloperator zu ver- 


stehen, dessen Kern eine Eigenfunktion des Impulsoperators in Ortsdarstellung 
ist. 

Der Übergang von gewissen unabhängigen Veränderlichen zu anderen heißt 
kanonische Transformation. Die Transformation (30.5) ist also eine kanonische 
Transformation von den Veränderlichen E,„ auf die Veränderlichen £&; die Trans- 
formation (30.6) ist eine kanonische Transformation von den Veränderlichen p 


auf die Veränderlichen £. 
Die zu (30.6) inverse Transformation schreiben wir in der Form 


<plby = ST’(&, p) <Elb>. 


Unter Beachtung von 
<plby = [dE <pl&> <EIby = [dE <EIP>? <EIbY 
sehen wir,.daß S”! der Integraloperator mit dem Kern (Elp>? ist. Es ist also 


SUE,p)= S!(£, pP) 


s'ts=1. (30.7) 


oder 


Ein Operator, der die Bedingung (30.7) erfüllt, wird als unıtär bezeichnet. Wir 
gelangen somit zu dem Schluß, daß kanonische Transformationen durch unitäre 


Operatoren realisiert werden. 
Allgemein kann man die kanonische Transformation einer Funktion y mit 
Hilfe des Operators S symbolisch durch die Gleichung 


d=Sy (30.8) 


darstellen. Bei der kanonischen Transformation (30.8) der Wellenfunktionen von 
den alten Veränderlichen auf neue müssen gleichzeitig auch alle Operatoren auf 
die neuen Veränderlichen transformiert werden. Auf die Funktion y wirke zum 
Beispiel ein Operator F,: 
y= Fyy. (30.9) 
Diese Gleichung transformieren wir mit Hilfe des unitären Operators $. Unter 
Beachtung von S’!S = 1 haben wir dann 


Sy = SF,S-1Sy 


oder unter Verwendung von (30.8) 
= F,Ö, 
wobei 
Fs= SF,S"! (30.10) 


der Operator ist, der auf die Funktionen ® wirkt. Die Beziehung (30.10) ist folg- 
lich das Transformationsgesetz für die Operatoren auf die neuen Veränderlichen, 
wenn die Wellenfunktionen durch die Transformation (30.8) auf dieselben Ver- 
änderlichen gebracht werden. 
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Neben den oben betrachteten unitären Transformationen, die den kanonıschen 
Transformationen von alten auf neue Veränderliche entsprechen, haben ın der 
Quantenmechanik unitäre Transformationen der Gestalt S = ei* eine große Be- 
deutung. Dabei ist « ein hermitescher Operator oder eine beliebige reelle Funktion 
von denselben Veränderlichen, von denen auch die Wellenfunktion abhängt. Die 
unitäre Transformation | 


Sy= eity (30.11) 


verändert dieGestalt der Wellenfunktionen, aber sie ändert nicht die unabhängigen 
Veränderlichen der Funktion. Eine solche Transformation heißt Phasentrans- 
[ormatıon. | 

Man kann also einer physikalischen Größe nicht nur einen, sondern unendlich 
viele Operatoren zuordnen, die sich voneinander nur durch unitäre Transforma- 
tionen unterscheiden. Operatoren, die durch die Beziehung 


F=SFS-! für SSi=1 (30.12) 


miteinander verknüpft sind, gehören mit anderen Worten zu derselben physika- 
lischen Größe. Die Eigenschaften der physikalischen Größen müssen von dieser 
Willkür unabhängig sein, d.h., sie müssen sich in solchen Eigenschaften der 
Operatoren widerspiegeln, die bei unitären Transformationen (30.12) invariant 
bleiben. Zu diesen Eigenschaften der Operatoren gehören: 


a) die Linearität und die Selbstadjungiertheit der Operatoren; 
b) die Vertauschungsrelationen zwischen den Operatoren. 


Es sei [F,M] = ıC, dann ist in der Tat 


SFSTISMS"!—- SMST"!ISFS"!= iSCS"! 
oder 
FM’ N M’F Eu 1C'; 
die gestrichenen Operatoren unterscheiden sich hier von den ungestrichenen durch 
eine unitäre Transformation (30.12); 


c) das Eigenwertspektrum der Operatoren ist gegenüber einer unitären Trans- 
formation der Operatoren invariant. Tatsächlich haben wir für 


F,y=Fy 
die Beziehung 
SF,S"1Sy = FSy 
oder 


Fodß= F® 
mt®=Sy; 


d) jede algebraische Beziehung zwischen Operatoren ist gegenüber einer uni- 
tären Transformation invariant. Zum Beispiel bleiben die Beziehungen 


F=M+HL oder F= ML 


8 Dawydow, Quantenmechanik 
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invariant, weil eine unitäre Transformation aller drei Operatoren zu neuen Öpe- 
ratoren führt, die denselben Beziehungen genügen; 


e) die Matrixelemente der Operatoren ändern sich bei unitären Transforma- 
tionen nicht. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus der Gleichung 


Yym!F| YPn? = f vrFy, dE= vis"! SFs*1 Syn dE= 
= [ynF y dE= pl IpnD- 
Zum Schluß dieses Paragraphen betrachten wir eine kleine Phasentransforma- 


tion des Zustandsvektors infolge der infinitesimalen unitären Transformation 
S = ei«; dabei sei die reelle Ortsfunktion oder der hermitesche Operator « = 


1 er 
=. Fiö)< 1. Eine solche unitäre Iransformation kann man näherungsweise 
D 


durch endlich viele Glieder der Reihe 
eh) 30.13 
tigt gi) + N 
darstellen. Für F = F* ist der inverse Operator 


F 1 F\? 
sıleSTe lei Nee ... 
1—ı r ai 5 | l n) + 


Beschränkt man sich in diesen Reihen nur auf die ersten beiden Summanden, 
dann wird die Unitaritätsbeziehung bis auf Glieder zweiter Ordnung erfüllt 


2 
SSst — 1+(} 1. 


Die Änderung einer Funktion bei einer unitären Transformation (30.13) kann 
man auch durch die Reihe 


j .F 1 fiF\? 


ausdrücken. Gleichzeitig mit den Funktionen werden alle Operatoren trans- 
formiert: 


h h 


-L+ [FL ı 
Te rel 9 


De SLS-'=(1+ KL -)2(1- ie )= 


IF, [P,L]]+--. (30.15) 


8 31. Unitäre Transformationen für die zeitliche Änderung eines Zustandes 


Bis jetzt haben wir nur unitäre Transformationen behandelt, deren Operatoren 
die Zeit nicht enthielten. Durch gleichzeitige Anderung der Zustandsvektoren und 
der Operatoren sind wir zu verschiedenen Schreibweisen für ein und denselben 
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Zustand zu einem gegebenen Zeitpunkt gelangt. Die gleichzeitige unitäre Trans- 
formation der Wellenfunktionen und der Operatoren nach den Regeln (30.9) 
und (30.10) ändert deren Gestalt, verändert aber den Zustand des Systems nicht. 
Jetzt werden wir zeigen, daß man mit unitären Transformationen auch die zeit- 
liche Änderung von Zuständen beschreiben kann. Das ist in verschiedener Weise 
möglich; die verschiedenen Arten der Beschreibung heißen Darstellungen der Zu- 
standsänderung. In diesem Paragraphen werden wir einige Darstellungen für die 
zeitliche Änderung von Zuständen behandeln. 


a) Schrödinger-Bild. Falls sich das Spektrum der Eigenwerte eines Operators 
zeitlich nicht ändert, kann man Operatoren verwenden, deren mathematische 
Form zeitunabhängig ist. Die zeitliche Änderung eines Zustandes wird in diesem 
Falle durch die Änderung (Drehung) des Zustandsvektors bestimmt. Diese Dar- 
stellung der Operatoren und der Zustandsvektoren trägt die Bezeichnung Schrö- 
dinger-Bild. Im Schrödinger-Bild wird die zeitliche Änderung der Wellenfunktion 
durch die Schrödinger-Gleichung festgelegt ($ 15). 

Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktionen ım Schrödinger-Bild kann symbo- 
lisch mit Hilfe der unitären Transformation 


y(E,t)= St) Y(8) (31.1) 


dargestellt werden; y(£) ıst darin der Wert der Funktion für t = 0. Der Operator 
S(t) ändert sich stetig ım Laufe der Zeit. Für t = 0 ist der Operator S(t) gleich 
dem Einheitsoperator, d. h. S(0) = 1. Die Unitarität des Operators S$(t), 


st()S()=1, 


ist notwendig, damit die Normierungsbedingung der Wellenfunktion für alle 
Zeiten erhalten bleibt: 


SylSyy= <ylS!Sy>= <yly). 


Zur Berechnung des Operators S(t) setzen wir (31.1) in die Schrödinger-Glei- 
chung (15.1) ein und bekommen 


.„osS(t 
[in - Hs(ı) vd). 
dt 
Die letzte Gleichung kann man durch die Operatorbeziehung 
S 
m —. — HS(h) (31.2) 


ersetzen. Hängt H nicht explizit von der Zeit ab, dann ist 


S(t)= exp (- u Ai) (31.3) 


eine formale Lösung von (31.2). Die zeitliche Änderung eines Zustandes wird also 
nach (31.1) durch die Wellenfunktion 


v(&0= exp (--Mt) yiE) 1.4 


8* 
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beschrieben. Es ist eine Besonderheit des Ausdrucks (31.4), daß im Exponenten 
ein Operator steht. Um festzustellen, wie dieser Operator auf die Funktion y(£) 
wirkt, muß man diese Funktion nach Eigenfunktionen des Operators H ent- 
wickeln. Mit Ho„ = E„%n wird aus (31.4) 


. k . 
2 Zanpn 2(- 5 Ent) - , exp[ Ent) | (31.43) 


b) Heisenberg-Bild. In diesem Falle bleiben die Wellenfunktionen zeitlich un- 
verändert, es ändern sich. die Operatoren für die physikalischen Größen. yscn(&; t) 
sei eine Wellenfunktion im Schrödinger-Bild, Yn(&) sei eine zeitunabhängige 
Wellenfunktion im Heisenberg-Bild. Nach (31.4) erfolgt der Übergang vom Schrö- 


dinger-Bild zum Heisenberg-Bild durch die Transformation 


vn(d)= St) ysa(& N); (31.5) 


wobei S(t) der Operator (31.3) ist. Wenn sich die Wellenfunktionen beim Über- 
gang vom Schrödinger-Bild zum Heisenberg-Bild nach (31.5) transformieren, 
dann muß man gleichzeitig nach der allgemeinen Regel (30.8) und (30.10). für 
unitäre Transformationen die Operatoren nach der Vorschrift 


Fl) = S"() FgcuS() (31.6) 


transformieren. Sind die Operatoren im Schrödinger-Bild zeitunabhängig, dann 
hängen sie im Heisenberg-Bild nach der Beziehung (31.6) von der Zeit ab; die 
Wellenfunktionen sind zeitunabhängig. Wegen S(0) = S"!(0) = 1 stimmen die 
Zustandsvektoren im Heisenberg-Bild und im Schrödinger-Bild zur Zeit i=0 
überein. Für i = 0 stimmen auch die Operatoren in den beiden Bildern überein. 
Infolge von Fy(0) = Fs.n bestimmt die Gleichung (31.6) die Änderung eines 
Operators im Heisenberg-Bild in der Zeit t. Die Änderung eines Heisenberg- 
Operators in der Zeit At wird folglich durch die Gleichung | 


F(t+ Al)= S-1(Aı) Fit) S(Aı) (31.7) 


gegeben. 

In dieser Gleichung ıst der Index H an den Operatoren weggelassen worden, 
weil beide zum gleichen Heisenberg-Bild gehören. Unter Verwendung von (30.15) 
finden wir 

F(t+ At) = F{t) + (H, F(l)]At+.... 
Aus der letzten Beziehung folgt das Gesetz für die zeitliche Änderung von Opera- 


toren im Heisenberg-Bild 
dF 1 FH 
rn ei: (31.8) 


Diese Gleichung kann man auch erhalten, indem man die Gleichung (31.6) nach 
der Zeit ableitet und dabei (31.3) verwendet. 
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Die Änderung des Operators F nach der endlichen Zeit 7 wird nach (31.3) und 
(31.7) durch die Formel 


Flt+ D)= exp (+ Hr) F(t) exp (- . Hr) (31.9) 


gegeben. Aus (31.8) folgt: Alle Operatoren, die mit dem Hamilton-Operator H 
vertauschbar sind, sind auch im Heisenberg-Bild zeitunabhängig. Für t= 0 
stimmen die Operatoren im Schrödinger-Bild mit den Operatoren ım Heisenberg- 
Bild überein; deshalb bleibt die Gestalt der mit H vertauschbaren Operatoren 
‚beim Übergang vom Schrödinger-Bild zum Heisenberg-Bild unverändert. Diese 
Feststellung gilt speziell auch für den Hamilton-Operator selbst. 

c) Wechselwirkungsbild. In der Quantenmechanik hat man häufig Systeme zu 
untersuchen, die aus mehreren, miteinander wechselwirkenden Teilen bestehen. 
In diesen Fällen kann man den Hamilton-Operator als Summe zweier Terme dar- 


stellen 
H=H,+P’; (31.10) 


Ho, ıst dabei der Hamilton-Operator ohne Berücksichtigung der Wechselwirkung 
der einzelnen Teile des Systems, V ist der Operator der Wechselwirkung. Für 
solche Systeme verwendet man häufig zur Beschreibung der zeitlichen Zustands- 
änderung des Systems das Wechselwirkungsbild. Der Übergang von den Wellen- 
funktionen im Schrödinger-Bild ys.n(&, t) zu den Wellenfunktionen im Wechsel- 
wirkungsbild yw(£, t) erfolgt durch den unitären Operator 


Sleep (, Ho); (31.11) 
folglich ist 
yw(5; t)= SÄt) Yscn(S; 8). (31.12) 


Setzen wir die Funktion wscn(&, t) = exp (- in vw(£, t) in die Schrödinger- 
Gleichung 


RAR) 2 = (Ho + 12) Vsch($; t) 


ot 
ein, so erhalten wir im Wechselwirkungsbild die Gleichung 
Iyw(s,t 
LA sE = Yw yw($; t) (31.13) 
mit 
Vn=S(i) VSt()= exp (+ A) Hex ( - A) (31.14) 
D 


Alle Operatoren im Wechselwirkungsbild ändern sich im Laufe der Zeit. Wenn F 
ein Operator im Schrödinger-Bild ist, dann ist der entsprechende Operator im 
Wechselwirkungsbild 


Be (— Hut) Fexp (-— Mu). (31.15) 


Ein Spezialfall von (31.15) ist (31.14). 
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Im Wechselwirkungsbild wird also die zeitliche Änderung der Zustände durch 
zeitabhängige Operatoren und Funktionen beschrieben. Die Operatoren ändern 
sich gemäß (31.15) oder nach der zu (31.15) äquivalenten Gleichung 


dF 1 
ra = [Fw Ho], (31.16) 
die man aus (31.15) durch Ableitung nach der Zeit erhält. Die zeitliche Änderung 
der Wellenfunktionen wird durch die Gleichung (31.13) festgelegt. Diese hat das 
Aussehen der Schrödinger-Gleichung, aber statt des vollständigen Hamilton- 
Operators des Systems steht dort der Operator für die Wechselwirkung. 

Das Wechselwirkungsbild ist ein Zwischending zwischen dem Schrödinger-Bild 
und dem Heisenberg-Bild. Die Operatoren sind in diesem Bild zeitabhängig wie 
Operatoren im Heisenberg-Bild für ein System mit dem Operator Hy. Die zeitliche 
Änderung des Zustandsvektors im Wechselwirkungsbild wird nur durch den 
Operator für die Wechselwirkung hervorgerufen. 

Außer den oben behandelten Arten zur Beschreibung der Zustände quanten- 
mechanischer Systeme gibt es noch andere Möglichkeiten — andere Darstellungen 
für die Zustände und deren zeitliche Änderungen, zum Beispiel die Darstellung 
der zweiten Quantıisierung oder die Darstellung durch Besetzungszahlen, die wir ın 
den Kapiteln XIV und XV kennenlernen werden. 


V. EINFACHSTE ANWENDUNGEN DER QUANTENMECHANIK 


$ 32. Ein Teilchen in einem rechteckigen Potentialtopi 


In diesem und im nächsten Kapitel wollen wir einige einfache Systeme behan- 
deln, für die man die Schrödinger-Gleichung für stationäre Zustände streng lösen 
kann. Solche Systeme sind Idealisierungen von Systemen, die in der Natur vor- 
kommen. Durch die Behandlung einfacher, idealisierter Systeme kann man die 
Methoden der Quantenmechanik besser verstehen. Außerdem sind die erhaltenen 
Ergebnisse selbst interessant, weil sie in gewisser Näherung die Eigenschaften 
der entsprechenden realen Systeme wiedergeben. 

Zur Bestimmung der stationären Zustände eines Teilchens mit der Masse u 
in einem äußeren Potentialfeld muß man die Eigenwerte des Energieoperators 
berechnen (s.'$ 16), d. h. die Gleichung 


(v2+ 2 [E- vol! v= 0 (32.1) 


lösen. Diese Gleichung ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Exakte analytische Lösungen der Gleichung (32.1) können nur für einige Arten 
des Operators für die potentielle Energie gefunden werden. In der Ortsdarstellung. 
ist dieser Operator eine Funktion der Koordinaten des Teilchens. Die einfachsten 
Lösungen gehören zu Systemen, für die die potentielle Energie im ganzen Raum 
konstant ist (freie Bewegung) oder in verschiedenen Raumgebieten verschiedene 
konstante Werte hat; an den Grenzflächen dieser Gebiete ändert sich die poten- 
tielle Energie sprunghaft von einem Wert aufeinen anderen. Auf den Unstetigkeits- 
flächen des Potentials muß die Wellenfunktion stetig sein, damit die Wahrschein- 
lichkeitsdichte stetig ist. Falls die Energie des Teilchens beschränkt und der 
Sprung der potentiellen Energie an einer Unstetigkeitsfläche endlich ist, muß 
grad y an der Unstetigkeitsfläche stetig sein, das folgt aus (32.1). Die Rand- 


bedingungen auf Flächen o mit endlichen Potentialsprüngen sind also 


y und grad y stetig auf o. (32.2) 


Wir wollen jetzt ein Teilchen behandeln, das sich in einem Potential der Form 


U = U(z) + U(y) + U(z) bewegt. Es sei 


U(«)= U(y) = 
0 fü = <rt< 7 b <u< 6 2 <z< . 
ur -melinT7> er =n? na = 23; 
= Uß@)- 2 a 2° (32.3) 


U, wennz, y, z andere Werte haben. 
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In diesem Falle ist 


v2, y,2)= ylz) v(y) ya), E= at et 8, 


und die Gleichung (32.1) zerfällt in die drei unabhängigen eindimensionalen Glei- 
chungen 


2 

(auı* la= Jo) ge =0, 
2 

at la own 0 (32.4) 
d? 2 

= ja [= DL 0 


Man braucht nur eine dieser Gleichungen zu lösen, zum Beispiel die Gleichung 
für die Veränderliche z. In Analogie zu dieser Lösung kann man auch die Lösungen 
für die anderen Gleichungen aufschreiben. 


Abb. 5. Rechteckiger Potentialtopf 


Nach (32.3) entspricht U(z) einem Potentialtopf, wie er in Abb. 5 wieder- 
gegeben ist. Die potentielle Energie und der Hamilton-Öperator sind gegenüber 
der Spiegelung x — —x invariant. Gemäß $ 19 gehören daher alle stationären. 
Zustände entweder zu Zuständen mit positiver Parität (für diese ändert sich die 
Wellenfunktion bei der Transformation x — —x nicht) oder zu Zuständen mit 
negativer Parität, für die die Wellenfunktionen bei einer solchen Transformation 
ihr Vorzeichen wechseln. Beachtet man diese Symmetrieeigenschaft der poten- 
tiellen Energie, so vereinfacht sich die Lösung beträchtlich: Man braucht nur die 
Lösung für positive x-Werte zu bestimmen, d.h. im Bereich 0 sr < o. Die 
Wellenfunktionen für Zustände mit negativer Parität müssen im Punkte x = 0 
verschwinden; für die Zustände mit positiver Parität muß die Ableitung der 
Wellenfunktion für x = O verschwinden. 

Wir werden die Energie vom „Boden“ des Potentialtopfes an zählen, dann ist 
die Energie &; > 0. Sehen wir uns die Energiewerte & < U, an. Es seien ferner 


Due 2 
2 = Er yl= = (Uo- 2: (32.5) 


$ 32. Ein Teilchen in einem rechteckigen Potentialtopf 107 


Damit kann man die Gleichung (32.4) in der Form 


ee - R>) yı=0, 0<2<5; 
2 a (32.6) 
schreiben. Die fürx > & endlichen Lösungen y7ı kann man in der Gestalt 
yı= Acer? (32.7) 
ansetzen. Die Lösungen yı zu Zuständen mit positiver Parität werden 
y = Becoskae. (32.8) 
Für die Zustände mit negativer Parität ist 
yI)’= C sin kz. (32.9) 


Betrachten wir zuerst die Zustände mit positiver Parität. Aus der Stetigkeits- 
bedingung für vy und dy/dx im Punkte x = a/2 ergeben sich zwei homogene Glei- 
chungen zur Bestimmung von A und DB: 


_ya 
B 005 —= Ae ?, 
2. 
Bein @ De vn 
inz=74de °. 
Dieses Gleichungssystem hat nur unter der Bedingung 
ka 2u Uo c 
k oe zy= % OBERE k? (32.11) 


nichttriviale Lösungen. Der Tangens ist eine periodische Funktion mit der 
Periode x. Man kann daher die Gleichung (32.11) umformen in 


hl 
ka= nn— 2arcsin j (32.12) 
Yu Up 
mitn=1,3,.... Die Werte von arcsın sind im Intervall 0, n/2 zu nehmen. Die 


Gleichung (32.12) ist eine transzendente Gleichung zur Bestimmung der positiven 
Werte der Wellenzahl k und somit zur Bestimmung der möglichen Energie- 
niveaus für Zustände mit positiver Parität. Das Argument von arcsin kann nicht 
größer als 1 werden, daher können die Werte für k nur in dem IntervallO <k< 
Y2u Uo/h liegen. Die Werte k,„, die (32.12) fürn = 1,3, ... erfüllen, entsprechen 
den Schnittpunkten der Geraden ka mit den monoton fallenden Kurven 


(32.13) 


Gn(k) = nn — 2 arcsin 


Y2aldo 
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Für unendlich große Werte von Uo(Ug > e) haben die Lösungen der Gleichung 
(32.12) eine besonders einfache Gestalt. In diesem Falle ist 


arcsin ——— 0) 
Y2u U) 
und k„= "nmitn= 1,3, .... Die Energie des Teilchens ist dabei 
a 
an 
De nl y ungerade. (32.14) 
2u a? . 


Die Wellenfunktion %ı7 ist Null, und die nach der Vorschrift 


al? 


f Iyıl? dr = 1 


—a;2 


normierte Wellenfunktion ım Topf hat die Gestalt 
H_V2 0°" ! (32.15) 
Del ungerade. 


Für die Zustände mit negativer Parität ergeben die Anschlußbedingungen für % 
und dy/dz im Punkte x = a/2 das Gleichungssystem 


Bd 
C sin — Ae ?, 
(32.16) 


Aus der Lösbarkeitsbedingung für dieses Gleichungssystem bekommen wir 


k ig = —Yy. (32.17) 


Unter Beachtung der Periodizität des Kotangens kann man aus (32.17) eine 
Gleichung erhalten, die so ähnlich aussieht wie die transzendente Gleichung 
(32.12). Sie liefert fürn = 2,4,6, ... die Werte k„ zu den diskreten Zuständen 
mit negativer Parität. | 

Die diskreten Energieniveaus eines Teilchens in einem symmetrischen Poten- 
tialtopf werden also durch die Formel &, = h?k2/2ua? gegeben; die k„ werden aus 
den Schnittpunkten der Geraden ka mit den monoton fallenden Kurven (32.13) 
bestimmt. Die Werte n=1,3,5,.... gehören zu den Zuständen mit positiver 
Parität, die Werte n = 2,4,6,... zu den Zuständen mit negativer Parität. 

ka wächst monoton, £„(k) fällt monoton; daher kann man die Bedingung für 
den Schnitt der beiden als 


ka— t„(k)>0 für x Bad 
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oder explizit als 


a Y2uUg> rh(n- 1) (32.18) 


schreiben. Die Bedingung (32.18) ist für n = 1 immer erfüllt. Ein symmetrischer 
eindimensionaler Potentialtopf mit beliebigen Werten von a und Uy hat folglich 
immer mindestens ein diskretes Energieniveau. Die mögliche Zahl von Energie- 
niveaus in einem Potentialtopf wird durch den maximalen Wert von n bestimmt, 


für den die Ungleichung (32.18) noch erfüllt ist. 


Im Spezialfall unendlich großer Werte von Un folgt aus (32.12) für die Zu- 
stände mit negativer Parität, daß ka=nr mitn=2,4,6,... ist. Der Wert 
n = ist nicht zugelassen, weil er für alle x-Werte yı = O ergibt. Die Energie 


eines Teilchens in einem unendlich tiefen Potentialtopf ist für Zustände mit 
2#2 


negativer Parität e = n?mitn=2,4,6,....; die Wellenfunktion ist 


2ua? 


a (32.19) 
a 


a 


Die Wellenfunktionen (32.15) und (32.19) verschwinden für = +a/2. Die 
Randbedingungen an Flächen, auf denen die potentielle Energie unendlich wird 
(ideale feste Wände), besagen also, daß die Wellenfunktion auf diesen Flächen 
verschwindet (das Teilchen kann in den Bereich U = & nicht eindringen); die 
Normalableitung wird an einer solchen Fläche im allgemeinen einen Sprung 
haben. Bei endlichen Werten von U, kann das Teilchen auch ın den Bereich 
x] > a/2 eindringen. Die Wellenfunktionen werden in diesen Bereichen mit der 
Funktion (32.7) übereinstimmen. A wird für die Zustände mit positiver oder 
negativer Parität für jede einzelne Wurzel der Gleichung (32.11) bzw. (32.17) 
durch B oder C über die Gleichungen (32.10) und (32.16) bestimmt. 


Nach (32.18) hat ein Teilchen mit der Masse u für kleine Werte von a YOo 
(flacher, schmaler Potentialtopf oder tiefer, sehr schmaler Potentialtopf) nur ein 


einziges diskretes Energieniveau für den Wert kı = Y2u Uo/k. Die Energie des 
Teilchens ist dabei & = U,, der Wert von y ist y = 2r/h YUo — & 0, und 
die Wellenfunktion (32.7) des Teilchens außerhalb des Potentialtopfes wird ın 


relativ großen Abständen vom Topf von Null verschieden sein. 


Nachdem wir das eindimensionale Problem gelöst haben, können wir auch für 
den dreidimensionalen Fall die Lösung leicht bekommen. Wir zeigen das am 
Beispiel eines rechteckigen Potentialtopfes, für den Ug sehr groß ist. Die Energie 
wird dann durch drei Quantenzahlen bestimmt: 


NıNgNng 


2h2 2 2 2 
5 (4 = =) ’ N, N3, N3 = 1, 2, >; u... (32.20) 
u \a c 


Die zugehörige Wellenfunktion ist 


Un,n,n, Yn,(®) Yn,(Y) Yn,(2) (32.21) 
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mit 


2 TNıZT 
z—. COS ——— $) für n4 u 1, 3, O, ..0.9 
a Üü 


Yn,(%) = 2 
a T 
y: sın si » für nı = 2, 4, 6, En 


a 


Ähnlich sehen auch die Funktionen y,,(y) und Yn,(2) aus. 

Für a=b=+c gehört zu jedem Energiewert eine Wellenfunktion .(32.21). Es 
gibt in diesem System mit anderen Worten keine entarteten Zustände. Dieses 
Ergebnis folgt unmittelbar aus den Symmetrieeigenschaften der potentiellen 
Energie. Die potentielle Energie bleibt bei 180°-Drehungen um eine beliebige 
Koordinatenachse und bei Spiegelungen (x,y,2 > —z, —y, —z) invariant. Die 
Symmetrie des Feldes gehört folglich zur Abelschen Gruppe Ds,. In dieser Gruppe 
ist das Ergebnis zweier Symmetrietransformationen unabhängig von deren Reihen- 
folge. Alle irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe sind eindimensional, und es 
gibt keine Entartung (s. $ 20). 


Füra=b= c wird die Energie des Teilchens durch die Formel 


r-h? a 
Pass Ina? (n?+ n2 + n3) (32.22) 


‘gegeben. In diesem Falle hat das Feld die Symmetrie eines Würfels. Die zu- 
gehörige Symmetriegruppe O, enthält eindimensionale, zweidimensionale und 
dreidimensionale irreduzible Darstellungen, deshalb können zweifach und dreifach 
entartete Energieniveaus vorkommen. Zum Beispiel gehört zu den drei Wellen- 
funktionen mit den Quantenzahlen y„=5, m =1, n=1; ı =1, m =5, 
ns =A; nm =1, ng =1, nz =5 dieselbe Energie 27/2 h’r?/wa?. Man kann sich 
aber leicht davon überzeugen, daß zu derselben Energie noch die Wellenfunktion 
mit den Quantenzahlen nı = 3, na = 3, nz = 3 gehört. Diese zusätzliche Ent-. 
artung entspringt dem besonderen Charakter der Ortsabhängigkeit der poten- 
tiellen Energie und nicht der Symmetrie des Feldes. Eine solche zusätzliche Ent- 
artung bezeichnet man als zufällige Entartung. Beim Studium der Bewegung eines 
Elektrons im Coulomb-Feld (88 38, 39) werden wir eine ähnliche zusätzliche Ent- 
artung in der Quantenzahl / antreffen, die das Coulomb-Feld unter allen anderen 
kugelsymmetrischen Feldern auszeichnet (s. a. $ 37). 

Jetzt wollen wir die eindimensionale Bewegung eines Teilchens mit einer Energie, 
die größer ist als die Tiefe des Potentialtopfes, behandeln, d.h. e > Un. In diesem 


2 a 
"Falle ist y? = = (Un — e) <0,undy ist imagınär. Die endlichen Lösungen außer- 
D 


halb des Potentialtopfes werden daher nicht nur eine (wie im Falle e< Un), 
sondern zwei Konstanten enthalten. Die beiden homogenen Gleichungen, die sich 
aus den Anschlußbedingungen für y und dy/dx ergeben, werden drei Unbekannte 
enthalten. Solche Gleichungen sind für beliebige Werte von k (oder von e) lösbar, 
die Energie ist nicht gequantelt. 

Die Energieniveaus sind zweifach entartet. Zu jedem Wert & > U, gehören 
zwei Lösungen, die in großer Entfernung vom Potentialtopf durch Funktionen 


der Art 


$ 32. Ein Teilchen in einem rechteckigen Potentialtopf 111 
IE 1 —— 
Yyır exp In V2u(e = io) ; 
ja 
Br Y2u(e- Un) 


dargestellt werden. Die Lösung der ersten Art beschreibt eine Bewegung des 
Teilchens in x-Richtung, die Lösung der zweiten Art eine entgegengesetzte Be- 
wegung. 

Bei der Behandlung eines Teilchens in einem rechteckigen Potentialtopf haben 
wir vereinbart, die Energie des Systems vom Boden des Potentialtopfes an zu 
‘zählen. Aus diesem Grunde sind alle Energiewerte positiv. In der Physik nimmt 
man aber häufig die potentielle Energie im Unendlichen als Nullpunkt der Energie- 
zählung. Um zu dieser Zählung überzugehen, müssen wir von den oben gefundenen 
Energiewerten U, abziehen, dann ist 


EEK < 0 für das diskrete Spektrum, 
2007 > 0 für das kontinuierliche Spektrum. 


Wir wollen uns eingehender mit den Lösungen der eindimensionalen Gleichung 


d’y 2u 
at [e- Ulx)] y= 0 (32.23) 


für die Zustände des kontinuierlichen Spektrums bei der Bewegung in einem Feld 
mit der potentiellen Energie 
Ula) | SE. (32.24) 
0 für lal>b 
befassen. Bei einer solchen Zählung der potentiellen Energie gehört zu den Zu- 
ständen des kontinuierlichen Spektrums eine Energie e > 0. In diesen Zuständen 
bewegt sıch das Teilchen frei außerhalb des Potentialtopfes und kann sich beliebig 
weit davon entfernen. 

Bewegt sich das Teilchen in z-Richtung, so wirkt bei Erreichen des Potential- 
topfes eine Kraft darauf ein. Dabei wird das Teilchen entweder reflektiert, oder 
es „durchdringt‘“ den Potentialtopf. Wir wollen die Wahrscheinlichkeiten für 
diese Prozesse berechnen. Wir erinnern uns, daß wir dieses Problem in $ 26 mit 
der WKB-Methode für einen Potentialwall und einen Potentialtopf gelöst haben. 
Im Bereich I (fürz < —b) ist die Lösung der Gleichung (32.23) 


yvı= Aeikor + Berikor 
mit hko = V2ueo. 

Die Funktionen Aei%? und Bei%*? gehören zum einfallenden bzw. zum reflek- 
tierten Teilchen. Im Bereich III (für x > b) werden vom Topf weglaufende Wellen 
als Lösung genommen: 

yın = Ceikot. 


Im Bereich Il (für —b <x = b) ist die Lösung von (32.23) 


yır= veike+ Berike mit hk= Y2ule+ Un). (32.25) 
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Zur Berechnung des Durchlaßkoeffizienten D = |C/A|? und des Reflexions- 
koeffizienten R = |B/A|? muß man die Amplituden C und D durch A ausdrücken. 
Dazu setzen wir die Funktionen yyıı und Yyıı und deren Ableitungen nach x an 
der Grenze x = b einander gleich. Auf diese Weise ergeben sich die beiden Glei- 
chungen 

Ceikob — xeikb + Berikb, a Ceikob = xeikb _ Berikb, 


ı 


Die Lösung dieser Gleichungen ist 


C k 
“= Zi + " exp [i(ko— k)b}, 
(32.26) 
C k 
B= Gy (1 — ) exp {[i(ko+ k)b}. 
Setzen wir ferner yı und yıı und deren Ableitungen bei x = —b einander gleich, so 


finden wir 
Aeikdı+ Beikd = xerikbı+ Beikb, 


Aeikod_ Beikod — (2) [nerikb — Beikb], 


Ko 
Diese Gleichungen lösen wir nach A und B auf und verwenden noch (32.26), so 
ergibt sich 


e: k ko BER k ‘) i 
— __ eik,a ie Eu ika je je=7 ika ’ 
iu, + (+7) +( | r)° 


C k ko Be | )( n) ; | 
nl Bryce ar, ika 1 or Er ika 
Z, di .) (14 ne +1(1+ m m e ; 


wobei a = 2b die Breite des Potentialtopfes ist. Demnach ist der Durchlaßkoeffi- 


zient 
L [ko k\2. = 
en 2(k 2.2 
D 147 n) sin)! (32.27) 


In gleicher Weise kann man den Reflexionskoeffizienten R berechnen und zeigen, 
daBR=1-— Dist. 

Für sın (ka) # 0 ıst der Durchlaßkoeffizient von 1 verschieden, d. h., das Teil- 
chen wird mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit am Potentialtopf reflektiert. 
Für 


sin (ka)=0 oder ka=nr (32.28) 


mit einer ganzen Zahl n ist aber der Durchlaßkoeffizient D=A4und R=(0. 
Setzen wir den Wert für k aus (32.25) in (32.28) ein, dann finden wir die Energien 
En, für die der Reflexionskoeffizient gleich Null ist: 


sch? 


En 


n ist eine ganze Zahl. 
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Für positive Energien &,, die die Gleichung (32.29) erfüllen, ist der Durchlaß- 
koeffizient also D = 1. Diese Energiewerte bezeichnet man als Resonanzenergien. 
Da &,„ positiv sein muß, gehorchen die Quantenzahlen für die Resonanzenergien 
der Ungleichung 
Da?uUg 


») 
n 
rc?h? 


(32.30) 


A | 
Nach (32.28) ist dafür a = na d. h., es paßt eine ganze Zahl von Halbwellen in 
den Potentialtopf. Der Abstand zwischen benachbarten Resonanzenergien ergibt 


sich aus der Gleichung 
252 


(2n+ 1). 


| Te 
En+i — &,7= ua? 
Die Formel (32.29) stimmt (unter Beachtung des Anfangspunktes der Energie- 
zählung) mit den Ausdrücken (32.14) und (32.18) für die Energie der diskreten 
Zustände in einem tiefen Potentialtopf überein. Die Energieniveaus (32.29) 
werden manchmal als virtuelle Energieniveaus bezeichnet. 
Nehmen wiır an, k„ charakterisiere das virtuelle Niveau 


&n= -—- U (32.31) 
u 
für das D = 1 ist. Wir wollen dıe Größe 6% so bestimmen, daß für k = k„. + $k 
der Durchlaßkoeffizient D = 1/2 ist. Aus (32.27) folgt dafür die Gleichung 


( ko Int 
knt Ik ko 


) sinlalkn + |, (32.32) 
Unter Verwendung von (32.28) und der Ungleichung dk & k„ kann man (32.32) ın 


Isin(aök)| = Ja&k|r 


k2— k2 


umformen. Aus (32.31) finden wir dann die Energieänderung 


2 — 9, 


: 2h?kokl a „Pen (32.33) 
ni alke — R2| |ko k|’ n u ’ . 
k ko 


für die D auf 1/2 abfällt. Die Größe Se,, die durch die Gleichung (32.33) gegeben 
wird, kann man die Halbwertsbreite des virtuellen Niveaus nennen. 

Jetzt wollen wir annehmen, daß ein Teilchen mit der Energie e = h?ki/2u <Uo 
den Potentialwall 
U, für b2lel, 2b=a; 


U(x) = 
0, für 5b<lel 


durchdringt. Innerhalb des Potentialwalls ist die Lösung der Gleichung (32.23) 
Y„=oe*+ßer* mit hy= Y2u(Uo- &): 


114 V. Einfachste Anwendungen der Quantenmechanik 


Außerhalb des Potentialwalls stimmen die Lösungen yıı und yı;ı mit den ent- 
‘sprechenden Lösungen für den rechteckigen Potentialtopf überein. Man kann 
folglich den Durchlaßkoeffizienten einer Potentialbarriere aus (32.27) erhalten, 
indem man formal k > —iy setzt. Unter Beachtung von 


bekommen wir dann 


D= 1 N a (+2) [era ie 220 al 
Gewöhnlich ist die Ungleichung 2ay > 1 erfüllt, daher ist 
vko \° 2a a — 
m a en - — Y2 — e)N. 
Dr 16 Fr ) exp n Y u(Uo a) 


Fliegt das Teilchen über die Barriere hinweg, dann wird D wiederum durch die 


Formel (32.27) gegeben, man muß jetztk=1/h Y2u(e — Un) setzen. 
Zum Schluß dieses Paragraphen wollen wir die Lösung der eindimensionalen 


Gleichung 


nn en [E- U(e)] y= 0 (32.34) 


für den asymmetrischen Potentialtopf 


U, für z<0, 
U(x)=|! 0 für 0<aısa, 
UlL für z>a 


untersuchen. Es seien E < U,und E < U,. Mit den Bezeichnungen 


VY2uE 2uUo ;. 2uUı ,. 


können wir dänn die allgemeinen Lösungen der Gleichung (32.34) ın den drei 
Bereichen (mit konstanter potentieller Energie) in der Gestalt 


Age r?+ Boer*? (x < 0), 
v(z)=? Asin(kx + 6) ((<x<a), 
Aye”rtı? + Byedı? (z> a) 
schreiben. Damit die Funktion y(z) für& > + oo endlich bleibt, muß Ay = Bı= 0 
gesetzt werden. Wenn wir uns nur für die möglichen Ennergiewerte interessieren, 
brauchen wir statt der Stetigkeit von y(x) und dy/dx bei x = 0 und a nur die 


Stetigkeit der logarithmischen Ableitung 1/y dw/dz an denselben Stellen zu 
fordern. Auf diese Weise erhalten wir die beiden Gleichungen 


y=ketgd, yı=—kctg(ka+d). 
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Durch Einsetzen der Werte für y und yı können wir diese Gleichungen umformen 
in | 


= sin 6, — — sin(ka + $) 
Y2u 0 Y2u U} 
Wir eliminieren $ und bekommen eine transzendente Gleichung für die Werte von k 
ch 
ka= nr — aresın — arcsın 2 (32.35) 
Y2uUo Y2uU; 
n=1,2,3,... numeriert die möglichen k-Werte in der Reihenfolge ihrer Zu- 


nahme. Die Werte für den arcsin werden im Intervall 0, r/2 genommen. Die 
k-Werte können in folgendem Intervall liegen: 


2uUo 
0<k< % 2 


Eın Teilchen in dem Potentialkopf hat n diskrete Energieniveaus, wenn der 


Wert von ak fürk = Y2u Uo/h größer als die rechte Seite der Gleichung (32.35) 
ist, d. h., wenn die Bedingung 


a a —— 1 . U, 

ne ee Sn 32.36 

= Y2uVo> =(n 5) arcsin y+ ( ) 
erfüllt ist. Speziell erhalten wir für n = 1 aus (32.36) die Bedingung dafür, daß 
wenigstens ein Niveau in dem Topf vorhanden ist. Für Ug = U} sind immer so 


kleine Werte für ayUy möglich, daß es in dem Potentialtopf nicht ein einziges 
erlaubtes Energieniveau gibt. Nach der klassischen Mechanik kann sich ein 
Teilchen in einem beliebigen Potentialtopf bewegen, wenn nur seine Energie 
genügend klein ist. Für Ug = U, geht die Bedingung (32.36) in die oben behandelte 
Bedingung (32.18) über, die für n = 1 immer erfüllt ist. Dieser Schluß gilt für 
alle eindimensionalen Probleme. Wenn die asymptotischen Werte U(o) = 
U(— ©) sind und sich dazwischen ein Minimum befindet, dann gibt es mindestens 
einen gebundenen Zustand. Für U(oo) # U(— oo) braucht es auch keinen ge- 
bundenen Zustand zu geben. Im zwei- oder dreidimensionalen Fall braucht es 
auch für U(oo) = U(— oo) ın flachen, schmalen Potentialtöpfen keine gebundenen 
Zustände zu geben — das Teilchen wird vom Potentialtopf „nicht eingefangen“, 
und die Bewegung verläuft bis ins Unendliche. 

Tatsächlich wird die Energie eines Teilchens in einem en. 0.0 Poten- 


tialtopf der Tiefe U, und der Breite a durch die Formel E = — 2,2 kr, gegeben, 
wobei die k„, die Wurzeln der Gleichung 


ka= n;rn — 2 arcsın 


n;= 1, 2, 3, ... 


Fan: 


sind. Mit abnehmendem Wert von a yo strebt die kleinste Wurzel k; > Y2u Uofk, 
deshalb geht E>3U, > Ug. Für E > U, ist die Energie nicht gequantelt, und 
das Teilchen kann sich bis ins Unendliche entfernen. 
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$ 33. Der harmonische Oszillator 


Die potentielle Energie vieler physikalischer Systeme hat in einem gewissen 
Raumpunkt ein Minimum. Die Entwicklung der potentiellen Energie in eine 
Potenzreihe ist an dieser Stelle 


1.0.0) ;:5 
ut (33.4) 
wenn x die Abweichung aus der Gleichgewichtslage ist, die aus der Bedingung 
(aU/dx)o = 0 bestimmt wird. Führt ein Teilchen mit der Masse u kleine Schwin- 
gungen um die Gleichgewichtslage aus, dann braucht man in der Reihe (33.1) 
nur die ersten beiden Glieder mitzunehmen. Als Nullpunkt der Energiezählung 
wählen wir U(0). Die klassische Hamilton-Funktion kann dann in der Gestalt 


2. 6 
Hy = 52? (33.2) 
geschrieben werden; k = (8?U/8x?),. Ferner wollen wir annehmen, daß die 
potentielle Energie in (33.2) ihre Gestalt auch für große x-Werte nicht ändert 
(Idealisierung eines realen Systems). | 
Die klassische Bewegungsgleichung für ein Teilchen, das durch die Hamilton- 
Funktion (33.2) beschrieben wird, hat die einfache Gestalt 


z(t)= Acos (wt+f) mit @= y& (33.3) 


In diesem Falle sagt man, das Teilchen führe eine harmonische Schwingung um 
die Ruhelage aus, die entsprechenden Systeme bezeichnet man als harmonische 
Öszillatoren. Die Atom- und Molekülschwingungen in festen Körpern, die Ober- 
flächenschwingungen sphärischer Atomkerne u. a. gehören zu dieser Art von Be- 
wegungen. | 

Aus (33.2) und (33.3) folgt für die Energie der klassischen Schwingungen eines 
harmonischen Oszillators der Ausdruck 


1 
E= ZuA?o?=no%adya, (33.4) 


d. h., sie hängt vom Quadrat der Schwingungsamplitude A oder vom Mittelwert 
des Quadrates der Auslenkung ab: 
A? 
2a = A? cos?(wt + ß) 2 a 

Wir wollen die stationären Zustände eines harmonischen Oszillators mit den 
Methoden der Quantenmechanik berechnen. In (33.2) ersetzen wir die klassischen 
Größen durch die entsprechenden Operatoren in der Ortsdarstellung und erhalten 
die Schrödinger-Gleichung 


d? w2u?z? 2uE 
Ko Te; vie=0. 
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In dieser Gleichung gehen wir zu den dimensionslosen Variablen 


en 8-5 (33.5) 
über und bekommen eine Gleichung zweiter Ordnung 
d2 
(a +) vo =0. (33.6) 


Wir wollen das Verhalten der Wellenfunktion Y(E) für große & untersuchen. 
e vernachlässigen wir gegenüber &? und haben 


d? i 
(3 2)P9=0 für IE>“. 
Für |£| > © kann also die Wellenfunktion die Gestalt y(£) = exp (+ &?/2) haben. 
Da die Wellenfunktion für |{| — oo endlich bleiben muß, darf man nur diejenige 
Lösung zulassen, die exponentiell abnimmt. Man kann die Lösung von (33.6) 
demnach als 
&2 
y(E)=v(i)e ? (33.7) 
ansetzen. Diesen Ausdruck setzen wir in (33.6) ein und erhalten für die Funktion 
v(£) die Gleichung 
v’ — 28V’ + (e-1)v=0. (33.8) 


Der Strich bedeutet die Ableitung nach &. Damit (33.7) endlich bleibt, muß die 
Lösung für v ein Polynom endlichen Grades in £& sein. Solche Lösungen der Glei- 
chung (33.8) existieren tatsächlich für 


e-1=2n, n=(0,1,2,.... (33.9) 


Zu jedem Wert von.n in (33.9) gehört ein Polynom n-ten Grades, das als hermite- 
sches Polynom bezeichnet wird, 


H„(&) = (-1)re® . er (33.10) 


Die Lösung der Gleichung (33.8) in Form eines Polynoms endlichen Grades ist 
also bis auf einen konstanten Normierungsfaktor N, 


v„(&)= N„H„(8). (33.14) 


Diesen Ausdruck setzen wir in (33.7) ein und finden für die Wellenfunktionen 
der stationären Zustände eines harmonischen Oszillators 


& _ _iı 
YnlE)= Nne ?Hr(d, Nn=|Yran!2r] 2. (33.12) 
Diese Funktionen sind nach der Vorschrift 
[ YRYmdE= Emm (33.12) 


9% 
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normiert. Zu jedem Zustand, der durch die Wellenfunktion (33.12) beschrieben 
wird, gehört nach (33.9) ein Wert &, = 2n +1 (keine Entartung). Unter Beachtung 
von (33.5) finden wir für die Energie des harmonischen ÖOszillators 


N 
Be (n & 5) | (33.13) 


Die Energie des Grundzustandes Eu, = h w/2 wird als Nullpunktsenergie bezeichnet. 
Da die potentielle Energie des Oszillators gegenüber Spiegelungen invariant ist, 
müssen sich die stationären Zustände ın gerade und ungerade Zustände unter- 
teilen. Alle Zustände mit geradzahligem n gehören zu den geraden Zuständen; 
alle Zustände mit ungeradzahligem n sind ungerade, und ihre Wellenfunktionen 
wechseln bei der Transformation x > —x ıhr Vorzeichen. Davon kann man sich 
leicht überzeugen, indem man sich die ersten hermiteschen Polynome explizit 
aufschreibt 


H(d)=1, H(Ö)=28E, Hi()=48°-2, Hy= 88-128. 


Im allgemeinen werden die Geradheitseigenschaften durch die Gleichung (33.10) 
bestimmt. Für die hermiteschen Polynome gelten die einfachen Rekursions- 
formeln 


1 
EH.(&)= nH„-ı(d) + 7 H„+1(£), (33.14) 
dH, 
JE — 2 Haile); (33.15) 


die bei den Rechnungen nützlich sind. 
Berechnen wir zum Beispiel die mittlere quadratische Abweichung vom Mittel- 


wert im Zustand y„(&). Der Mittelwert ist 
= [ Y2(E) EdE= 0, 
weil im Integranden eine ungerade Funktion von £ steht. Daher haben wır 


AEG ee Jun &?yndE. (33.16) 


-— 00 


Mit Hilfe von (33.12) und (33.14) finden wir 


n n+1 
EP — datt y 3 Un+i- (33.17) 


Diese Beziehung wenden wir noch einmal an: 


pre 1 SE SEEIEFEREERE. 
nl) Yn({n 1) yn-2+ (n + 5) Ynt- YIn+1)(n+ 2) ynr2- (33.18) 
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(33.18) setzen wir ın (33.16) ein und beachten, daß die Funktionen (33.12a) 


orthonormiert sind; so erhalten wir 


1 I\ Ah 
EI, =n+— oder <a’), = (" + 5) IN (33.19) 
2 2) uw 
Beim Aufschreiben der letzten Gleichung haben wir (33.5) benutzt. Aus (33.19) 
folgt für den Mittelwert des Quadrates der Amplitude der Nullpunktsschwan- 
kungen der Ausdruck 
h 


2uw 


rg = 
| Mit Hilfe von (33.19) kann man die Formel (33.13) in die Gestalt 
En = uw?(&?)n (33.20) 


bringen. Aus dem Vergleich von (33.20) mit (33.4) erkennen wir, daß die Energie 
in der klassischen und in der Quantentheorie in gleicher Weise durch die mittlere 
quadratische Auslenkung aus der Ruhelage ausgedrückt wird. 

Unter Benutzung von (33.17) und unter Beachtung der Orthonormiertheit 
der Funktionen y,„ kann man leicht die Matrixelemente für den Ortsoperator be- 


rechnen 
N 


| : 2] &n. n—1> 


7%  ) tum 2 
Bel Be 2 | 
2um . m,n+1° 
Durch Ableitung der Funktion y, nach & und mit Hilfe von (33.15) finden wir 
OY, V% 
— = 2) — Yn-1— Un 33.22 
FE 5 Yn-17 89 (33.22) 


oder 


Oyn V: a 
dE = 9 Pn-1T Be) Un+i- 


Aus der Beziehung (33.22) folgen mit (33.17) die beiden nützlichen Relationen 


1 /j ) — 
v2 (£ 5 =.) UV. Ynyn_ı 


(33.23) 
= (E55) 9m = In +1 
ee e— n ] n : 
B ge)? Yn+1 
Ferner führen wir den Operator = Er auf Grund von (33.5) hängt 
dieser mit dem Impulsoperator p, = ih über die Beziehung 
| x 
Pz= Yuhop; (33.24) 


zusammen. 
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Damit kann man die Beziehungen (33.23) in der Form 


ayn = Ynyn-ı, atypn= Yn+A1Yyazı (33.25) 


schreiben, wobei die Operatoren durch die Gleichungen 


(33.26) 


definiert sind. Mit Hilfe von (33.25) kann man durch wiederholte Anwendung 
des Operators a? die Wellenfunktion des n-ten Zustandes aus der Wellenfunktion 
des nullten Zustandes erzeugen: 


1 
Un = Uni (atyrag. (33.27) 
rn 


Die Wellenfunktion y9 kann bis auf einen Normierungsfaktor aus der Be- 
dingung a yo = 0 erhalten werden, die aus (33.25) folgt. Setzen wir die explizite 
Form: des Operators @ in der Ortsdarstellung (33.26) ein, so bekommen wir die 
Differentialgleichung 


(&+ 2) void =0 


für die Funktion yo (£) in der Ortsdarstellung. Die Lösung dieser Gleichung hat die 
einfache Gestalt 

&2 

yold)= Noe ? 


Unter Verwendung von (33.26) kann man sich leicht davon überzeugen, daß die 
Operatoren a und a? den Vertauschungsrelationen 


[a,at]= 1 (33.28) 
gehorchen. Durch wiederholte Anwendung von (33.25) lassen sich die Glei- 
chungen 

T = 
aaty,= (n+ 1) vn; (33.29) 
atay,=nyn 
beweisen, aus denen ebenfalls (33.28) folgt. 
Aus (33.29) finden wir, daß die Eigenwerte der Öperatorprodukte afa und aa! n 


bzw.n +1 sind. Folglich sind die Matrizen dieser Operatoren in ihrer eigenen 
Darstellung diagonal 


(aat)yn= (n+ 1) dmn; (Wa) an= NImn- (33.30) 
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Benutzt man (33.30), so kann man leicht die Eigenwerte des Hamilton-Opera- 
tors berechnen, der sich aus (33.2) beim Übergang zu den Operatoren a und «a! 
ergibt. Unter Beachtung von (33.5) und (33.24) finden wir tatsächlich 


H= = ($°+ p}). (33.31) 


Andererseits haben wir nach der Definition der Operatoren (33.26) 


| ala + aat= £°+ p2. 
Es ıst also 
Ro 


1 
> (&? + Pi)mn = > (afa+ aat)„„= hw (n au 5) mn Endmn 


Han = ) 


oder 


1 
Eu = ho(n+ 5). 


VI. BEWEGUNG EINES TEILCHENS IN EINEM ZENTRALFELD 


$ 34. Allgemeine Eigenschaften der Bewegung eines Teilchens in einem 
kugelsymmetrischen Feld 


Die stationären Zustände eines Teilchens in einem kugelsymmetrischen Feld 
ergeben sıch aus der Schrödinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator 


2 
LE 2ER U(r), (34.1) 
2u 


wobei r = Ya? + y? + 2° der Abstand vom Kraftzentrum ist. Unter Ausnutzung 
der Symmetrie des Feldes sucht man die Lösung der Schrödinger-Gleichung in 
Kugelkoordinaten. Mit den Ergebnissen von $ 21 können wir 


R2 ° (2) h2A 


Hz. ne 
Dur? ör ar 2ur? 


+ U(r) (34.2) 


schreiben, worin der Operator A durch (21.6) definiert ist. 
Aus (34.2) folgt, daß der Operator für das Quadrat des Drehimpulses 


L=—heA (34.3) 


und der Operator für die Projektion des Drehimpulses auf eine beliebig gerichtete 
z-Achse 

L,=-ih Ei (34.4) 

09 

mit H vertauschbar sind. Die durch den Hamilton-Operator (34.2) beschriebenen 
Systeme haben folglich stationäre Zustände mit bestimmter Energie, bestimmtem 
Quadrat des Drehimpulses und bestimmter Projektion des Drehimpulses. Die 
Wellenfunktionen dieser Zustände sind gleichzeitig Eigenfunktionen aller drei 
oben aufgezählten Operatoren. Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktionen der 


stationären Zustände wird durch den Faktor exp (=) gegeben, wenn E die 


Energie des Systems ist. Wir werden uns daher im folgenden nur für die Abhängig- 
keit der Wellenfunktionen von r, 6 und 9 interessieren. 

Die Abhängigkeit der Wellenfunktionen von den Winkeln 6 und @ wird durch 
die Werte von L? und L, vollständig bestimmt, da diese Funktionen mit den 
Eigenfunktionen Y}„ der Operatoren 2? und L, zu den Eigenwerten (s. $ 8) 


82= Arll+1), 1=20,1,% ... (34.5) 
L.=hm, m=0, +1,... (34.6) 
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übereinstimmen müssen. Die Quantenzahl ! heißt Nebenquantenzahl, die Quanten- 
zahl m magnetische Quanienzahl. 

Die Wellenfunktion für die stationären Zustände eines Teilchens mit bestimmten 
Werten von L? und L, in einem beliebigen kugelsymmetrischen Feld kann somit 
ın der Form 


PE,1,m(r, 9, 9) = fzılr) Yım($$) (34.7) 


geschrieben werden. fzı(r) ist dabei die radiale Wellenfunktion, die von der Energie 
E, dem Wert von 2? (oder !) und der potentiellen Energie U(r) abhängt. Da es in 
einem kugelsymmetrischen Feld keine ausgezeichneten Raumrichtungen gibt, 
kann die radiale Funktion f{r) nicht von der Quantenzahl m abhängen. 

Wir setzen (34.7) in die Schrödinger-Gleichung mit dem Operator (34.2) ein 
und finden für die Funktion Ar) = rf(r) die Gleichung 


h? d?R h?l(l+ 1) 

RB. | (I | R= ER (34.8) 
zur Bestimmung der Energie des Systems. Für r= 0 muß die Funktion f(r) 
endlich sein, daher muß die Funktion A(r) für r = 0 verschwinden. 

Jeder stationäre Zustand mit einem bestimmten Wert von / wird 22 + 1fach 
entartet sein, weil es 22 + 1 m-Werte gibt. Für die Zustände zu den verschiedenen 
Werten 1=0,1,2,... ist die Bezeichnung durch kleine lateinische Buchstaben 
s, p, d,f,g und weiter in der normalen Reihenfolge des lateinischen Alphabets 
gebräuchlich. So heißen zum Beispiel die Zustände mit dem Bahndrehimpuls Null 
(2 = 0) s-Zustände, die Zustände mit / = 1 p-Zustände usw. 

Der Hamilton-Operator (34.2) ist mit dem Operator für eine räumliche Spiege- 
lung P (s. $ 19) vertauschbar; P hat die Eigenwerte +1. Man kann die statio- 
nären Zustände der betrachteten Systeme in diesem Zusammenhang in Zustände 
mit positiver und mit negativer Parität unterteilen. Bei einer Spiegelung ändert 
sich die Koordinate r nicht, die Winkel transformieren sıch nach dem Gesetz 
> n—-0,9>0o+r, deshalb ist 


PYın(dp)= Yımln- d, 9+ m)= (-A)Yın(d, Q). (34.9) 


Aus dieser Gleichung folgt, daß die Kugelfunktionen Eigenfunktionen des Spiege- 
lungsoperators sind. Alle Zustände mit geradzahligem ! haben positive Parität, 
Zustände mit ungeradem ! haben negative Parität. 

Die Energieeigenwerte und die radialen Wellenfunktionen werden durch die 
potentielle Energie U(r) bestimmt. In den folgenden Paragraphen werden wir 
Systeme mit konkreten Ausdrücken für U(r) behandeln. Jetzt untersuchen wir 
einige allgemeine Eigenschaften der Lösungen der Gleichung (34.8). Falls die 
potentielle Energie U(r) überall positiv ist und nur für r — oo verschwindet, ist 
die mittlere Energie des Teilchens in allen Zuständen positiv; denn der Mittel- 
wert ist <U) > 0, und der Mittelwert der kinetischen Energie ist immer positiv. 
In diesem Falle kann sich das Teilchen vom Zentrum bis ins Unendliche ent- 
fernen, wo es sich frei bewegt (die potentielle Energie ist Null) und seine Energie 
nicht gequantelt ist (s. $ 39). 
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Für U(r) <O und U(o) = 0 ist eine Bewegung in einem endlichen Volumen 
mit diskreten Energiewerten E < 0 möglich. In diesem Falle ist R(oo) = 0 und 


“ d2R * (dRN? | 
= [ RT dr= [ 7) äh: (34.10) 
0 0 


Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (34.8) mit R und integrieren über r. 
Unter Verwendung der Gleichung (34.10) finden wir so den Mittelwert der Energie 


ım Zustand RA | 
R2 PfjOR\ TIl+t) 2 - 
(Ey= 5, (er) + | er u)| R Iar. (34.11) 


R sei nur in einem kleinen Bereich r <a von Null verschieden. Dabei sei 
A 
U(r) = — — mit positiven Größen A und n. Man kann nun dA/da — R/a setzen 
r 
und (34.11) durch den Näherungsausdruck 


A? fA+Il+1) 2uA 
Ey | ( ) = 


a? h?’ar 


(34.12) 


ersetzen. Aus dieser Gleichung folgt: Für n > 2 wird das Minimum der Energie 
beim ‚‚Sturz‘‘ des Teilchens in das Zentrum (für a = 0) angenommen. Fürn <?2 
gehört zum Minimum der mittleren Energie ein endlicher Wert a, d. h., das Teil- 
chen ‚stürzt‘ nicht in das Zentrum. In diesem Falle beginnt das diskrete Energie- 
spektrum der stationären Zustände mit einem bestimmten endlichen negativen 
Wert. Der kleinste Energiewert gehört dabei zu den s-Zuständen (=). In der 
klassischen Mechanik kann ein Teilchen bei einem beliebigen Wert n > 0 in das 
Zentrum ‚stürzen‘. 


S 35. Freie Bewegung mit einem bestimmten Wert des Bahndrehimpulses 


Der einfachste Fall der Gleichung (34.8) ist die Gleichung für die freie Bewegung 
(U =) eines Teilchens mit einem bestimmten Wert des Bahndrehimpulses, d.h. 
die Gleichung 

h? d?R(r) ARRll+1) 


Sa tm RO=ERE). (35.1) 


Bei einer freien Bewegung kann die Energie nur positiv sein. Wir multiplizieren 
(35.1) mit 2u/R?, führen 
_ 2uE 


k? = 


>0 (35.2) 


ein und erhalten 


Be L(U+ 1) 


Aa r2] Rı(r)= 0. (35.3) 
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Behandeln wir zunächst den Spezialfall von s-Zuständen, die durch die Glei- 
chung 

d? 
Fe as R2| Reit (35.4) 


beschrieben werden. Die allgemeine Lösung der Gleichung (35.4) kann man in der 
Form 


Ro(r)= A sin kr+ Bcoskr 
schreiben. Unter Beachtung der Randbedingung Ro(0) = 0 haben wir 
Ro(r)= A sin kr. 


Die Lösung von (35.4) ist für beliebiges k möglich. Die gesamte radiale Funktion, 
normiert nach der Vorschrift 


Ste fk(r)r?dr= 8(k — k), 
ist (s. Anhang A) 


fr) = Vz nn (35.4a) 


: 
Bei der Untersuchung des allgemeinen Falles einschließlich #0 ist es be- 


1 
quemer, in (35.3) die vollständige Wellenfunktion f{r) =— AR(r) zu verwenden. 
= 


Dann ist 
d? 2d I(t+ 1) 
RE zn, — 
+5 ®- 5) 10 0. (35.5) 
Durch Übergang zu der dimensionslosen Variablen 
E= kr (35.6) 
haben wir 
d? 2:dı I(t+1) 
ker Dede u UCER = 


Die Differentialgleichung (35.7) ist eine Gleichung zweiter Ordnung. Sie hat 
zwei unabhängige Lösungen, die durch die Bessel-Funktionen mit halbzahligem 
Index ausgedrückt werden (s. Anhang D) 


je) = 7 J,10): (35.8) 


nd) = V; a (&) (1). (35.9) 


Die Funktion 7,(&) in (35.8) heißt sphärische Bessel-Funktion. Die expliziten Aus- 

drücke für die ersten drei Funktionen 7, lauten 

sın & . sind cos& j (2 .) 
127 


. 3 
Jo= E A1= 7 E Far Ser 
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Die asymptotischen Ausdrücke für die sphärischen Bessel-Funktionen für kleine 
und für große £& sind 


Ei 
en Bao a 
Js! i 
| gn[e- 304 1. e>1. 


Die Funktion n,(£) wird als sphärische Neumannsche Funktion bezeichnet. Explizit 
lauten die ersten drei Funktionen n,(£) 


cos eos‘ sing 
ee Me 
am (=) 


Das asymptotische Verhalten von n; wird bestimmt durch 


BE 


gi für E<l, 
ne)=) 5 5 (35.11) 
a 2-50+ 0) für &>[1. 
\ 


Die allgemeine Lösung der Gleichung (35.7) zu einer bestimmten Energie 
(E = h?k?/2u) und einem bestimmten Drehimpuls ist 


fıfr) = Ayı(kr) + Bnılkr) . 
Die gesamte Wellenfunktion für diesen Zustand hat die Gestalt 
Yrıim = [Ayılkr)+ Balkr)] Yım($, P)- (35.12) 


Die beiden willkürlichen Konstanten A und B in (95.12) werden aus den Rand- 
bedingungen und durch die Normierung der Funktion bestimmt. Kann die Be- 
wegung im ganzen Raum einschließlich r = 0 erfolgen, so folgt B = (0, weil die 
Wellenfunktion für r = Ö endlich sein muß. In diesem Falle haben wir 


ÜklIm Ajı(kr) Yım($9) a (35.13) 


Falls sich das Teilchen frei außerhalb einer Kugel vom Radius o bewegt (zum 
Beispiel ein Neutron außerhalb des Kerns), sind beide Konstanten A und B von 
Null verschieden. Ihr Verhältnis wird aus der Bedingung bestimmt, daß y und 
Oy/ör auf der Kugel mit dem Radius o stetig sein müssen beim Übergang vom 
Außenbereich in das Kugelinnere, wo die Kräfte wirken. 

Bei der qualitativen Untersuchung der Lösungen der Gleichung (35.3) muß 
man beachten, daß der Term /!(l! + 1)/r? der ‚effektiven potentiellen Energie“ 


hi +1) EUER ar 
ef or entspricht. Die kinetische Energie ist gleich der effektiven poten- 
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tiellen Energie für r—= r; = kt Ylll +1). Für r < r, nimmt die Wellenfunktion 
R;(r) zu kleineren r hin exponentiell ab. Für r> r, kann man in der Gleichung 
(35.3) die effektive potentielle Energie vernachlässigen, dann ist 


d? 
( N R2) Rılr) = 0 
mit 

r>[r]. 
Die Lösung dieser Gleichung ist R;(r) = A, sin (kr + 8},). Der Bereich r > r, wird 


als klassisch erlaubter Bereich bezeichnet. Bei der freien Bewegung eines Teilchens 


Abb. 6. Effektive potentielle Energie und Wellenfunktion für ein freies Teilchen mit der 
Energie & und der Quantenzahl / 


in einem Zustand mit der Quantenzahl / ist somit die Wahrscheinlichkeit sehr 
klein, das Teilchen in dem Raumgebiet r <r, anzutreffen. In Abb. 6 sind Ver 
‚und A;(r) für ein Teilchen mit der Energie E dargestellt. 


$ 36. Bewegung in einem kugelsymmetrischen rechteckigen Potentialtopi 


Wir wollen die Bewegung eines Teilchens mit der Masse » in einem kugelsymme- 
trischen, rechteckigen, unendlich tiefen Potentialtopf behandeln. Zählt man die 
potentielle Energie vom ‚Boden‘ des Potentialtopfes an, dann wird die poten- 
tielle Energie in unserem Falle durch den Ausdruck 


|. für r<a, 


o für r>a 


(36.1) 


gegeben. Für r Sa bewegt sich das Teilchen frei. Ein Zustand mit einem be- 
stimmten Wert des Bahndrehimpulses wird daher nach $ 35 durch die Wellen- 
funktion 


Vkim Ajı(kr) Yım(0 9) (36.2) 
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beschrieben; k hängt mit der Energie des Teilchens über die Beziehung 


2 72 
Be . - (36.3) 


zusammen. Für r >a ist die Wellenfunktion gleich Null, da das Teilchen nicht 
in einen Bereich mit unendlich großer potentieller Energie eindringen kann. Aus 
der Stetigkeit der Funktion folgt 


jılka) = 0. (36.4) 


Wir bezeichnen die Nullstellen der sphärischen Bessel-Funktionen vom Index / 
mit X,, wobein=1,2,... die Hauptquantenzahl ist, d. h., die Nullstellen 
sind der Größe nach geordnet. Aus (36.4) erhalten wir dann die diskreten Werte 


1 
k=— Xu. 
a 


Diesen Wert setzen wir in (36.3) ein und bekommen für die Energie der stationären 
Zustände 
2 
= h? Az 
ua? 


Erı (36.5) 


Die Zustände nl bezeichnet man kurz mit dem lateinischen Buchstaben, der dem / 
entspricht, und schreibt davor den entsprechenden Wert von n. So spricht man 
zum Beispiel von den Zuständen is, 2s, ip usw. In Tabelle 5 sind die Nullstellen 
Xnı der sphärischen Bessel-Funktionen für die ersten sechs Zustände angegeben. 
Unter Verwendung .von Tabelle 5 kann man leicht über die Formel (36.5) die 
Energie des Teilchens ausrechnen. 


Tabelle 5 


Nullstellen der sphärischen Bessel-Funktionen 


Zustand X 


nl 


1.s 3,142 


ip 4,493 
1d 5,763 
2s 6,283 
1f 6,988 
2p 1.125 


Die Behandlung eines Teilchens mit der Masse u in einem kugelsymmetrischen 
rechteckigen Potentialtopf endlicher Tiefe ist mathematisch bedeutend schwie- 
riger. Wir betrachten hier nur die Energieniveaus für s-Zustände. Für s-Zustände 


ist die Gleichung für die Funktion A(r) = rf(r) nach (34.8) 


h d’R 


In am + (E- OD R=0. (36.6) 
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Es sei 
Ur) = —Uog, für rsa, (36.7) 
0, für r>a. 
Wir suchen die Lösung von (36.6) für negative Energien. Mit e= —E > 0 haben 
wir 
2 
n 2 +@?Rı=0, für r<sa, (36.8) 
dr 
d 
re - P?R=-(0, für r>a (36.9) 
dr? 
mit 
1 1  — 1 a — 
0 = Y2ulÜo- £), B=-— Vne. (36.10) 


Die Lösungen der Gleichung (36.6), für die ffr) = R/r im Nullpunkt endlich ist 
und die fürr > oo verschwinden, haben die Gestalt 


Rı= Asınar, für r<a, 
R,= Be’fr, für r>a. 


Wir setzen die logarithmischen Ableitungen (1/R öR/ör) der beiden Lösungen für 
r = a einander gleich und erhalten die Bedingung 


a ctgaa=—ß (36.11) 


für die Energieniveaus des Systems. 
Die Gleichung (36.11) multiplizieren wir mit a und führen die Größen 


E=aa>0 und n=aß=0 
ein; unter Beachtung von (36.10) bekommen wir dann 


2uUoga? 
——. 


n=-Ectgd, P?+rnf= ; 


(36.12) 


Die letzte Gleichung kann man entweder numerisch oder graphisch lösen. Bei der 
graphischen Lösung werden die Werte von & und n, die gleichzeitig die beiden 
Bedingungen (36.12) erfüllen, als Schnittpunkte der Kurve „= — £Ectg£ mit 


dem Kreis vom Radius = Y2u Uo bestimmt. In Abb. 7 sind dieKurveny = — Ectg& 
2uUoga? _n? 
und drei Kreise dargestellt. Der Kreis 1 gehört zu der Ungleichung —,°— <- : 
In diesem Falle gibt es keinen Schnittpunkt und folglich auch keine stationären 
Zustände mit negativer Energie. Das Teilchen wird nicht im Topf festgehalten 
und kann sich ins Unendliche entfernen — es gibt keine gebundenen Zustände. 
Der Kreis 2 gehört zum Radius und zur Tiefe des Topfes, für die die Ungleichung 


n?2 2uUga? _In? 
ru Sn 
47 RR? = 4 
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gilt, In diesem Falle gibt es einen Schnittpunkt — einen Zustand mit negativer 
Energie. Diese Energie kann aus dem Wert nı für den Schnittpunkt der Kurven 
gefunden werden. Dazu verwendet man die Formel 


(36.13) 


die sich mit Hilfe von (36.10) ergibt. Die Kurve 3 entspricht solchen Werten von 
uUoa?, für die es zwei gebundene Zustände im Potentialtopf gibt. 


2 u Uga? 
Abb. 7. Graphische Lösung der Gleichungen „= —Eceg, 2? +? = I 


Es hängt also von dem Produkt aus Teilchenmasse, Tiefe des Topfes und dem 
(Juadrat des Radius ab, ob es in einem rechteckigen kugelsymmetrischen Poten- 
tialtopf gebundene Zustände gibt oder nicht. 


ö 


$ 37. Dreidimensionaler harmonischer Oszillator 


Für das Studium einiger Eigenschaften von Atomkernen ist es sehr interessant, 
ein Teilchen der Masse u in einem Feld mit der potentiellen Energie 


w?r? 
Ur) = N (37.1) 


zu behandeln. Ein Teilchen mit der potentiellen Energie (37.1) bezeichnet man als 
einen dreidimensionalen kugelsymmetrischen harmonischen ÖOszillator. Die Wellen- 
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funktion A(r) für die Zustände mit einem bestimmten Wert des Drehimpulses 
genügt in diesem Falle der Gleichung 
h? d? eo ‚Arl+i) 
at a ar 


7 Bu Ralr)=d. (37.2) 
Wählt man das Minimum der potentiellen Energie als Anfang der Energie- 
zählung, dann gehören die stationären Zustände zu positiven Energien. 
Wir bilden aus w und u eine Größe mit der Dimension einer Länge 


= (37.3) 
u® 
und gehen zu den dimensionslosen Größen 
r E 
= —— = 4 
el, 0 (7.4) 
über. Aus Gleichung (37.2) wird dann 
d? I(i+1) 
— — &— 2 =:(), 
far & 2 + 1 R(£) = 0 (37.5) 
Wir setzen | 
1 
e=2(n+s+). (37.6) 
| In 
ee ( 2 5) (37.7) 


und verwenden die neue Variablez = &? und die neue Funktion W(z), die durch die 
Beziehung 


R(&) = exp | 2 5) z°W(z) (37.8) 
definiert ist. Für W(z) erhalten wir die Gleichung 
d? 1 d 
: at 2+5 2) nl W(e)=0. (37.9) 


Die Gleichung (37.9) ist die Gleichung für eine konfluente hypergeometrische 
Funktion (s. Anhang D), folglich ıst 


1 
W@=r(-n 2:45, 2). (37.10) 


Die Funktion (37.8) muß für z > oo nach Null gehen. Dazu ist notwendig, daß 
die Reihe (37.10) abbricht. Diese Forderung ist fürn = 0,1,2,... erfüllt. 


1 BE 
Aus (37.7) folgt s = 5 (1 + 1). Diesen Wert setzen wir in (37.4) ein und ziehen 


(37.6) heran; so finden wir die Energieniveaus 


3 
En=ho(2n+ 14), N (37.14) 


10 Dawydow, Quantenmechanik 
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und die zugehörigen radialen Wellenfunktionen 


2 
Re Nie (- 5) EHI F (=. I e 2) (37.12) 


mtö=r Yuo/k, N„ı ist ein Normierungsfaktor. Die vollständige Wellenfunk- 
tion ist 


1 
Ynim = = Rnı(©) Yım(99) . (37.13) 


Die Energieniveaus der stationären Zustände des Oszillators liegen nach (37.11) 
äquidistant (mit dem Abstand kw). Jeder Zustand wird durch die beiden (Quanten- 
zahlen n und / charakterisiert. Die Energie hängt nur von der Kombination der 
Quantenzahlen 


In+i= A (37.14) 


ab, daher kann man A=0,1,2,... als Hauptquantenzahl bezeichnen. Jeder 
Zustand mit A > 2 kann durch mehrere Kombinationen von n und / verwirklicht 
werden; die Energieniveaus (37.11) zu Werten A > 2 sind demnach entartet. 

Zur Bezeichnung der stationären Zustände eines kugelsymmetrischen Oszilla- 
tors verwendet man die Buchstaben s, p, d, ... entsprechend den Werten = (), 
1,.... Vor diesen Buchstaben schreibt man den um 1 vergrößerten Wert von n; 
diese Zahl gibt den Grad des Polynoms Fin der Variablen &? an. So gehören zum 
Beispiel zum Zustand isn =! = 0, zum Zustand 1p gehören n = (0, ! = 1 usw. 

In Tabelle 6 sind die Energien für die ersten stationären Zustände eines kugel- 
symmetrischen harmonischen Oszillators und die zugehörigen Quantenzahlen zu- 
sammengestellt. 


Tabelle 6 
Energie der stationären Zustände 
eines kugelsymmetrischen 
‚harmonischen ÖOszillators 


3/2 0 1s 

5/2 1 ip 

7/2 2 2s,1d 
9/2 3 2p, if 
11/2 4 35, 2d,1g 


Je nachdem, ob A gerade oder ungerade ist, haben die Zustände positive oder 
negative Parität. 

In Tabelle 7 sind die expliziten Ausdrücke für einige radiale Wellenfunktionen 
der stationären Zustände des Oszillators angegeben. 

Nach Tabelle 6 sind die stationären Zustände vom zweiten an mehrfach ent- 


a ER in: ed 
artet. Das Energieniveau E, = 5 kwist zum Beispiel sechsfach entartet. In einem 
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Tabelle 7 


Radiale Wellenfunktionen für einen kugelsymmetrischen 
harmonischen Oszillator 


Zustand FE | 
(n+1)l | wi Rnı(E) 
1s 2 exp (—£?/2) 
6) 
ip VS exp (-@1) 
® 3 
y " le - z)or em) 
1d ni & exp (—£?/2) 


dieser sechs Zustände ist der Drehimpuls gleich Null (s-Zustand), die anderen 
fünf Zustände gehören zu den d-Zuständen. Sie unterscheiden sich voneinander 
durch die Projektionen des Drehimpulses. Die fünffache Entartung der d-Zu- 
stände entspringt der Kugelsymmetrie des Potentialfeldes. Die Entartung, infolge 
derer der s-Zustand dieselbe Energie wie die d-Zustände hat, ist „zufällig“. Sie 
wird nicht von der Symmetrie des Problems verursacht, sondern von der quadra- 
tischen Abhängigkeit der potentiellen Energie (37.1) vom Radius. Ist die poten-. 
tielle Energie von (37.1) verschieden, ist zum Beispiel ein zusätzlicher Term fr‘ 
vorhanden, so bleibt die Entartung infolge der Kugelsymmetrie erhalten, aber 
die zufällige Entartung ist aufgehoben. 

Ein System mit der potentiellen Energie (37.1) kann man als dreidimensionalen 
harmonischen Oszillator in kartesischen Koordinaten behandeln 


2.22 2 
Ulr) = 2 .T («2 + y2+ 22). (37.45) 
In der Schrödinger-Gleichung mit der potentiellen Energie (37.15) sind die Va- 


rıiablen separiert, und das Problem reduziert sich auf drei unabhängige Oszilla- 
toren. Nach Einführung der dimensionslosen Veränderlichen 


_ as 1 20 
&= Ver. n= Ver; [= yee z 


und unter Verwendung der Ergebnisse von $ 33 kann man leicht zeigen, daß die 
Energie des Systems durch die Formel 


Ennın. = ho (nz Hnytn,d+ 5) (37.46) 


MEN NyNnz—=0,1,2,... gegeben wird. Die Wellenfunktionen sind 
Ynznyn.(%Y2) = Yn.() Yn,(N) Unic): (37.17) 


10* 
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Die Funktionen y, sind durch (33.12) definiert. Wir vergleichen (37.16) mit 
(37.11) und überzeugen uns, daß die Energien für A=2n+i=n,+n,+n; 
=0(,1,2,... übereinstimmen. Die Wellenfunktionen zu jedem Zahlentripel 
Ng; Ny, nz mit der Summe A gehören zu einem Energieniveau. Insbesondere ge- 


7 
hören zu dem Niveau mit A = 2(E =, h o) sechs verschiedene Zustände (37.17), 


die durch die folgenden Sätze von Quantenzahlen charakterisiert werden: 


n.,|2 00 110 
5.10.2208 0 4 


„.|loo2oaa 


$S 38. Bewegung im Coulomb-Feld. Diskretes Spektrum 


Wir befassen uns mit der Bewegung eines Elektrons im Coulomb-Feld mit der 
potentiellen Energie 


Det (38.1) 


r 


Dieses Problem hat eine große Bedeutung in der Theorie des Wasserstoffatoms 
(Z=1) und anderer mehrfach ionisierter Atome (He*, Lit*+ usw.), die ein Elektron 
enthalten; denn die potentielle Energie für die Wechselwirkung des Elektrons 
mıt dem Kern kann für alle Abstände größer als der Kernradius durch die Formel 
(38.1) dargestellt werden. Für kleinere Abstände (im Kern) wird die Wechsel- 
wirkungsenergie des Elektrons mit dem Kern nicht durch das Coulombsche 
Gesetz (38.1) beschrieben, sondern sie strebt für r > 0 gegen einen endlichen 
Grenzwert. Da der Kernradius gegenüber den Ausdehnungen des Atoms klein ist, 
braucht man in erster Näherung den Unterschied zwischen der realen Wechsel- 
wirkungsenergie und (38.1) nicht zu berücksichtigen. In diesem Paragraphen 
werden wir die Bewegung eines Elektrons im Feld (38.1) ohne Berücksichtigung 
relativistischer Effekte behandeln. Diese werden in Kapitel’ VII betrachtet. 

Die stationären Zustände eines Elektrons im Coulomb-Feld mit einem be- 
stimmten Bahndrehimpuls werden aus der Schrödinger-Gleichung‘) für die 
radiale Wellenfunktion A(r) = rf{r) berechnet 


d?R Ee ZuZe? Ul+4) 
dr? u 


|®-®. (38.2) 


h? h?r r? 


1) (38.2) gilt unter der Voraussetzung, daß der Atomkern festgehalten wird. In Wirklich- 
keit bewegen sich aber sowohl das Elektron wie auch der Atomkern um den gemeinsamen 
Schwerpunkt. Um die Bewegung des Atomkerns zu berücksichtigen, braucht man nur in 


Mu 
M+u 


zu ersetzen, wenn M 


(38.2) die Elektronenmasse # durch die reduzierte Masse u’ = 
die Masse des Atomkerns ist. 
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Es ist zweckmäßig, in der Gleichung (38.2) zu dimensionslosen Veränderlichen 


überzugehen. Dazu führen wir die atomare Längeneinheit — den Bohrschen 
Radius 
#2 
a= — = 5,292 109 cm (38.3) 
we 
und die atomare Energieeinheit 
e? nei 
Pi ann 27,07 eV (38.4) 


ein. Wir verwenden die dimensionslosen Größen 


r E 
0 = „= s €e>= E, (38.5) 
und bringen die Gleichung (38.2) ın die Gestalt 
d? 2Z WK-+1) 
* 2.4 | Roy: (38.6) 


Die potentielle Energie (38.1) ist so gewählt, daß sie im Unendlichen gleich Null 
ist. Die gebundenen Zustände gehören daher zu negativen Werten der Gesamt- 
energie. Für e < 0 führt man zweckmäßig die positive Größe & ein: 


a=—2E>0. (38.7) 
Aus Gleichung (38.6) wird dann 
| d? 2Z W+1) 
4 


do? o o? 


| Rosi: (38.8) 


Wir wollen die Lösung der Gleichung (38.8) für große Werte von o untersuchen. 
Für oe > oo kann man in der Gleichung (38.8) die letzten beiden Summanden ver- 
nachlässigen. Die asymptotische Lösung von (38.8) muß also für e > © die 
Gestalt 

R(o)= Aee+ Bee, 0> © 


haben. Da die Wellenfunktion im Unendlichen nicht gegen unendlich gehen darf, 
muß man B = 0 setzen. Man kann daher die Lösung der Gleichung (38.8) in der 
Form 


R(e) = e”“F(e) (38.9) 


ansetzen; die Funktion F(o) setzen wir dabei als Potenzreihe an: 
Fle)= @ 3 Bro (38.10) 


Zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens von F(o) für kleine 0 setzen wir 
(38.9) und (38.10) in die Gleichung (38.8) ein und behalten nur die kleinsten 


Potenzen von o bei. Dadurch erhalten wir eine Gleichung zur Bestimmung von y 


vy-Y=KMi+l), 
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I+41, 
"li 
folgt. Da R(o) füro — OÖ gegen Null streben soll, darf man nur die Lösungy =! +1 
verwenden. 


Die Lösung, die die Randbedingungen für oe = 0 und im Unendlichen erfüllt, 


kann man also ın der Form 


aus der 


R(o) = ee gl*! > B,o’ (38.11) 


ansetzen. (38.11) setzen wir in (38.8) ein und vergleichen die Koeffizienten 
gleicher o-Potenzen. Aus diesem Koeffizientenvergleich erhalten wir die Rekur- 
sionsformel 
2[&(»+1+1)—- Z] 
y 22 E———— m y. 38.12 
Pur TEE TEE 


Mit dieser Formel kann man durch wiederholte Anwendung alle Koeffizienten 
der Potenzreihe (38.10) durch fo ausdrücken. 9 wird aus der Normierungsvor- 
schrift für die Funktion bestimmt. Die Forderung, daß die Potenzreihe (38.10) 
bei dem Glied mit » = n, abbrechen soll!), besagt nach (38.12) 


a(n,+1+4)=Z. (38.13) 


Wir erinnern uns an die Definition (38.7) und finden für die Energie in atomaren 
Maßeinheiten 
a? zZ? 
= — = - 38.14 
Ti 2 nn 


Die Größe n=n,+!-+ 1 heißt Hauptquantenzahl, da sie die Energie der 
stationären Zustände bestimmt 
72 


Wegen n„!=0,1,2,... nimmt die Hauptquantenzahl alle positiven Zahlen 
von 1 ab an. Die Energie hängt nur von der Hauptquantenzahl ab, d.h. von der 
Summe der Quantenzahlen n, und !. Die Zustände mit bestimmter Energie und 
bestimmtem Drehimpuls bezeichnet man kurz mit nl, wobei man statt ! den ent- 
sprechenden lateinischen Buchstaben schreibt (s. $ 34). Für n = 1 gibt es einen 
Zustand 1s; für n = 2 haben wir die beiden Zustände 2s und 2p, von denen der 


1) Würden wir uns in der Reihe (38.11) nicht auf endlich viele Glieder beschränken, 
dann wäre nach (38.12) für große v die Beziehung 


2 2 f (Dar 

u ————— f, u ——— Po 
PET TED IR Ed 
erfüllt. Das sind die Entwicklungskoeffizienten der Reihenentwicklung. der Exponential- 
funktion ßge?xe. Für große o ist daher F(o) — e?«e, und die Funktion R(o) — e’«r o!*! e?ae 
würde für o — oo gegen unendlich streben. 
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zweite in der magnetischen Quantenzahl 3fach entartet ist; fürn = 3 gibt es die 
Zustände 3s, 3p, 3d usw. Im allgemeinen gehören zu jedem Energieniveau mit 
der Hauptquantenzahl n auch n Zustände mit den Quantenzahlen / = 0,1, 2, 
(n — 1). Diese Entartung ist nur im Coulomb-Feld vorhanden. Jeder Zustandn Hoi 
einem bestimmten list 21 + Afach entartet in den Werten m =0, +1, +2, ..., 
der gesamte Entartungsgrad eines stationären Zustandes mit der Quantenzahl n 
ist daher 


Br (21+ 4)= n?2. 


Tabelle 8 
Badıiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms 
Zustand n, I(r) 
1s 0 2e”? 
1 
2s 1 —— (1 o/2) erel? 
Y2 
1 
2p 0 — ge”el? 
26 
3 2 z 1 z “2 e-ers 
ya 1 setae)- 
5 1 
3p 1 TE (! — 5) e-el3 
276 7 
4 
3 d 0 — o?erel3 
81 y30 


In Tabelle 8 sind (für den FallZ = 1) die ersten radialen Wellenfunktionen an- 
gegeben f{o) = R(e)/e; sie sind nach der Vorschrift normiert 


Srree’de = 1. 


Allgemein wird die normierte Wellenfunktion für einen beliebigen Zustand über 
die Formel 


e 


2Zo\ 2 
fnı(e) = Na 2) F(-n+ +4,92, een (38.16) 
n 


durch eine konfluente hypergeometrische Funktion ausgedrückt, dabei ist 


na en 


n,=n—I1-—-1 


Die Quantenzahl 
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gibt die Anzahl der Knoten der Wellenfunktion an, d. h. die Anzahl der Schnitt- 
punkte dieser Funktion mit der o-Achse (außer dem Werte =). 

‘ Für einige Anwendungen ist es nützlich, die Mittelwerte gewisser Potenzen 
von o in stationären Zuständen n/ zu kennen. Wir führen einige davon auf: 


(= 57 Br? I+ 1], (38.17) 
= 5 [5n2+4- 3X1+ 1)], (38.17 b) 
) n 


2 
ne (38.174) 
2/0, 1 | 
3 


(4 nn ‚Te 
Slam n3(l + (145): urn 


Aus (38.17c) folgt insbesondere, daß der Mittelwert der potentiellen Energie 
eines Elektrons im Coulomb-Feld unter Beachtung von (38.15) gleich der doppelten 
Gesamtenergie (in atomaren Maßeinheiten) ist 


UN /_IN__2P_,, 
BEN ie 


$ 39. Bewegung im Coulomb-Feld. Kontinuierliches Spektrum 


Wir kommen jetzt zur Behandlung der stationären Zustände eines Elektrons 
im Coulomb-Feld (38.1) für positive Energie 


Fere>t, (39.1) 
Die Gleichung (38.6) für die Funktion R(o) hat jetzt die Gestalt 
d? 2 1 
++ = 52] 2=0. (39.2) 
de’ ee 


Die Funktion 
R(oe)— Aeite+ Berike 


bleibt ın der Grenze 0 > & endlich für beliebige Werte von k und für von Null 
verschiedene Werte von A und B. Die Energieeigenwerte bilden deshalb für 
e>0 ein kontinuierliches Spektrum. 

Das asymptotische Verhalten von A(e) füro — 0 muß genauso bestimmt werden 
wie für negative Energien: R(p) — e!+!. 
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Man kann also die Lösung von (39.2) in der Form 
R(g) = etikegtti )) B,o° (39.3) 


ansetzen. Wir setzen (39.3) in (39.2) ein. Die Koeffizienten vor gleichen o-Potenzen 
müssen verschwinden, daraus finden wir die Rekursionsformel 


2liv+I+1)k— Z] 
ch Fe N oh Be, 39.4 
Per („+1+2) (v»+1+1)— UI+ jP nn 
Für große Werte von » haben wir 
2ik 2 (Aikyrti 
W122,” WEIEDt 


Die Reihe (39.4) konvergiert demnach immer. Wir bringen (39.4) in die Gestalt 


B,r1 


21k + + 1-2] 
ık 
ie non 


v+1)(v»+ 21+2) 
und setzen diesen Ausdruck in (39.3) ein. Auf diese Weise kann man die Funktion 
R(e) durch eine konfluente hypergeometrische Funktion ausdrücken: 


Z 
Rxı(e) = etikeott1F (+ b 


19 
1k 


21+2, F2ike). (39.5) 


Die erhaltenen Ergebnisse kann man leicht für den Fall eines abstoßenden 


Coulomb-Feldes verallgemeinern, zum Beispiel für die Bewegung eines Positrons 
ım Kernfeld 


v_2E£ 


r 


In diesem Fall kann die Gesamtenergie des Teilchens nur positiv sein. Die statio- 
nären Zustände mit bestimmter Energie & =—Kk (in atomaren Maßeinheiten) 
und bestimmtem Bahndrehimpuls werden durch Linearkombinationen von 
Wellenfunktionen dargestellt, deren Radialanteile durch die Formel 


Rxılo) = etikegltiF (+ En, 21+2, F2iko) (39.6) 
IR 


gegeben werden; diese Formel folgt aus (39.5) durch Änderung des Vorzeichens 
von Z. Die Radialfunktionen (39.6) kann man auch zur Beschreibung der Bewegung 
eines Protons der Energie E und des Bahndrehimpulses ! im Kernfeld verwenden, 


wenn man 
Me? hı/2E a 
u PEN | RER 39.7 

o=r TE k 22 V% ( ) 


setzt, wobei M die Protonenmasse ıst. 
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S 40*. Der Drehimpulsoperator 


In den vorangegangenen Paragraphen dieses Kapitels haben wir gesehen: Man 
kann die stationären Zustände in allen kugelsymmetrischen Feldern durch be- 
stimmte Werte des Quadrates des Drehimpulses und dessen Projektion auf eine 
Raumrichtung charakterisieren. In diesem Zusammenhang ist es interessant, die 
Eigenschaften dieser Operatoren genauer zu untersuchen. 

Im allgemeinen bezeichnet man als Drehimpulsoperator den Vektor $, dessen 
kartesische Komponenten J;( =x,y,z oder 1, 2,3) hermitesche Operatoren 
sind und den Vertauschungsrelationen 


YuIlsihd., Yydıl=ihde, Ju Ie]=ihd, (40.1) 


& 


gehorchen. Ein Spezialfall des Drehimpulsoperators $ ist der Operator für den 
Bahndrehimpuls 
5= 2= [trxp). 


Wir werden aber später noch Drehimpulsoperatoren kennenlernen, die nicht un- 
mittelbar durch die Orts- und Impulsoperatoren ausgedrückt werden. Damit 
unsere Schlußfolgerungen für alle Drehimpulsoperatoren gelten, werden wir nur 
von den Vertauschungsrelationen (40.1) ausgehen und die explizite Gestalt der 
Operatoren nicht verwenden. . 

Wir führen den Operator für das Quadrat des Drehimpulses ein: 


= R2+12+J8. (40.2) 

Unter Verwendung von (40.1) finden wir 
S,J]=0, i=2,y,2. (40.3) 
Aus den Vertauschungsrelationen (40.1) und (40.3) folgt, daß das Quadrat des 


Drehimpulses und eine Projektion gleichzeitig bestimmte Werte haben können. 
Als diese Projektion wählen wir J,. Die Wellenfunktionen dieser Zustände sind gleich- 
zeitig Eigenfunktionen der Operatoren $? und J,. Wir bezeichnen diese Funk- 
tionen mit 


Sie müssen die Gleichungen 
3?1jmy> = Jiljm), (40.5) 
J,|jmy = hmljm) (40.6) 


erfüllen. Die möglichen Werte von J? und die dimensionslosen Quantenzahlen m 
und ; werden aus den Vertauschungsregeln (40.1) bestimmt. 
Ferner führen wir die nicht hermiteschen Hilfsoperatoren 


> 
Y2 

ein. Aus (40.1) und (40.3) folgen die Vertauschungsregeln 
[5%, J4]= 0, (40.8) 
I. Jı]=hJI,, (40.9) 
Ju J1]= hd.. (40.10) 


(ti), = ” (= id,) (40.7) 
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Wir bilden die Matrixelemente der Vertauschungsrelationen (40.8) mit den Funk- 
tionen (40.4). Dazu verwenden wir (40.5) und die Regel (28.19) zur Berechnung 
von Matrixelementen, die Operatorprodukte enthalten, und bekommen 


Gm’, I ]jm) = <milI m) (Km my — <jmlS?jm)} = 0. 
Aus dieser Gleichung folgt sofort 
<Fm’lJ |jm) = RA;jmmöjrj ’ (40.11) 


d.h., für den Operator J, sind nur die Diagonalelemente in der Quantenzahl ; von 
Null verschieden. 

Weiter berechnen wir die Matrixelemente der Vertauschungsrelation (40.9). Da 
nach (40.6) ! 
<im’\[I z, I ]|jm> = km’ — m) <jm’\J|jm) 


ist, haben wır 


k(m’ — m — 1) <jm’\J |jm> =. (40.12) 
Aus den Gleichungen (40.12) und (40.41) folgt 
<jm’\J|jm) = hA;mÖm+i,m’ (40.13) 


mit Au, — A;, m, m+1- 
Aus der Vertauschungsregel (40.10) ergibt sich unter Beachtung von (40.6) 


m’\|I,, I! ]jm) = h’möym: (40.14) 
Die linke Seite dieser Gleichung kann man für m = m’ umformen, indem man 
(40.13) ausnutzt: 
<jm||JIı, J']|jm) = im\JI.\j, m — 13 SQ), m— 1JTljm> nn 
Z— <jm\J1lj, m + 13 <j,m+1lJ ljmy> = R?{|A;, m-1ıl?— |Ajml?}- 
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (40.14) finden wir die Gleichung 
|A;, ml? —- IA;jml?= m. (40.15) 
Die Gleichung (40.15) gibt die Abhängigkeit von |A;„|? von der Quantenzahl m 


bis auf eine konstante, von j abhängige Größe an 
2|A;ml?= C;- m(m+1). (40.16) 


Damit die offensichtlich notwendige Bedingung |A;m|? 2 0 erfüllt wird, setzen 


wır 
jzm> my, 


J und ma sind die Quantenzahlen, für die 
A;j= G,7+ I >= 0; 
A; m, = <fmalJIj, ma — 13 = 0 


gilt. Nach (40.16) müssen / und my — 1 die größte und die kleinste Wurzel der 


quadratischen Gleichung 
C;— m(m + 1)= 0 
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sein, d.h. 


j= - -U-Yi+4Cc,. (40.17) 


ie nl- 


9 —1= — —(1+Yy1+4C)). (40.18) 


IS) 


Aus der Gleichung (40.17) finden wir 
CG;=j(j+D2), (40.19) 
aus der zweiten Gleichung folgt dann 
mı= —]. 


Die Quantenzahlen, die die Eigenwerte des Operators J, in Gleichung (40.6) 
bestimmen, durchlaufen also Werte ın dem Intervall 


Aufeinanderfolgende Werte unterscheiden sich jeweils um 1. Die Ungleichung 
(40.20) wird für Zahlen m, die sich um 1 voneinander unterscheiden, unter der 
Bedingung erfüllt, daß 2j eine positive ganze Zahl ist. Die möglichen j-Werte 
sind demnach entweder positive ganze Zahlen oder positiv halbzahlıg, d.h. 


Feld (40.21 a) 


oder 
135 
J=-9,97 DIE (40.21 b) 


Unter Verwendung von (40.19) finden wir aus der Gleichung (40.16) für A;n 
bis auf einen Phasenfaktor vom Betrag 1 


V2 Am= Yi-m)j+m+h). 
Dies setzen wir in (40.13) ein und erhalten für die von Null verschiedenen Matrix- 
elemente der Operatoren J; und JS! 


Jm+ 11J;|jm> — SLORAENF m+ 13 = "5 - j-m)(j+m+J1). (40.22) 
Aus der Kenntnis der von Null verschiedenen Matrixelemente (40.22) kann 


man leicht auch die Matrixelemente der Operatoren J, und J, berechnen. Wir 
benutzen die Gleichung 


nel Dee -9 (40.23) 
und bekommen 
. . i Sy SEN ER er ne eh ARE 
G, m + Ald,|jm) = 5 VjF m)(jtm+1), 


(40.24) 
ml um = FE )j #m+1). 
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Wir verweisen noch einmal darauf, daß die Matrixelemente (40.23) und (40.24) 
aus (40.16) nur bis auf einen Phasenfaktor bestimmt sind. Diese Unbestimmtheit 
wirkt sich nicht auf die physikalischen Ergebnisse aus, da die physikalischen 
Folgerungen der Quantentheorie gegenüber einer Phasentransformation der Funk- 
tionen und Operatoren invariant sind (s. $ 30). 

Jetzt bleibt uns noch, die Eigenwerte des Operators für das Quadrat des Dreh- 
impulses zu berechnen. Nach (40.2) und (40.7) haben wir 


= R+(IJ,IJ+ N J,). 
Wir finden daher unter Verwendung von (40.6) und (40.22) 


| 
GimiBA m) = 2 {m3+ D (Y- m) (j+m+1)+(j—- m+Ä) (j+ ml — 


=-hrjlj+l). 


Die Eigenwerte des Operators für das Quadrat des Drehimpulses werden also über 
die Formel | ; 


%=hyjj+l) (40.25) 


durch die Quantenzahlen ; ausgedrückt. Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten 
für alle Drehimpulsoperatoren, die den Vertauschungsregeln (40.1) gehorchen, 
unabhängig von der expliziten Gestalt der Operatoren. Im Spezialfall des Bahn- 
drehimpulsoperators, der durch die Orts- und Impulsoperatoren gemäß 


3=8= [tx p] 


dargestellt wird, werden die Eigenwerte für den Operator des Drehimpulsqua- 
drates (s. $ 8) durch die Nebenquantenzahl / ausgedrückt; ! nımmt nur ganzzahlige 


Werte 0,1,... an, d.h., es liegt der Fall (40.21a) vor: 
I2= R2Ul+4), 1=0,1,2,.... 


In dıesem Falle sind die Kugelfunktionen die Eigenfunktionen des Drehimpuls- 
operators ın der Ortsdarstellung: 


Pjm= im) = Yım($, 9). 
Die oben erhaltenen Formeln für die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren 
kann man auch für den Bahndrehimpulsoperator & verwenden, wenn man die 
Quantenzahl ; durch I! ersetzt. 
In den nächsten Kapiteln werden wir andere Drehimpulsoperatoren kennen- 
lernen, für die ; nur halbzahlige Werte annimmt, d.h., daß der Fall (40.21 b) 


realisiert ıst. 
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Wir wollen jetzt ein System aus zwei Teilsystemen behandeln, deren Zustände 
durch die Drehimpulse (1) bzw. 5(2) bestimmt sind. Ferner nehmen wir an, 
daß die Operatoren für die Projektionen dieser Drehimpulse miteinander ver- 
tauschbar sind: 


TA), KQ]=0, uk=1,2,3. (41.1) 
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Das Gesamtsystem kann sich dann in Zuständen befinden, in denen die Quadrate 
der Drehimpulse 


32A)= hdyıljat+ tl), 3Q2)= hdaljat+ 1) (41.2) 


und deren Projektionen auf eine Koordinatenachse, die wir als z-Achse bezeichnen 
wollen, 


J.4)= hm, J.Q@)= hm; (41.3) 


Au 


gleichzeitig bestimmte Werte haben. 
Diese Zustände werden durch Wellenfunktionen 


Jımı Jam») = | Jımı>| jama> (41.4) 


beschrieben, die Produkte aus den Eigenfunktionen der einzelnen Operatoren sind. 
Für festgehaltene ‚ı und ja gibt es (2jı + 4) (2ja + 1) verschiedene Funktionen 
(41.4), die sich in dem Zahlenpaar m,, my unterscheiden. 

Jetzt definieren wir den Operator 


3 = 3(1)+ IQ). (41.5) 


Die Projektionen der einzelnen Operatoren auf der rechten Seite von (41.5) ge- 
nügen den Vertauschungsrelationen (40.1). Wie man sich leicht überzeugen kann, 
erfüllen daher auch die Projektionen des Operators (41.5) dieselben Vertauschungs- 
relationen. Wir werden den Operator (41.5) als den Operator für den Gesamt- 
drehimpuls des Systems bezeichnen. 


Die Wellenfunktionen (41.4) sind, wovon man sich leicht überzeugen kann, 
Eigenfunktionen des Öperators für die Projektion des Gesamtdrehimpulses 


I,= I, + I.) (44.6) 
zu dem Eigenwert 


Der Operator für das Quadrat des Gesamtdrehimpulses 
3= (1) +32) + 2301) 302) (41.8) 


ist mit den Operatoren $?(1) und $?(2) vertauschbar; das Quadrat des Gesamt- 
drehimpulses kann daher gleichzeitig mit den Drehimpulsquadraten der einzelnen 
Teilsysteme bestimmte Werte haben. Die Funktionen (41.4) sind aber keine 
Eigenfunktionen des Operators (41.8); denn der dritte Summand in (41.8) ver- 
mischt dıe Zustände, für die sich mı und ma um 1 unterscheiden. Aus den Funk- 
tionen (41.4) kann man solche Linearkombinationen bilden, die Eigenfunktionen 
des Operators 5? sind. Wegen der Linearität des Operators J, sind diese Linear- 
kombinationen gleichzeitig auch Eigenfunktionen des Operators J,. Man kann 
somit einen Zustand des Systems mit bestimmten Werten des Quadrates des 
Gesamtdrehimpulses, der Projektion des Gesamtdrehimpulses und der Dreh- 
impulsquadrate 3? und 3 in der Form 


JıJaJm> = DD, (JıJamı mal jm)| Jı mıyljama> (41.9) 


my Mm; 


schreiben. Hier sind die (JıJamıma|jm) Koeffizienten, die den Beitrag der ver- 
schiedenen Funktionen (41.4) zu (41.9) angeben. Man bezeichnet sie als Koeffi- 
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zienten der Vektoraddition oder Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Die Phasenfaktoren 
an den Funktionen (41.9) werden so gewählt, daß die Koeffizienten der Vektor- 
addition reell sind. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind für ganzzahlige und 
halbzahlige Werte der Quantenzahlen 71737 definiert. 

Tabellen dieser Koeffizienten kann man in speziellen Handbüchern finden.?) 

Aus (41.9) folgt, daß die Clebsch-Gordan-Koeffizienten die Transformations- 
matrizen von der Darstellung, in der die Drehimpulsprojektionen der Teilsysteme 
gegeben sind, zu der Darstellung sind, in der der Gesamtdrehimpuls des Systems 
und dessen Projektion gegeben sind. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten spielen 
in den Anwendungen der Quantenmechanik eine große Rolle; deshalb wollen wir 
hier die Grundeigenschaften dieser Koeffizienten behandeln, damit deren Ver- 
wendung für praktische Zwecke erleichtert wird. 

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind. nur unter der Bedingung 


m= mı+ ma (41.10) 


von Null verschieden. Die Summation über einen Index in der Summe. (41.9) 
ist daher rein formal. Wegen mı = m — ma braucht man bei gegebenem m die 
Summation in (41.9) nur über ma zu erstrecken. 

Zur Bestimmung der möglichen Werte der Quantenzahlen 7 für festgehaltene 7ı 
und 7a untersuchen wir die möglichen Werte der Quantenzahl m. Aus (41.10) 
folgt für den größten Wert m = jı + Ja. Er ist in dem einzigen Zustand realisiert, 
der durch das Produkt der Funktionen |jıJı> und |joja> beschrieben wird. Dieser 
einzige Zustand hat die Quantenzahlj = jJı + Ja. Der nächste Wertm = Jı + Jja—1 
kann durch eine Linearkombination zweier Funktionen vom Typ (41.4) erzeugt 
werden, nämlıch aus 

JJı— 12172722 
und 
Nunja 12. 


Eine Linearkombination gehört zuj=Jı+ J» die andere uj=jJı +72 —1. 
Dem Wert m = Jı + Ja — 2 entsprechen drei Linearkombinationen aus den drei 
Funktionen 
Nyı- DJ»; Yyı- Dijya-d und Ijyıljaya- 28; 
zu denen die drei Werte 
Jyh+tj» Jhtn-I und ı+ny-2 
der Quantenzahl ; gehören. Setzen wir diesen Prozeß fort, so sehen wir, daß bei 


jedem Schritt, d. h. bei einer Verringerung der Zahlm um 1, so lange ein neuer 


1) Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten für j, < 2 findet man im Buch von Coupon und 
SuorrtLey [9]. Dabei hat man zu beachten, daß die Bezeichnungen im Buche von Conpon 
und SuortLey von den Bezeichnungen in diesem Buche abweichen. Die am häufigsten ver- 
wendeten Bezeichnungen für die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind 


(Jıjamımz|jm) = (JıJamımaljujajm) = CH" jems 


die Ableitung der allgemeinen Ausdrücke für die Clebsch-Gordan-Koeffizienten kann man 


in den Büchern [10], [11] und den Arbeiten [12] finden. 
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Wert für j auftritt, bis wir zu Werten gelangen, für die entweder mı = —jı oder 
ma = — a Ist. Der kleinste Wert ist also = |Jı — Jal- 

Für gegebene Werte j, und ja kann also die Quantenzahl j eine Folge von Werten 
durchlaufen, die sich jeweils um 1 unterscheiden und der Ungleichung 


A-jlsjsjıt Je (41.11) 
genügen. Zu jedem Wert von J gehören (27 +1) Wertem = +j,+(j — 1), .... Die 
Gesamtzahl der Zustände mit allen möglichen j-Werten ist demnach 

JıtJa j ’ ö 
2 2 +12)= Bi +) 2ja+ 9), (41.12) 
J=lJi-Ja 


d. h., sie ist gleich der Gesamtzahl der Zustände, die durch die Funktionen (41.4) 
beschrieben werden. 

Die Ungleichung (41.11) kann man geometrisch als die Ungleichung interpre- 
tieren, der die drei Seiten eines Dreiecks gehorchen. In diesem Zusammenhang 
heißt die Ungleichung (41.11) häufig Dreiecksrelation oder Dreiecksungleichung 
und wird kurz in der Form 


AU) (41.13) 


geschrieben. DieZahlen 7,, ja und / gehen in die Dreiecksrelation (41.11) symmetrisch 
ein. Ist die Dreiecksbedingung (41.11) nicht erfüllt, dann sind die Clebsch-Gordan- 
Koeffizienten automatisch Null. 

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (jıj2, m — ma, ma|jm) können als Matrizen 
dargestellt werden, deren Zeilen durch die Zahl j und deren Spalten durch die 
Zahl ma numeriert werden. In dieser Gestalt werden die Llebsch-Gordan-Koeffi- 
zienten gewöhnlich in Tabellen angegeben. Wenn 73 die kleinste der Zahlen jı 
und 7» ist, dann ist die Anzahl der Zeilen und Spalten gleich 273 + 1. 

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten erfüllen die folgenden Orthogonalitäts- und 
Normierungsbeziehungen: 


2& (yjamımaljm) (jıjami mz|jm) = Im,mz Imyms: (41.14) 
Jjm 
> (Jyamıma|jm) (jıjamıma|j’m’) = d;jrÖmm’: (41.15) 


Diese Orthogonalitätsrelationen entspringen der Unitarität der Transformation 
(41.9). Da die Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell sind, wird die zu (41.9) inverse 
Transformation durch dieselben Transformationsfunktionen realisiert, d.h. 


Yım)ljams) = 2 Unjamımaljm)ljujajm). (41.16) 
jm 

Die Orthogonalitätseigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten kann man 
auch durch die Gleichung ausdrücken: 


a BR N 2j+1 
=, (JıJamı maljm) Vzmımaljm)= 577 j38 Im, ms 


(41.17) 


Der Symmetrie der Dreiecksbedingung in den Quantenzahlen 7,j.j entsprechen 
einfache Beziehungen zwischen den Glebsch-Gordan-Koeffizienten für die Addi- 
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tion von Drehimpulsen in verschiedener Reihenfolge. Diese Beziehungen heißen 
Symmetrierelationen. Zum Beispiel ist 

(yamımaljm) = (AN) (jajımamiljm). (41.18) 
Aus (41.18) folgt unmittelbar die Beziehung zwischen den Wellenfunktionen 
Jıyaym) = (Dt |jajıjm). (41.19) 


Wir wollen noch eine nützliche Symmetrierelation angeben: 


(Hjamımaljm) = (-NıtriaT/ (jıja, —mı, — malj, —m) = 


2,7 +1.,.. 
=(— 1er Vz (Ja; = mma| Jı; = mı) a 


Jıt 1 
2j+1 
— | Jı7m == ,o 
(1m mı ar (Jıjmı, —mlja, —ma). 
Schließlich schreiben wir noch einige Clebsch-Gordan-Koeffizienten explizit auf: 
Op 
(nm, —m|00)=(-1ym hl, 
Y2j+1 
(OmOljm)= (yayalıtjeontj)=t: (41.20) 


3m?-j4u+1) 


el m lim) Zee — ee 
Yiü+ Yiü+ 1) (2j- 1) (2j+ 3) 

Manchmal verwendet man statt der Clebsch-Gordan-Koeffizienten zweck- 
mäßiger die Wignerschen 3]j-Symbole, die durch 


(" 72 2) _ (—A)Jı je ma 
my my ma Y2is+ 1 
mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten zusammenhängen. Der Vorzug der Wigner- 


schen 3j-Symbole liegt in ihrer hohen Symmetrie. Sie sind nur unter den Be- 
dingungen 


(j1mOÖ|jm) = 


(JıJamıma|ja, —ms3) (41.21) 


mı+ ma +m;3=0, A (JıJaJ3) 


von Null verschieden. Der Wert der Wignerschen 3j-Symbole bleibt bei einer 
geraden Anzahl von Vertauschungen der Spalten des Symbols unverändert. Bei 
ungeraden Permutationen der Spalten muß man das Symbol mit (—-1)JıtJetjs 
multiplizieren. Ferner gilt die Gleichung 


( J2 )- (rt A 2: 
my, ma m; my ma —mz 


Wegen der Orthogonalität der Clebsch-Gordan-Koeffizienten erfüllen auch die 
3/-Symbole die Orthogonalitätsrelationen 


3 (2js+ 1) ( 5 | 12 7 \ = Baum Emmi (41.22) 
jamz mı ma ms) \m;j m, ma { z 
93 (" ja je) - is) &,,55 Ömgms (41.23) 
mm, \mı ma m3) \mı ma m; Yaj+i 1 


11 Dawydow, Quantenmechanik 
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$ 42*, Vektoraddition dreier Drehimpulse. Racah-Koeffizienten 


Sehen wir uns drei miteinander vertauschbare Operatoren (1), 3(2) und 
x 


5(3) an, zu denen die Eigenfunktionen |jJımı), |jama> und | j3ama3> gehören und die 
drei Teilsysteme eines komplizierteren Systems beschreiben. Der Operator 


3= 3(1)+ 32) + 3(3) (42.1) 


ist dann ebenfalls ein Drehimpulsoperator. Dieser Operator wird als Operator des 
Gesamtdrehimpulses des Systems bezeichnet. Wendet man nacheinander die 
Ergebnisse des vorigen Paragraphen an, so kann man aus den Funktionen |j7ımı), 
|jama> und|j3m3> für die Zustände der Teilsysteme mit bestimmten Werten 74, Ja 
und 73 Wellenfunktionen konstruieren, die Eigenfunktionen der Operatoren $? 
und J, zu den Eigenwerten 


J=hzj(j+1) und J,= hm (42.2) 


sind. Diese Konstruktion kann man auf zwei verschiedenen Wegen vornehmen: 
a) man addiert zuerst}(1) und‘(2) und zur Summe dann (3), und b) man addiert 
zuerst $(2) und 3(3) und zu deren Summe (1). | 
Behandeln wir zunächst den Fall a). Für die Summe von, (1) und (2) haben 
wir 
Juayıamı) = D llama) |jam>y (jyamımaljamı), mıa= mı+ my. 


Jetzt addieren wir (12) und (3) und finden 


(12) JıJaJm) = | 
= Y, |jımı)l iamay| Jama) (Jıjamımaljı, mı + ma) X (Jiınja, mı + ms, ma|jm). (42.3) 


mm, 
Addiert man die Drehimpulse nach der Vorschrift b), so erhält man 
Jı(J2J3) JasJm) = 
= S) |jımı)ljama>|jama> (jajsmamal|jas, ma + ms) X (jıjasmı, my + mga|jm). (42.4) 


MmMg 


Zur Vereinfachung der folgenden Schreibarbeit führen wir die Bezeichnungen 


h=a, h=b, Jja=c, J=d, Jnu=e, Ja=f; 
m=a, m=ß, m=y, m=Ö 
ein; damit gehen (42.3) und (42.4) über in 
(ab) ecdö) = B> lax>Ibß>lcy) (abaßle,« + ß) (ec,a+ ß,yldd), (42.3a) 
la(bc) fdö) = 2 laanlbBrley> (befylf, + y) (afa, + yldö).  (42.4a) 


Die Funktionen (42.3a) und (42.Aa) sind zwei mögliche Darstellungen des Zu- 
stands des Gesamtsystems mit den Eigenwerten (42.2), sie sind daher durch eine 
unitäre Transformation miteinander verknüpft: 


|(ab) ecdö)> = 3 <(ab) ecd|a(bc) fdyla(be) fd6)J. (42.5) 
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Die Matrixelemente der unitären Transformation (ab) ecdla(bc) fd, hängen 
nicht von der magnetischen Quantenzahl ö ab. Sie können deshalb durch Produkte 
aus vier Glebsch-Gordan-Koeffizienten dargestellt werden. Um diesen Ausdruck 
zu finden, kehren wir (42.4a) um: | 


la ayIbB>Icy) = 3 la(be) fd’ 6 (beßylf, B+ y) (afa, ß+ yld’ö). (42.6) 
Durch Einsetzen von (42.6) in (42.3a) ergibt sich 


|(ab) ecdöy = 


= > (abaßle,« + ß) (ec, «+ ß, yldö) (beßylf, P+Y) x (af, + yld’ö)la (be) fd’ö). 
= (42.7) 


Zustände, die sich in den Quantenzahlen des Gesamtdrehimpulses d unterscheiden, 
sind linear unabhängig; deshalb ist in (42.7) in der Summe über d’ nur der Term 
mit d=d’ von Null verschieden. Aus dem Vergleich von (42.7) mit (42.5) finden 


wir weiter 
<(ab) ecdja(bc) fd> = 


= I (abaßle,« + ß) (ec;&+ ß, yldö) x (be$ylf, B+Y) (af, + yldö). 
. (42.7 a) 


Da die Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell sind, sind auch die Matrixelemente 
der unitären Transformation (42.7a) reell. Statt dieser Matrixelemente benutzt 
man bei den Anwendungen gewöhnlich die Racah-Koeffizienten W(abcd; ef), die 
durch (42.7a) und die Beziehung | 


Sa <(ab) ecd|a(bc) fdy 
W(abcd; ef) NORRENITER (42.8) 


definiert sind. Aus Realität und Unitarität der Transformationskoeffizienten 
(42.7 a) folgt unmittelbar, daß die Racah-Koeffizienten der folgenden Unitaritäts- 
relation genügen: 


3, (2e+ 4) (2f+ 1) Wlabed; ef) W(abed ; eg) = dyg. (42.9) 


e 


Aus den Definitionen (42.8) und (42.7a) folgt, daß die Racah-Koeffizienten nur 


dann von Null verschieden sind, wenn die Dreiecksrelationen 
N(abe), Alecd), Albef), Alafd) 


erfüllt sind. Aus den Symmetrieeigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten 
folgen die Symmetrieeigenschaften der Racah-Koeffizienten: 


W(abed ; ef\)= W(badce ; ef) = W(cdab ; ef)= W(dcba; ef) = 

—= W(cadb ; fe) = W(bdac;; fe) = W(dbca ; fe) = W (acbd; fe), 
(—1)etf=-b=e W(abcd; ef) = W(aefd; be), 

(—1)etf-a=dWl(abed; ef) = W(befc; ad). 


(42.10) 
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Aus den Definitionen (42.7a) und (42.8) kann man die nützliche Beziehung ab- 

leiten: 

(abaßlex + B) (ed + Pölcea+ P+ 6) = 

N Y(2e +1)(2f+1) (bdßölfß + 6) (afaß+ öca+ P-+ 6) Wlabed; ef). (42.11) 
f 


Wenn einer der sechs Parameter eines Racah-Koeffizienten gleich Null ist, 
kann dieser auf Grund der Symmetrieeigenschaften (42.10) auf die Koeffizienten 


(PET 0 der 
eat Det)" 
ÖpfOce 
Y@e+1)(2f+1) 


W(abcd; of) = 


W(abco; ef) = 


zurückgeführt werden. 

Eine vollständigere Darstellung der Eigenschaften der Racah-Koeffizienten 
und deren numerische Werte kann man in den Übersichtsartikeln von BIEDENHARN, 
Bıarr und Rose [13], A. Epmonps [14] und in dem Buch von Lsusarskı [11] 
finden. 

In einigen Arbeiten werden statt der Racah-Koeffizienten die von WIGNnNER 
eingeführten 6,)-Symbole verwendet, die über die folgende Beziehung durch die 
Racah-Koeffizienten definiert sind: 


" j \ — (—1)etbtetrdW(abcd; ef). (42.12) 


Die Wignerschen 67-Symbole haben sehr einfache Symmetrieeigenschaften. 
Man kann darin die Spalten beliebig vertauschen, ohne den Wert des 67-Symbols 
zu ändern. Der Wert des Symbols ändert sich auch dann nicht, wenn man zwei 
beliebige Elemente der oberen Zeile mit den beiden Elementen vertauscht, die 
ın der unteren Zeile unmittelbar unter ihnen stehen. 


S 43*. Transformation der Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren bei 
Drehungen der Koordinatenachsen 


Die Eigenfunktionen |jm) des Drehimpulsoperators beschreiben die Zustände, 
in denen das Quadrat des Drehimpulses. den Wert h?j(j + 1) und die Projektion 
auf die z-Achse den Wert im haben. 

Bei einigen Anwendungen muß man die in einem Koordinatensystem xyz ge- 
gebenen Wellenfunktionen |jm) in ein neues Koordinatensystem &n‘ trans- 
formieren, das aus dem alten durch eine willkürliche Drehung um den Koordi- 
natenursprung hervorgeht. 

Jede beliebige Drehung des Koordinatensystems &nd gegenüber dem System xyz 
wird eindeutig durch drei Parameter bestimmt — durch die drei Eulerschen 
Winkel &, ß und y. Wir werden rechtshändige Koordinatensysteme verwenden 
und den Drehsinn einer Rechtsschraube als positiven Drehsinn festlegen. Zunächst 
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soll das System &n{ mit dem System xyz übereinstimmen — Lage K. Die Euler- 
schen Winkel &, 5 und y legen die drei nacheinander auszuführenden Drehungen 
fest, durch die das System &n aus der Lage K in die Endlage K’ übergeht. Diese 
drei Drehungen werden folgendermaßen realisiert (Abb. 8): a) Durch eine Dre- 
hung um den Winkel «(0 <x< 2r); um die z-Achse gelangt das System in die 
Lage Kylzıyızı) — Operation R2; b) durch Drehung um den Winkel BO<P<r); 
um die neue yı-Achse geht das System aus der Lage K, in die Lage Ky(zay22>) 
über — Operation R%ı; c) durch Drehung um den Winkel y (O<y<s 2r); um 
die z2-Achse, die mit der 5-Achse übereinstimmt, wird das Koordinatensystem 
aus der Lage K, in die endgültige Lage K” übergeführt — Operation R}. 


Abb. 8: Eulersche Winkel 


In $ 19 haben wir die Änderung der Wellenfunktionen infolge einer Verschiebung 
ım Raum der Vektoren betrachtet, die die Lage der Systempunkte charakteri- 
sieren (Verschiebung des Körpers). Dabei sind die Basisvektoren, die das Koordi- 
natensystem aufspannen, fest geblieben. Jetzt betrachten wir eine Transformation 
der Koordinaten eines im Raum festgehaltenen Körpers bei einer Drehung der 
Basisvektoren (Drehung der Koordinatenachsen). 

Die Koordinaten der einzelnen Punkte mögen sich bei einer Drehung der Ko- 
ordinatenachsen nach dem Gesetz 


> v’=gı (43.1) 


transformieren, wobei g ein linearer Operator ist. 
Die neue Funktion der neuen Koordinaten muß in einem festen Punkt denselben 
Wert haben wie die alte Funktion der alten Koordinaten, d.h. y’(r’) = y(t). 
Wir ersetzen auf der rechten Seite dieser Gleichung mit Hilfe der zu (43.1) 
inversen Transformation t durch r’ und bekommen 


vie) ylgr). 
Das Iransformationsgesetz für die Funktionen bei der Koordinatentransforma- 
tion (43.1) ist demnach 


R,y()= ylr)= plgir)= pn). (43.2) 


Aus dem Vergleich von (43.2) mit der Transformation (19.4) entnehmen wir, 
daß sich die Funktionen bei Koordinatentransformationen infolge der Drehung 
des Koordinatensystems und infolge der Drehung des Körpers in gleicher Weise 
'transformieren. Es muß aber folgendes beachtet werden: Wenn g der Operator 
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für die Koordinatentransformation bei Drehung der Koordinatenachsen und S 
der Operator für die Koordinatentransformation bei einer Drehung des Körpers 
sind, dann sind diese Operatoren zueinander invers. Zum Beispiel ist die Drehung 
der Koordinatenachsen um den Einheitsvektor n und den Winkel 9 einer Drehung 
des Körpers um den Winkel —o äquivalent. Bei der letzteren Drehung erfolgt 
nach $ 19 die Transformation der Funktionen durch den Operator (19.11), wenn 
man darin & = —p setzt. Die Änderung einer Funktion bei einer Drehung der 
Koordinatenachsen um den Winkel 9 um den Einheitsvektor n wird also durch 
den Operator 


RN = exp 1 In :| (43.3) 


bewirkt, wobei 5 der Drehimpulsoperator ist. 

Der Operator (43.3) transformiert die Wellenfunktion. Er wird durch den 
Drehwinkel ® und die Projektion des Drehimpulsoperators auf .die Drehachse‘ 
bestimmt. Bei einer Drehung der Koordinatenachsen um die drei Eulerschen 
Winkel werden demnach die Wellenfunktionen nacheinander drei Transformationen 
durch die folgenden Operatoren unterworfen: R? — den Operator für eine Drehung 
um den Winkel & um die z-Achse; den Operator R% für eine Drehung um die neue 
Lage der y-Achse um den Winkel B und den Operator RZ für eine Drehung um den 
Winkel y um die neue Lage der z-Achse. Der Operator, der die Wellenfunktionen 
bei einer Drehung des Koordinatensystems um die drei Eulerschen Winkel trans- 
formiert, muß also die Gestalt 


R(a,ß,y)= RARAR: (43.4) 
haben mit 
Fr a Rp 
RE=e ?}, Rl=e #, Rz= e Rh (43.5) 


Die zu (43.5) inverse Transformation wird durch Drehungen (in umgekehrter 
Reihenfolge) um die Winkel —y, —ß und —« realisiert. Folglich wird die inverse 
Transformation durch den Operator bestimmt: 


R”\(aßy)= RZ, RP ‚R2,= R'(aßy). (43.6) 


Die Operatoren (43.4) und (43.6) kommutieren mit dem Operator $?. Wendet 
man diese Operatoren auf die Funktionen |jm> an, die Eigenfunktionen des 
Operators $? sind, dann transformieren sie diese in Linearkombinationen der 
Funktionen |jm) mit demselben Wert j, aber mit verschiedenen Werten für m. 
Demzufolge ist 


Riaßy)lim> = 2 | Jm’) <jm’l Rlaßy)lim). (43.7) 


Die Transformationskoeffizienten in (43.7) sind die Matrixelemente der Matrix 
einer endlichen Drehung in der j-Darstellung. Diese Matrixelemente sind Funk- 
tionen der Eulerschen Winkel. Man nennt sie gewöhnlich Wignersche Funktionen, 
verallgemeinerte Kugelfunktionen oder D-Funktionen und führt die Bezeichnungen 
ein: 


Dim (&By)= <jm’IR(aßy)ljm>. (43.8) 
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Bei einer Drehung des Koordinatensystems werden die Koordinaten r6@ eines 
festgehaltenen Punktes in die Koordinaten r6’9’ transformiert. In der Gleichung 
(43.7) sind die Funktionen |jm) Funktionen der Winkel im gedrehten Koordi- 
natensystem. Das kann man explizit mit Hilfe der Ausdrücke <0’@’|jm> und 
(6 o’|jm’> schreiben. Auf Grund von (43.2) haben wir 


R(oßy) <0 YIjm>= <Bpljm). 
Diesen Ausdruck setzen wir zusammen mit (43.8) in (43.7) ein und finden end- 
gültig | 
Oplim)= I Di,y(aßy) WLik). (43.9) 
k 


Wie man leicht zeigen kann, ist die Matrix für eine endliche Drehung mit den 
Matrixelementen (43.8) unitär, d.h. (D/)!D/ = I oder (Di)! = (D)-!, 
Ausführlicher geschrieben bedeutet die Unitarität der D-Funktion 


k’m 


I Di Da = & Di Diem = hr. (43.10) 


Unter Verwendung von (43.10) erhalten wir für die zu (43.9) inverse Transforma- 
tion 


Od yljky= > <Opljm> DHL. (43.11) 


Wir schreiben die Funktionen <8o|jmy> = ®,„(09) als einspaltige Matrizen 
®,(6, 9) = (®P;m) mit 27 +1 Zeilen, die sich durch die Werte von m unter- 
scheiden. So gelangen wir für die Transformationen (43.9) und (43.11) zu der 
Matrixschreibweise 


9,(p9)= Did,’ ), 2,0) = (D)!D,(0p). 


Wir berücksichtigen, daß die Funktionen |jm) Eigenfunktionen des Operators 
J, sind, beachten die Definition (43.8) und können die Matrix DJ für eine endliche 
Drehung explizit durch die Eulerschen Winkel ausdrücken: 

Di,„(aßy) = eimed),.(ß) eitr, (43.12) 
wobei 


.r Bß 
iJy 
eh 


di.(B) = Dir (0BO) = <jk 


reelle Matrixelemente sind. 
Die Matrix für eine endliche Drehung ıst für) =1 


m) (43.13) 


1 + cos sind 1- cos ß 
? 77 2 
sın B 
di (8) = (d.(P)) = 12 cp — | (43.14) 


41- cos ß sin 1+ cos ß 


I mr] 
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Für j = 1/2 kann man die Matrix für eine endliche Drehung d!/2(ß) in der Form 


ae ee 
2 y 

a2) = (di) = + j (43.14) 
sin & cos, 


schreiben. Die beiden Vorzeichen treten ın (43.14a) deshalb auf, weil 

(ur) = — (daik(ß + Ir) 
ist. Ferner sehen wir, daß alle Matrizen d/(ß) aus der Matrix d!/?2 und den Clebsch- 
Gordan-Koeffizienten gewonnen werden können. Der Ausdruck (43.14a) wird 


ın 8 63 hergeleitet werden. Die Matrix d/(P) ist reell und unitär, daher ist sie eine 
orthogonale Matrix: 


(dr) = (Kim = (dim (BP). 
Wir geben noch einige Eigenschaften der Matrixelemente d),, (ß) an: 
dB) = Der, = DER dB) (-Nerdl,_,). 
Schließlich vermerken wir noch eine Beziehung für den Spezialfal$ß = r 
dr (r) = ( ze 1 Of, -m- (43.15) 
Aus den oben angegebenen Ausdrücken und (43.12) folgt insbesondere 
Di, (By) = (Dem DE, (app) - (43.16) 


Ist entweder m oder k gleich Null, dann reduzieren sich die Matrixelemente 
D! ,„(&ßy) für ganzzahlige Werte j = ! auf die Kugelfunktionen 


Dino (ap 0) = Yım (Pa) ’ 


r N (43.17) 
7 | 
DhORD= (Dr Yoyıg Ynrı- | 
Insbesondere ist 

Di (0P0) = Pı(lcos Pß). 
Auf Grund der Beziehungen (43.17) kann man die Matrixelemente der Matrix für 
eine .endliche Drehung auch veraligemeinerte Kugelfunktionen j-ter Ordnung 
nennen. 

Um die Schreibweise zu vereinfachen, führen wir eine abgekürzte Bezeichnung 
für die Gesamtheit der drei Eulerschen Winkel ein: 9 = (a, f,y). Die Drehung 
9 = 9,9, sei das Ergebnis der beiden nacheinander ausgeführten Drehungen 
(Reihenfolge: zuerst 9, und anschließend 95). Dann gilt die Gleichung 


I Di .(0) Din (1) = Dim (929), (43.48) 
k 

die besagt, daß die Matrizen D/ , eine Darstellung der dreidimensionalen Dreh- 

gruppe sind. Darstellungen mit ganzzahligen Werten ; =! sind eindeutig. Dar- 

stellungen mit halbzahligen Werten für ; sind zweideutig: Zu jedem j-Wert gibt 
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es zwei Matrixelemente, die sich durch das Vorzeichen unterscheiden (s. zum 
Beispiel den Fall (43.14a)). 
Für j=l! undm=m’=( folgt aus (43.18) das Additionstheorem für die 


Kugelfunktionen: 


21!+1 
I Yin (Op) Yınl® #)= —,,— Pılcos o) 


cos = cos 0 cos 6’ + sin 6 sin 9" cos(® — 9). 


Bei verschiedenen Anwendungen hat man Produkte aus mehreren verall- 
gemeinerten Kugelfunktionen verschiedener Ordnung zu berechnen. Diese Pro- 
dukte kann man immer mit Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten durch Linear- 
‚kombinationen der verallgemeinerten Kugelfunktionen selbst ausdrücken, wenn 
man die Gleichung 

Jıtja 
Di, d)= S (injomımsljm) Di,() (jnjakıkaljk) (43.19) 


J=Ih-jel 


Disk: 
verwendet. Aus den Eigenschaften der Glebsch-Gordan-Koeffizienten (s. $ 41) 
folgt, daß in (43.19)m = mı +ma undk=kı + ka sınd. 

Unter Ausnutzung der ÖOrthogonalitätseigenschaften der Clebsch-Gordan- 
Koeffizienten ($ 41) kann man die Gleichung (43.19) umkehren 
Dir 9) = 3 (jujamımaljm) Diän, (0) Dan, (9) Unjakıkaljk). (43.20) 
le 
Mit Hilfe der Formel (43 20) kann man verallgemeinerte Kugelfunktionen höherer 
Ordnung aus den Funktionen niedrigerer Ordnung berechnen, insbesondere aus 
D“?%. Zum Beispiel können wir unter Verwendung von (43.14a) aus den Matrix- 
elementen 


Dil? 2 (aßy) = ER eime 1/2 (B) eiky 


die Matrixelemente DI, (xßy) ausrechnen. Zur Illustration berechnen wir das 


1111 
Matrixelement Di,. Wir verwenden (43.20) und den Wert (>> 55373 111) = 1 und 
bekommen 
111141 : BP. 1+cosß . 
Di= = a) (D 13 172)” =,e1R cos’ et’ = e!* TE TE e!? 


Bei den physikalischen Anwendungen muß man vielfach Integrale über Pro- 
dukte verallgemeinerter Kugelfunktionen berechnen. Wir wollen zeigen, wie 
diese auszurechnen sind. Wir führen die abgekürzte Bezeichnung 


[= | sin 6 08 fan] w. (43.24) 
0 


ein und bemerken zunächst 


2r 


f Di) dd = J 4x8) sin ß a8 [ein da [ eitr dy= 8n?d;08modro. (43.22) 
0 0 
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Mit diesem Ergebnis und der Formel (43.19) kann man das Integral 
D*J ; k-m DJ j ER LE R DER\ 
[D*i@®) Di... (#) dd= [ (-NmDI DI. dd = 31 Si dm Ba (43.23) 


ausrechnen. Unter Verwendung von (43.19) und (43.23) kann man ferner das 
Integral 


[ Di() DI: 


mıkı 


Sm. 4y% 22 
(9) Di2r, (0) 49 = 577 (JıJamımz| JM) (jajakıkalJK) (43.24) 


berechnen. 

Die verallgemeinerten Kugelfunktionen sind aber nicht nur die irreduziblen 
Darstellungen der dreidimensionalen Drehgruppe, mit denen man die Eigen- 
funktionen der Drehimpulsoperatoren von einem Koordinatensystem in ein 
anderes, gegenüber dem ersten. gedrehten Koordinatensystem transformieren 
kann. Wie wir in den folgenden Paragraphen sehen werden, spielen sie auch bei 
der Beschreibung der Rotation eines starren Körpers eine große Rolle. 

J 


S 44*. Die verallgemeinerten Kugelfiunktionen als Eigenfunktionen des 
Drehimpulsoperators 


Die ım vorigen Paragraphen behandelten verallgemeinerten Kugelfunktionen 
D! „ (&ßy) beschreiben die endlichen Drehungen des Koordinatensystems End um 
die Eulerschen Winkel relativ zum Laborsystem zyz. Wir verbinden mit dem 
Koordinatensystem &nd einen starren Körper. Die Lage des starren Körpers ın 
bezug auf das Koordinatensystem xyz wird dann durch die drei Eulerschen Winkel 
&, ß und y festgelegt. Da die verallgemeinerten Kugelfunktionen D’ , die endlichen 
Drehungen der Koordinatenachsen &nd gegenüber dem Laborsystem xyz be- 
schreiben, werden auch die Drehungen des starren Körpers durch die Funktionen 
D! „(«ßy) beschrieben. 

£ sei der Drehimpulsoperator für den starren Körper und wirke auf die Euler- 
schen Winkel. Die Projektionen des Operators £ auf die Koordinatenachsen x7,2 
gehorchen den üblichen Vertauschungsregeln 


E,L,jjJeihtb;.s (44.1) 


Kennt man die Eigenwerte des Operators $ für den Drehimpuls eines Teilchens 
in den durch die Funktionen |jm) beschriebenen Zuständen, dann kann man be- 
rechnen, wie der Operator $ auf die D-Funktionen wirkt. Dazu führen wir ein 
Hilfsteilchen ein, das mit dem starren Körper nicht verbunden ist. Der Dreh- 
impulsoperator $ wirkt nur auf die Winkelvariablen 0°, @° des Teilchens, die in 
dem körperfesten System &nd gemessen werden. Die Funktionen <0’o’|/m)> 
seien die Eigenfunktionen von $? und J;. Relativ zum Koordinatensystem xyz 
wird die Bewegung des Teilchens durch die Funktionen <#op|jm) beschrieben. Der 
Zusammenhang zwischen diesen Funktionen wird nach (43.9) durch eine D-Funk- 
tion vermittelt: 


Oplim)= I Dimn(oBy) <B'YLiRr. (44.2) 
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Wir wollen das körperfeste Koordinatensystem um den Einheitsvektor n als 
Achse um einen infinitesimalen Winkel ö drehen. Bei einer solchen Drehung trans- 
formieren sich die Wellenfunktionen D gemäß (19.11) nach dem Gesetz 


FR j 
(Di. (By) = e "ED r (1 — i®n -) D} (44.3) 


Die Wellenfunktionen (do|jm), die in bezug auf das raumfeste System xyz 
definiert sind, ändern sıch dabei nicht 
(Oplijmy’ = <Opljm>. (44.4) 


Die Funktionen ( 'o’|jm> sind im System &n£ definiert, ihre Änderung bei einer 
Drehung wird daher durch den Operator (43.3) bestimmt: 


In 


 o|jky = e RG |jk> (1 +1$n 2) Ho|jk). (44.5) 
Nach der Drehung wird aus der Beziehung (44.2) 
plimy = I (DinnteByD Oli)”. 


In diese Gleichung setzen wir (44.3)— (44.5) ein und erhalten nach einigen ein- 
fachen Umformungen die an 


2, Iyk> (n2) D) „= 2 D’ ’.(nS)lyk>. (44.6) 


Zeigt der Vektor n in Z-Richtung, dann wird aus (44.6) 
2 IJk> L;D nn 2 Di 2Jeljk>. (44.7) 


Da |jk> eine Eigenfunktion des Operators J: ist, d. h. wegen 
J;.|jky = hkljky, 


haben wir 


DI 1jky (Ex: Dan — RkDa) = 0. 
k 


Diese Gleichung muß für beliebige |jk) erfüllt sein, deshalb ıst 


L; D} „= hikD! . (44.8) 
Statt L;, L,, Je und J, betrachtet man besser ne Linearkombinationen 
1 
ee ei Jı= -J =- — (J+ iJ,); (44.9) 
Y2 y2 
1 1 
L_, = ya (L: = ıL,) , L, = — y (L: + ıL,) . (44.10) 


Aus (44.6) erhalten wir dann 


% |jk> LıD} „= >= DI „Jıljk>. (44.14) 
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Mit (44.9) und (40.22) kann man die rechte Seite dieser Gleichung umformen in 


: [G-R) (j+ k+ DR. 
Sun Dig ng [EG nen. 


Auf der rechten Seite ersetzen wir den Summationsindex k durchk’ =k-+ 1 und 
erhalten nach einfachen Umformungen 


Verontese, u 


5 Die; (44.12) 


L,D!,= -h E” 
Es ergibt sich somit 


1/2 
DDR. [97 en [en 


DI au: (44.13) 


Die Operatoren L_,Loy =L; und L, werden als sphärische Projektionen des 
Operators ® auf die Koordinatenachsen End bezeichnet. Mittels (44.10) finden 
wir 
De ie 22 Ten) (44.14) 

y2 y 
Unter Verwendung von (44.12), (44.13) und (44.14) kann man leicht feststellen, 
wie die Operatoren L; und L, auf die verallgemeinerten Kugelfunktionen DI, 
wirken. 

Wir wenden die Operatoren L_, und L;, auf (44.12) und (44.13) an und be- 
kommen 


Be k)(j+k+1) 


L_ı D},= R?DI . (44.15) 


L_,L,D), = nn RD} ,. (44.16) 


Von (44.15) subtrahieren wir die Gleichung (44.16) und finden 
[Lı, L_ı] D/,,= R?kD} . 


Unter Berücksichtigung von (44.8) ergibt sich aus der letzten Gleichung die Ver- 
tauschungsrelation 


Ei, ieh; (44.17) 


In (44.17) setzen wir die Ausdrücke (44.10) ein und finden die Vertauschungs- 
regeln 
Er a, EEE 


die sich durch das Vorzeichen von den Vertauschungsregeln (44.1) für die Projek- 
tionen von £ auf die Koordinatenachsen xyz unterscheiden. Addition von (44.15) 


und (44.16) ergibt 
(L,L_,+ LUL)D),=- jj+1)- RR] Di,. (44.18) 


Aus (44.10) folgt 
LL_, + L,L=- (E+L). 
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Mit (44.8) und (44.18) haben wir daher 
L:D!, = (L+1L2+L) DJ „= KPjlj+ it) DI... (44.19) 
Bei der Untersuchung, wie die Projektionen L,, L, und L, des Operators & 
auf die verallgemeinerten Kugelfunktionen wirken, setzen wir nun voraus, daß das 
bei der Ableitung der Gleichung (44.6) eingeführte Hilfsteilchen mit dem Körper 
starr verbunden ist. Der Operator $ wirkt dann nur auf die Funktionen (do| jm>. 
Die D-Funktionen transformieren sich in diesem Falle bei einer Drehung des 


Systems &nd um den Einheitsvektor n um den infinitesimalen Winkel ö wie oben 


nach der Regel (44.3). Es sind aber 
<0’o'|jm>’ = <6’ o'|jm), (44.20) 
Kal 3.0 
ol jmy’ (1 — ın$ 5) <Ooljm>. (44.21) 


Das Minuszeichen in (44.21) hängt damit zusammen, daß eine Drehung des 
Körpers um den Winkel ö einer Drehung des Koordinatensystems xyz um den 


Winkel —ö äquivalent ıst. Durch Einsetzen von (44.3), (44.20) und (44.21) in die 
Gleichung 
dylim) = 2 (Dar (pr)? Pl iky 


erhalten wir 


(nF) <Oplimy= 3 <O’pljk) (nR) D! „. (44.22) 
k 
Wenn n in der z-Achse liegt und J,|jm> = hm|jm) ist, folgt aus (44.22) 
I 1jk> L.D} „= hmljm). 
k 


Auf der rechten Seite der erhaltenen Gleichung setzen wir den Ausdruck (44.2) 
ein und überzeugen uns, daß sie unter der Bedingung 


L,D! „= imD}, (44.23) 


erfüllt ist. Weiter bilden wir die Operatoren 


1 1 
JI, = 75 (J,-iJ,), M=— v5 (J,.+1J,); (44.24) 
R 1 : 5 1 
LI, = — (L,-— iL,); L=—- — (L,+ iL,). (44.25) 


Mit Hilfe von (40.7) und (40.22) bekommen wir 


| | + m4+ yı2 
m | ler tt j,m+1). (44.26) 
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(44.26) setzen wir in (44.22) ein und finden mit (44.2) 


; le. 
2, \jky Li, Dar + JERAEFR RE) j, m+ 13= 
k 
Ai. 
= 5 |jk) x, Di, + „rer Din] —(. 
R 
Demzufolge ist 
] T 41742. 
12,Di,= 1 ]ERaeEe) Dir (44.27) 


Die Formeln (44.8), (44.19) und (44.23) besagen, daß die verallgemeinerten 
Kugelfunktionen D/ „ Eigenfunktionen der Operatoren 22, L, und L; sind mit 
den Eigenwerten: A®(j + 1) für das Quadrat des Drehimpulses, im für die Pro- 
jektion des Drehimpulses auf die z-Achse des Laborsystems und Ak für die Projek- 
tion des Drehimpulses auf die Z-Achse des rotierenden Koordinatensystems. 

In der Ortsdarstellung werden die Projektionen des Operators & auf die »-, y- 
und z-Achse folgendermaßen durch die Eulerschen Winkel ausgedrückt: 


L,= —-ih (sin a5 + ctgf cosa an: 5); 
Ö OO sına Ö 
L,= —ıh (cos “55 — ctg ß sin a — an 2 5) (44.28) 
Ö 
L.=-ıh—. 
0x 


Der Operator für das Quadrat des Drehimpulses ist dabei 


1 8/[. ö 1 0° 0° 0° 
Die TE (sin Boa)+ are in? B Fr + 2 cos f —— ddr Hl! (44.29) 


Die Projektion des Drehimpulsoperators & auf die Z-Achse hat die Gestalt 


Ö 
L;= —ih —. 
L er 
Die Gleichungen (44.8), (44.19) und (44.23) geben die Eigenfunktionen der 
Operatoren 2?, L, und L; bis auf einen konstanten Faktor an: 
mhk) = ya. (aßy)= N;Dar(aßy). (44.30) 


Der Faktor N; wird aus der Normierungsvorschrift für die Wellenfunktion (44.30) 
bestimmt: 


Gmkjmky= [ vhhyk sin B dB da dy= dr dmm rn: (44.31) 
Setzen wir (44.30) in (44.31) ein und benutzen (43.23), so finden wir 


2j+1 
Nr VE 
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Mit Hilfe von (44.8), (44.12) und (44.13) kann man leicht die Matrixelemente 
(für m’ = m) für die sphärischen Projektionen des Drehimpulsoperators & be- 
rechnen: 


<jklLoljk> = <jklL:ljky = hk, (44.32) 


N (+k+ a" 


Bk+ UL je = —<jklLlj),k+ y=h “ > (44.33) 


Aus den Matrixelementen (44.33) finden wir mit den Beziehungen (44.14) die 
Matrixelemente für die Projektionen der Drehimpulse auf Achsen des kartesischen 
Koordinatensystems 


Pf r ” © Rh DEE EN 
GH ES GAEA RE »-z W- MÜFKFND. (4434) 

a ” 5 s Ri TEE RT E 
 k+ UL, jkd =— GklL,|j, k+ 13 = > VO-MUG+HR+D. (44.35) 


Unter Verwendung der Matrixelemente (44.32), (44.34) und (44.35) kann man 
leicht die Matrixelemente für die Quadrate der Operatoren bestimmen: 


(jkIL2| jk> = h?k? (44.36) 
GRIERLR) = GRID = + D- R], (44.37) 

k+ 2lLjky= —<j,k+ 2L2jk) = 
-. GERTEISDOEr DEI EED.. 2038 
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Ein starrer Körper ist ein System, dessen innerer Zustand (Form, Gleichgewichts- 
lage der Teilchen usw.) unveränderlich ist. Der Begriff des starren Körpers ist 
eine Idealisierung für die Eigenschaften einiger Systeme, die sich bei kleinen 
äußeren Störungen wie starre Körper verhalten. Die Möglichkeit dieser Ideali- 
sierung ist ein Ausdruck der quantenmechanischen Eigenschaften von Systemen: 
Wenn die Energie der äußeren Einwirkung kleiner als die Anregungsenergie des 
ersten inneren Niveaus des Systems ist, dann wird sich das System im Grund- 
zustand befinden. Zu derartigen Systemen gehören zum Beispiel die Moleküle 
und die Atomkerne. 

In diesem Zusammenhang taucht das Problem auf, die Bewegung idealisierter 
Systeme — starrer Körper — zu untersuchen. Die Bewegung eines starren Körpers 
kann man in eine fortschreitende Bewegung des Gesamtkörpers und eine Rotation 
des Körpers um den Massenmittelpunkt aufteilen. In diesem und im folgenden 
Paragraphen werden wir die Rotation eines starren Körpers um einen festgehal- 
tenen Punkt behandeln, der mit dem Massenmittelpunkt zusammenfallen soll. 
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Wir verbinden mit dem starren Körper ein Koordinatensystem End. Die Orien- 
tierung des Körpers wird dann durch die drei Eulerschen Winkel &, $ und y fest- 
gelegt, die die Lage des Systems &nd in bezug auf das Laborsystem xyz charak- 
terisieren. Sind die Koordinatenachsen ın die Hauptträgheitsachsen des starren 
Körpers gelegt, dann wird die klassische Rotationsenergie des starren Körpers 


durch dıe Formel 
1/12 I: I2 
N = 45. 
3 7, en 


gegeben; /g, /,„ und /; sind dabeı die Hauptträgheitsmomente des starren Kör- 
pers, Le, L, und L; die Projektionen des Drehimpulses auf die &-, n- bzw. L- 
Achse. Der Hamilton-Operator ergibt sich aus (45.1), indem man die klassischen 
Drehimpulse durch die entsprechenden Operatoren L;, L, und L; ersetzt. Diese 
Operatoren müssen gleich den im vorigen Paragraphen behandelten Operatoren 
L., L, und L; sein, die die Drehung des Systems &n{ gegenüber dem System xyz 
charakterisieren. | 

Die Berechnung der Energie eines rotierenden starren Körpers ist auf diese 
Weise auf die Bestimmung der Eigenwerte des Operators 


1 nz: 
H= 5 (al; + bL} + cL;) (45.2) 
zurückgeführt worden; dabei sind a = I;!,b = I‘ unde = Ir!. Die Operatoren 
L;, L, und L. gehorchen den Vertauschungsrelationen 


[L:,L,]=-iAL,, ..... (45.3) 


Ein starrer Körper mit drei gleichen Trägheitsmomenten a=b=c=1/I/ wird als 
Kugelkreisel bezeichnet. In diesem Falle ist der Hamilton-Operator (45.2) einfach 
= 9.3 
H= —. 45. 
21 rn 
Die Eigenfunktionen des Energieoperators stimmen demnach mit den Eigen- 
funktionen des Operators für das Drehimpulsquadrat 2? überein, die wir im vorigen 
Paragraphen behandelt haben. Die Eigenwerte des Hamilton-Operators sind 


Ryy+tdN 
E;= 3° eV tu (45.4) 
Zu jedem Eigenwert (45.4) gehören (27 + 1)? Eigenfunktionen 
2j+1,,; 
JR) = Yar(&Py) = IE Dir(Py) (45.5) 


mit 

En 
Ein starrer Körper mit einer mehr als zweizähligen Symmetrieachse hat zwei 
gleiche Trägheitsmomente. Ein solcher Körper heißt symmetrischer Kreisel. Es 
sei zum Beispiela =b=c; dann kann man (45.2) in der Form 


H= 5 (a8? + (c- a) L}} (45.6) 
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schreiben. Die Wellenfunktionen (45.5) sind auch die Eigenfunktionen des Ope- 
rators (45.6). Die Energieeigenwerte sind 


2 


Ejir) = a lay(j+V)+(c-a)k?. (45.7) 


Zu jedem j-Wert gehören (j +1) Niveaus mit verschiedenen Energien für 
k|= 0,1, ...,j. Die Energieniveaus (45.7) sind von der Quantenzahl m und 
vom Vorzeichen derQuantenzahl k unabhängig. Für k #0 liegt also eine2(27j + 1)- 
fache Entartung vor. Die zweifache Entartung im Vorzeichen von k, d.h. im Vor- 
zeichen der Projektion des Drehimpulses, hängt mit der Invarianz des Hamilton- 
Operators (45.2) gegenüber einer Spiegelung an einer Ebene zusammen, die die 
Symmetrieachse (Kreiselachse) enthält. Wir bezeichnen den Operator für diese 
Spiegelung mit P,. Eine zweimalige Anwendung des Operators P, entspricht der 
Identität, daher sind die Eigenwerte des Operators P, gleich +1. Die Wellen- 
funktionen (45.5) sind keine Eigenfunktionen des Operators P,. Man kann aber 
aus den Funktionen (45.5) leicht Linearkombinationen bilden, die gleichzeitig 
Eigenfunktionen des Operators (45.2) und des Operators P, sind. Wie man leicht 
zeigt, sind solche Funktionen für k #0 


m IH #+l: = (45.8) 


| 1 BR 
iR = 1 PD]. (45.9) 


jk+)>= 


Bei einer Spiegelung an einer Ebene, dic die Kreiselachse enthält, ändern die 
Funktionen |jk—) ihr Vorzeichen, die Funktionen |jk-+> ändern ihr Vorzeichen 
dabei nicht. Für k = 0 gibt es nur eine Art von Funktionen 


Dj+il,, 
> = 0 +) = y Die. (45.10) 
3 
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Sind alle drei Trägheitsmomente eines starren Körpers voneinander ver- 
schieden, a =#b= c, dann bezeichnet man den starren Körper als asymmetrischen 
Kreisel. Die stationären Zustände eines asymmetrischen Kreisels werden durch 
die Quantenzahl ; charakterisiert, die den Gesamtdrehimpuls angibt. Die Wellen- 
funktionen (45.5) sind aber keine Eigenfunktionen des Hamilton-Operators (45.2), 
weil die Anwendung der Operatoren L; und L, nach (44.34) und (44.35) die 
Quantenzahl k der Wellenfunktion D/,, ändert. Man kann die Eigenfunktionen 
des Hamilton-Operators (45.2) zu einem Gesamtdrehimpuls mit der Quantenzahl ; 
als Linearkombination der Funktionen (45.5) ansetzen: 


yi= 2 suljin. (46.1, 
k 


42 Dawydow, Quantenmechanik 
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Diesen Ausdruck setzen wir in die Schrödinger-Gleichung (H — E) y; = 0 mit 
dem Operator (45.2) ein und erhalten ein Gleichungssystem mit 27 +1 Glei- 
chungen 


> {SKI JE D — Erw} gr = 0. (46.2) 


’ 


c 


Die Bedingung für die Lösbarkeit dieses Systems liefert eine Gleichung 27) + 1-ten 
Grades in E. Die. Wurzeln der erhaltenen Gleichung bestimmen die Energie- 
niveaus des asymmetrischen Kreisels zu dem Drehimpuls 7. 

Unter Verwendung der Ausdrücke für die Matrixelemente (44.36) — (44.38) 
kann man leicht die Matrixelemente des Operators (45.2) berechnen, die sich mit 
den Wellenfunktionen (45.5) ergeben 


2 
(KH jk> = = ((a+b) [jj +1) — K2]+ 2ck2}, (46.3) 
(Jk+ 21H] jky = <jklHljk + 2) = 
h? 
= (a b)-Yj-MG-k-N(G+k+)(j+k+2). (46.4) 


8 


Nach (46.4) enthalten die Matrixelemente des Operators H nur Zustände mit 
k-Werten, die sich um 2 unterscheiden. Die Linearkombination (46.1) zerfällt 
daher in zwei unabhängige Teile: Ein Teil enthält nur die Funktionen |7k) mit 
geradzahligen k-Werten, der andere nur die Funktionen mit ungeradzahligen 
k-Werten. Eine weitere Vereinfachung der Rechnungen ist nur unter Ausnutzung 
der Symmetrieeigenschaften des Systems möglich. Es vereinfacht sich dabei nicht 
nur die Lösung, sondern wir erhalten auch eine Möglichkeit, die Rotationszustände 
nach den irreduziblen Darstellungen der entsprechenden Symmetriegruppe zu 
klassifizieren ($ 20). 

Der Hamilton-Operator (45.2) und die Vertauschungsrelationen (45.3) bleiben 
bei den Transformationen der Symmetriegruppe Da invariant. Die Gruppe Da 
(Tabelle 9) enthält außer der Identität drei Drehungen um den Winkel m um die 
drei kartesischen Koordinatenachsen. Bei jeder solchen Drehung ändern zwei der 
drei Operatoren L;, L, und L; ihr Vorzeichen. 


Tabelle 9 


Charaktere der irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe D; 


2 2 2 
A 1 1 1 | 1 
B, 1 1: (et 1 
B, 1 | 
Ba 1 ı)-ı1|-1 


Die Matrixelemente des Operators (45.2), die mit Funktionen zu verschiedenen 
irreduziblen Darstellungen der Gruppe D, gebildet werden, sind Null. Deshalb 
zerfällt das Gleichungssystem (46.2) in ein System unabhängiger Gleichungen, die 
jeweils zu einer irreduziblen Darstellung der Gruppe Dz gehören. 


8 A6*. Rotation eines starren Körpers. Asymmetrischer Kreisel 165 


Die verallgemeinerten Kugelfunktionen D’ „ und damit auch die Funktionen 
(45.5) transformieren sich bei Transformationen, die den Symmetrieelementen 
der Gruppe Dz entsprechen, folgendermaßen: 


c? DI ,(“By)= D}.(aßy + r)= (-N*D} (BY). (46.5) 
Ferner ıst 


02 Di,,.(aBy) = (-WI® DI, _.laBy). (46.6) 


Der letzte Ausdruck ergibt sich auch, wenn man sich an die Definition der Funk- 
tion (43.12) erinnert und die Beziehung (43.15) heranzieht. Tatsächlich ist 


07 Din (aßy) = Dino B+ m, =y)= ein I Any (B) Ale) er = 


=(-1V#DJ, (0 By). 
Auf diese Weise erhalten wir 


C2 DJ, .(aßy) = Dia(-0, B+ m, y)= (-1)} D}, _„(&Pßy). (46.7) 


Beachtet man die Eigenschaften der Transformation (46.5)— (46.7), so kann 
man aus den Funktionen (45.8) — (45.10) auch solche Linearkombinationen bilden, 
die sich nach den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe Dz transfor- 
mieren. Der einfachste Fall entspricht / = 1. In diesem Falle transformieren sich 
die Funktionen (45.8)— (45.10) selbst nach den irreduziblen Darstellungen der 
Gruppe D; 

vı(1) = 10) — Darstellung 5}. 


1 
(il) = — (1113 + 11-13) — Darstellung B3. 


> 


ys(1) = ai (1113 — |1— 1,3) — Darstellung 3. 


Da alle drei Funktionen zu verschiedenen Darstellungen der Gruppe gehören, 
wird die Rotationsenergie der drei möglichen Zustände mit dem Spin 1 (von der 
Entartung in der Quantenzahl m wollen wir hier absehen) durch die Mittelwerte 
von MH bestimmt. Wir verwenden die Matrixelemente (46.3) und (46.4) und haben 


h? 
Eid) = O1) = (a + b), 


2 
EA) = AH 11>+ AH L— 1>= R 7 (a+ c), 


E;(1)= <A4H]11>— <UHL— 13 = a zer c). 


Das Energieniveau Z,(1) entspricht der irreduziblen Darstellung B,, die die 
gleiche Symmetrie in bezug auf die &- und 7-Achse hat; die Energie wird daher 
durch eine Formel gegeben, die in den Trägheitsmomenten /; und /, symmetrisch 
ist. 
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Mit dem Wert ; = 2 gibt es fünf stationäre Zustände; die zugehörigen Wellen- 
funktionen können folgendermaßen geschrieben werden: 


1 
yı(2) = 122 (1223 —|2 — 2)) — Darstellung 5}, 

1 
y(2) = 7 (121> —[2 — 1)) — Darstellung Ba, 

N (46.8) 
ys3(2) = —= (121) + 12-15) — Darstellung B3, 


y2 
1 
y,,5(2) = 1203 gi + va (122> + [2 — 23) gg — Darstellung A; 
gı und ga sind Koeffizienten, die später bestimmt werden. Zu jeder irreduziblen 
Darstellung BD}, Ba und B3 gehört nur eine Funktion. Die Energie dieser Zustände 


kann daher unmittelbar unter Verwendung der Matrixelemente (46.3) und (46.4) 
berechnet werden: 


#2 
Eı2)= (22[H]22, = 5 (a+b+ 4Ac) — Darstellung BD}, 
#2 
Es(2) = 5 (a+c+ 4b) — Darstellung Bs, 
42 
FEs(2) = 5 (+b+ Aa) — Darstellung B3. 


Zur irreduziblen Darstellung A gehören zwei Funktionen (46.8), die sich durch 
die Werte der Koeffizienten gı und ga unterscheiden. Setzen wir die Funktion 
%Y,,5 aus (46.8) in die Schrödinger-Gleichung ein, so erhalten wir zwei Gleichungen 
zur Bestimmung dieser Koeffizienten 

[<201120> — E] gı + Y2<20|4122) = 0, 
Y2<20191223 gı + (22141223 — E]) = 0. 
Wir nehmen die Werte der Matrixelemente aus (46.3) und (46.4) und finden aus 


der Lösbarkeitsbedingung des erhaltenen Gleichungssystems eine Gleichung 
zweiter Ordnung zur Bestimmung der Energieniveaus 


ern VB pa- 


2 2 
_ =, (46.9) 
y3 h2 


Die Lösung dieser Gleichung ergibt 


Ey,s(2)= R?f(a+ b+c)+ Y(a+ b+ c)?— 3ab+ ac+ be)). (46.10) 
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Von den sieben Zuständen zu j = 3 gehört nur ein Zustand zur irreduziblen 
Darstellung A. Die zugehörige Funktion hat die Gestalt 


(3) = (1323 - 13-3), 


y2 
Eı(8) = 2h%(a+ b+ ce). (46.11) 


Es ist interessant, daß die Energie dieses Zustandes die Summe der Energien der 
beiden Zustände mit dem Drehimpuls ; = 2 zur irreduziblen Darstellung A ist: 


Eı(3)= ER) + E52). 


Zu jeder der drei anderen irreduziblen Darstellungen (B}, Ba, Ba) gehören zwei 
Funktionen für Zustände mit dem Drehimpuls ; = 3. Die Energien dieser Zu- 
stände ergeben sich aus Gleichungen zweiten Grades. 


und die Energie ist 


VII. NÄHERUNGSVERFAHREN ZUR BERECHNUNG DER EIGENWERTE 
UND DER EIGENFUNKTIONEN VON OPERATOREN 


$S 47. Störungstheorie in stationären Zuständen mit diskretem Spektrum 


Eine exakte Lösung der Schrödinger-Gleichung, die die Energie der stationären 
Zustände von Systemen bestimmt, ist nur für einige sehr einfache Potentialfelder 
möglich, die zu idealisierten Systemen gehören (s. Kapitel V und VI). Bei der 
Untersuchung realer atomarer und nuklearer Systeme muß man Näherungs- 
verfahren zur Berechnung der Eigenwerte und der Eigenfunktionen der Hamilton- 
Operatoren verwenden. Infolge der Entwicklung der elektronischen Rechenauto- 
maten haben numerische Methoden zur Lösung quantenmechanischer Probleme 
in der letzten Zeit eine große Bedeutung erlangt. Solche Methoden werden in der 
Spezialliteratur behandelt. In diesem Buch befassen wir uns nur mit analytischen 
Methoden zur näherungsweisen Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen realer Systeme, die sich nicht sehr von idealisierten Systemen mit bekannter 
exakter Lösung unterscheiden. In diesem Falle kann man die Näherungsmethoden 
auf die Berechnung von Korrekturen zur exakten Lösung reduzieren. Die all- 
gemeine Methode zur Berechnung solcher Korrekturen ist die Störungstheorie. 

In diesem Paragraphen werden wir die Störungstheorie für stationäre Probleme 
mit diskretem Spektrum behandeln. Wir nehmen an, daß der Hamilton-Operator 
eines quantenmechanischen Systems in zwei Summanden zerlegt werden kann: 


Hy, soll der Hamilton-Operator eines idealisierten Problems mit bekannter exakter 
Lösung sein; V sei klein und wird als Störoperator bezeichnet. Der Störoperator 
kann ein Teil des Hamilton-Operators sein, der in dem idealisierten Problem nicht 
berücksichtigt worden ist, oder die potentielle Energie einer äußeren Einwirkung 
(äußeren Feldes). Das Ziel der Störungstheorie ist die Angabe von Formeln für 
die Energie und die Wellenfunktionen der stationären Zustände. Diese Formeln 
werden die bekannten Energien E° und die bekannten Wellenfunktionen 9, des 
„ungestörten‘ Systems enthalten, das durch den Hamilton-Operator Ho, be- 
schrieben wird. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß in dem ungestörten Problem keine Ent- 
artung auftritt; es gelte 

Ho9n= E) Pn- (47.2) 

Ferner sei 


V=-AW (47.3) 


mit einem kleinen dimensionslosen Parameter A. Die Bestimmung der Eigen- 
funktionen und der Eigenwerte des Operators (47.1) führt dann auf die Lösung 
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der Gleichung 
(H,+AiW)v= Ev. (47.4) 


Wir gehen von der Ortsdarstellung zur Energiedarstellung über. Als Basissystem 
verwenden wir die Eigenfunktionen des ungestörten Hamilton-Operators. Dann 


ıst 
dm > AnPn: (47.5) 


und die Gleichung (47.4) reduziert sich auf ein unendliches algebraisches Glei- 
chungssystem: 


(E- EI) am = Ad Wann; (47.6) 


Wann = Pm|W|Yn> sind die Matrixelemente des Störoperators W. 
Zur Berechnung der Korrekturen von Energie und Wellenfunktion des statio- 
nären Zustandes mit der Quantenzahl /! setzen wir 


E=EIT3IEWLREND+..., 
Am Imit Aa + Mad+.... 


Diese Reihen führen wir in (47.6) ein und bekommen das Gleichungssystem 


[EP — EL + AEM + RED.) [mit Aad+ .]= AD Wan [dnıt Aa +]. 


Wir setzen m =! und setzen die Glieder mit gleichen Potenzen von 4 gleich, so 
erhalten wir die Gleichungen 


E®= W\,, 
Ei» + Eiaj' = 7 Winan’, (47.7) 


Für m #1 finden wir in gleicher Weise 
al(E) = ED) = Wars m#l, 
Eal0 + (EP— El) ad)= 5 Wnnall), (47.8) 


Aus (47.7) folgt für die Energie des Systems in erster Näherung die Formel 
E=E+I/EW=E +4Wu= E+Vı. (47.9) 


Die Korrektur zur Energie ist also in erster Näherung gleich dem Mittelwert des 
Störoperators V ım Zustand mit der Wellenfunktion 9, nullter Näherung. Ver- 
wenden wir die erste Gleichung von (47.8), (47.3) und (47.5), so finden wir die 
Wellenfunktion des Zustands /! ın erster Näherung: 


} ml 
vı= 9 + AaVp, + Om. 
I 1 a, l 2 Er? E® m 
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Die Größe Aal!’ wird aus der Normierungsvorschrift für diese Funktion be- 
stimmt. Die Funktionen 9, sind normiert, deshalb folgt aus der Normierungs- 
vorschrift bis auf Glieder der Größenordnung A” die Gleichung 


a + ar = 0, 


Die Wellenfunktionen sind nur bis auf einen Phasenfaktor bestimmt; daher kann 
man die al!’ reell wählen und muß dann al!! = ( setzen, um die letzte Gleichung 
zu erfüllen. In erster Näherung wird die Lösung also durch die Gleichung 


(47.10) 


V mi 
yı= Pit 2 oo no Pm 
ml EI — En 
gegeben. Setzen wir weiter den Wert für a!’ aus der ersten Gleichung (47.8) ın 
die zweite Gleichung (47.7) ein, so finden wir die Korrektur zur Energie in zweiter 
Näherung 
ER) a: > WunWnı , 
n+I EL — Er 


In zweiter Näherung ergibt sich also für die Energie die Formel 


E E® (Yl” 
1= E+Vu+ 3 (47.11) 


nl E . En 
Aus (47.11) ist zu entnehmen, daß die Korrektur zweiter Ordnung zum Energie- 
niveau des Grundzustandes (d. h., wenn E? < ES? ist) immer negativ ist. 

Bei praktischen Anwendungen der Störungstheorie verwendet man gewöhnlich 
die erste Näherung für die Wellenfunktionen und die zweite Näherung für die 
Energie. In einigen Fällen muß man aber auch höhere Ordnungen der Störungs- 
theorie verwenden. | 

Die oben angegebene Methode der Störungstheorie ist nur dann brauchbar, 
wenn die Reihe der sukzessiven Approximationen konvergiert. Eine notwendige 
Bedingung dafür ist, daß jede folgende Korrektur gegenüber der vorhergehenden 
klein ist. Man kann also die Bedingung für die Anwendbarkeit der Störungs- 
theorie ın der Form 


IVmI<|E}— EL fürall m#+l (47.12) 


schreiben. Die Störungstheorie kann demnach dann verwendet werden, wenn die 
nichtdiagonalen Matrixelemente des Störoperators V gegenüber dem absoluten 
Betrag der Differenz der entsprechenden ungestörten Energiewerte klein sind. 
Um die Verwendung der Störungstheorie zu illustrieren, berechnen wir die Energie- 


ER Zei. 
änderung eines Elektrons im Coulomb-Feld — —-in erster Näherung, wenn die 
| r 


Kernladung um 1 vergrößert wird (-Zerfall des Kerns). In diesem Falle ist der 
Störoperator 


Dee (47.13) 
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wenn o der Abstand des Elektrons vom Kern in atomaren Maßeinheiten ist. Nach 
(47.9) ıst die Energieänderung im Zustand (nl) in erster Näherung gleich dem 
Mittelwert von (47.13) im Zustand nl 


4 
AB t 


1 
h2 o 


a 
0177 


Der Mittelwert des Operators 1/e ıst nach (38.17 c) gleich Z/n?, also ist 


eduZz 
Ren?’ 


AE= 


Dieser. Wert ist mit dem exakten Wert vergleichbar. Erinnern wir uns, daß die 
Energie eines Elektrons im Coulomb-Feld durch die Formel (38.15) gegeben wird, 
so haben wir 


et u 1 
Akexaı en h2n2 (z I 5) 
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Wie in $ 47 gezeigt worden ist, besteht die Störungstheorie in einer Aufspaltung 
des Hamilton-Operators eines physikalischen Systems in zwei Teile — eın Teil 
(Ho) entspricht einem vereinfachten (ungestörten) System, der andere Teil wird 
als Störung angesehen. Kann man von dem zweiten Teil einen kleinen Zahlen- 
faktor A abtrennen, dann erhält man mit der Störungstheorie eine Potenzreihe in A 
als Lösung des Problems. Falls diese Reihe konvergiert, kann man das Problem 
mit beliebiger vorgebbarer Genauigkeit lösen. Der Beweis der Konvergenz der 
Störungsreihe ist für die meisten Probleme von praktischem Interesse sehr kompli- 
ziert. In einigen Fällen ergeben die ersten Näherungen der Störungstheorie auch 
‚dann gute Ergebnisse, wenn die Reihe der Störungstheorie divergıiert. 

In $47 haben wir gesehen: Die Ungleichung (47.12) ist eine notwendige Be- 
dingung für die Anwendbarkeit der Störungstheorie zur Berechnung des Zu- 
standes mit der Quantenzahl /; d.h., die Differenz zwischen dem betreffenden 
Energieniveau und allen anderen ungestörten Energieniveaus muß gegenüber der 
Energieänderung infolge der Störung groß sein. Im Zusammenhang damit darf 
das /-te Niveau nicht entartet sein, weil sonst die fragliche Energiedifferenz im 
ungestörten Problem gleich Null wäre. Die Formeln (47.10) und (47.11) bleiben 
aber gültig, auch wenn ein Teil der Zustände m mit den Energien ES, entartet ist 
und die EV, die Ungleichung (47.12) erfüllen. Diese Formeln können auch in dem 
Falle verwendet werden, daß ein Teil der Zustände m zum kontinuierlichen Spek- 
trum gehört; in diesem Falle muß man die Summen in (47.10) und (47.11) für die 
kontinuierlichen Zustände durch Integrale ersetzen. 

Die Störungstheorie ist strenggenommen nur dann brauchbar, wenn sowohl 
die Eigenfunktionen als auch die Eigenwerte des Operators H stetig in die Eigen- 
funktionen und Eigenwerte des Operators H, übergehen, wenn der Parameter A 
gegen Null geht. In einigen Fällen ist diese Bedingung nicht erfüllt — die Störung 
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kann den Charakter der Lösung selbst ändern, indem sie aus einem Problem mit 
einem diskreten Spektrum ein Problem mit kontinuierlichem Spektrum macht. 
Betrachten wir zum Beispiel den Hamilton-Operator mit der potentiellen Energie 


U(x) = Sum22? + 2°. (48.1) 


Für = 0 stimmt der Hamilton-Operator mit dem Operator für einen harmo- 


1 
nischen Oszillator überein, der das diskrete Energiespektrum E, = how (n + 5) 
hat. Für kleine A ist immer die Bedingung 


Alxmlz’Iny| < |Em—- Enl= holm— n| 


erfüllt. Für jeden beliebigen Wert A # 0 hat aber der Hamilton-Operator mit der 
potentiellen Energie (48.1) kontinuierliche Energieeigenwerte; denn für große 
negative x-Werte wird die potentielle Energie kleiner als die Gesamtenergie des 
Teilchens. In diesem Falle beschreiben die Wellenfunktionen und die Energie- 
niveaus, die auf Grund der Störungstheorie berechnet werden, nichtstationäre 
Zustände. Das Teilchen kann die Potentialbarriere nach negativen z hin durch- 
dringen und sich bis-ins Unendliche bewegen. Für kleine A-Werte ist aber die 
Wahrscheinlichkeit für diesen Vorgang verschwindend klein, deshalb werden die 
mit der Störungstheorie gefundenen Lösungen praktisch mit den stationären 
Zuständen übereinstimmen. Derartige Zustände bezeichnet man als quasistationäre 
Zustände. 

‚In $ 126 werden wir einen Fall behandeln, in dem unter dem Einfluß einer Stö- 
rung im kontinuierlichen Spektrum verbotene Energiebänder in Erscheinung 
treten. 

Für die Berechnung der Korrekturen zur Energie des I-ten stationären Zu- 
standes mit Hilfe der Formel (47.11) muß man die Energieniveaus E° und die 
Wellenfunktionen 9, aller stationären Zustände des ungestörten Problems kennen. 
In einigen Fällen sind aber nur die ersten angeregten Zustände des ungestörten 
Systems hinreichend gut bekannt. Dann wird die Berechnung der Energieänderung 
(infolge der Störung) mit Hilfe von (47.11) sogar für die ersten Niveaus nur grob 
gelten. Man kann aber die Formel zur Berechnung der Energie eines Systems in 
zweiter Näherung umformen, so daß die Rolle der höheren angeregten Zustände 
bedeutend vermindert wird und die Genauigkeit der Rechnungen damit steigt. 

Um die gesuchte Formel abzuleiten, führen wir in (47.10) die folgende identische 
Umformung durch: | 
0_ EI\-1_ (PON-1 Em | 
(E- En) "= (EB) NEE)" 
Weiter verwenden wir die Gleichung 


Vo= 2 VmiPm = AEWopı+ A 2, Wn1Pm 


und erhalten für die Wellenfunktion in der ersten Näherung der Störungstheorie 


V- AEN Ed V mıYm 
mt Pt 2 DE) 
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Jetzt wird die Energie des !-ten Niveaus in der zweiten Näherung durch die 


Formel 
E= [ pX(Ho+ V) yıdı 


gegeben. Unter Beachtung von AB! = V,, finden wir 


ae Em Vin!” 


+ Zope En, (48.2) 


E= E0+ 


Die gefundene Formel En, wir mit (67.4) und sehen, daß sich (48.2) 
durch den Faktor EO,/E? in derSumme von (47.11) unterscheidet. Bei der üblichen 
Energiezählung entsprechen dem diskreten Spektrum negative Energiewerte, 
daher ist für die höheren angeregten Zustände |EO,/EP| <1. 

Der Faktor EV, /E? in (48.2) vermindert also die Rolle der Zustände mit höheren 
Anregungen. 

Zum Schluß dieses Paragraphen wollen wir noch einen Ausdruck für die Energie 
in zweiter Ordnung der Störungstheorie herleiten. Es si H=H,-+V und 
Ho%n = E} Pu. Die Schrödinger-Gleichung (H — E) y = 0 geht dann durch die 
Substitution 

( 2 AnPn 


in ein unendliches System homogener algebraischer Gleichungen über: 


>, (Han Edyan) An = 0 (48.3) 
mit ö 
Ed+Vyn für m=n, 


Voss für m=#n. 


Han= (m\Hln) = | (48.4) 
Die Lösbarkeitsbedingung für das Gleichungssystem (48.3) ergibt eine Gleichung 
unendlichen Grades 


> Ednnll =. (48.5) 


Die Wurzeln dieser Gleichung bestimmen die exakten Eigenwerte des Operators H. 
Wir wollen uns für die Änderung des Niveaus EP unter dem Einfluß der Störung 
V interessieren. Für beliebiges m + 1 sei die Ungleichung 


IHıml& IE] En 
erfüllt. Wir vernachlässigen. nun in der Determinante (48.5) alle nichtdiagonalen 


Matrixelemente H,„ und erhalten in Übereinstimmung mit (47.9) für die Energie 
in erster Näherung 


E= Hu= EI+ Vu. (48.6) 


Um die Energie in zweiter Näherung zu bekommen, vernachlässigen wır in (48.5) 
alle nichtdiagonalen Elemente, die nicht in der ersten Zeile oder in der ersten 
Spalte der Determinante (48.5) liegen. Es ergibt sich so die Determinante 


Huı- E Ha Hıs Hy 
Hı Ha-E 0 0 
As3ı 0 H33— E 0 
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Wir multiplizieren die zweite Zeile mit — ——,; und subtrahieren sie von der 
> 

ersten. So bekommen wir eine Determinante, für dıe das erste Element der ersten 

Zeile 

|Hral? 

Buell, 

wird; an der Stelle von Aa steht Null. Nun multiplizieren wir die dritte Zeile der 

neuen Determinante mit Aıg(H33 — E)”"! und subtrahieren sie von der ersten, so 

bringen wir das Element As zum Verschwinden und ändern das erste Element 

dieser Zeile. Setzen wir diesen Prozeß fort, so gelangen wir zu 


= Hm? \, 
(Hu E- & 7" )(Hn- E)(Ha- EB) =0. (48.68) 


m=2 


Das Niveau E? sei nicht entartet. Für Energien in der Nähe dieses Niveaus braucht 

man in (48.6a) nur die erste Klammer gleich Null zu setzen. Auf diese Weise erhal- 

ten wir 

IHıml 2 

E= Hyu- ——. 
n 2 H am =E 

Diese Gleichung enthält die Unbekannte FE auch auf der rechten Seite. Man kann 

diese Gleichung nach der Methode der sukzessiven Approximation lösen. In erster 

Näherung kann man auf der rechten Seite von (48.7) 


E= Hu= E+Vu 


setzen. Weiter benutzen wir (48.4) und finden 


(48.7) 


| V ml 2 
E=E+Vu+ $ nn 
1 11 | i 
m=2 E? = Vu- (ED, un Vonm) 
Auf diesem Wege kann man einen Ausdruck für die Energie eines beliebigen Ni- 
veaus in zweiter Näherung erhalten, wenn der ungestörte Zustand EP nicht ent- 
artet ist: 


IV ım!? 
E= E® V us fee en Tr Le u ud, 48.8 
ir ut 2 0 V— (BO + Ve) “. 
m+#l 


$ 49. Störungstheorie für zwei dieht benachbarte Niveaus 


Die Formeln (47.10) und (47.11) lassen erkennen: Wenn es unter den Eigen- 
werten von Hy einen oder mehrere mit einer Energie dicht bei EP gibt, dann werden 
die Korrekturen zu den Wellenfunktionen und zur Energie des /-ten Niveaus groß 
(kleine Nenner), und man kann diese Formeln nicht mehr verwenden. Falls aber 
nur wenige Eigenwerte von A, in der Nähe des /!-ten Niveaus liegen, kann man das 
Rechenverfahren abändern, um auch ın diesem Falle große Korrekturen aus- 
zuschließen. Wir wollen das am Beispiel zweier benachbarter Niveaus zeigen. 
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Der Operator H, möge zwei benachbarte Eigenwerte E? und Z3 haben, zu 
denen die Eigenfunktionen 9, und 9a gehören. Alle übrigen Eigenwerte sollen 
von diesen beiden entfernt liegen. Bei der Berechnung der Korrektur zur Wellen- 
funktion 9, nach der Methode (47.10) sehen wir, daß der Beitrag der Funktion 
9%, wegen des kleinen Nenners E9 — EP groß ist. Es ist deshalb zweckmäßig, die 
Lösung schon in.der nullten Näherung in der Form 


y=ayıtr ba (49.1) 
anzusetzen. Setzen wir diesen Ausdruck für » in die Gleichung 
(H- E)y=0, H=H,+V 
ein, so erhalten wir ein Ssäten von zwei Gleichungen 
(Hı- E)a+ Hnb=0, 


„2 
Haa+ (Ha—- E)b=d. v- 


Die Matrixelemente A,, werden dabei durch (48.4) gegeben. Aus der Lösbarkeits- 
bedingung für das Gleichungssystem (49.2) finden wir die beiden Energiewerte 


1 SEHR RECHEENEN 
Eıa= D2 (Hu+ Ha)+ D7 Y(Hu — H»)?+ 4 Hı5l?. (49.3) 


Das positive Vorzeichen gehört zum Niveau E,, das negative zum Niveau En. 
Falls die übliche Störungstheorie verwendet werden kann, d. h., wenn 


IAu- Aal>IHhl (49.4) 
gilt, dann ergeben sich aus (49.3) die Energien 


IAıs] BZIIE 
ehr a Des men 
u MT Vu (EIH Von) 

|Asal? BZIIE 
DeBs% ne ed ee nn, 
Pe a ee en 


Diese Energien stimmen mit der Energie überein, die aus der üblichen Störungs- 
theorie in zweiter Ordnung folgt (s. (48.8)). Gilt die Ungleichung 


IAu- H»|< IAl;, (49.Aa) 
dann resultiert aus (49.3) 
H,ıı+ Ha (Hıu-— Ha)” 
Be a A re 


In Abb. 9 sind die Energien E, und Ey auf Grund der Formel (49.3) als Funk- 
tionen der Differenz 6 = Hyı — Ha für einen festen Wert von Hin aufgetragen. 
Die Werte von H,ı und Asa sind durch die gestrichelten Linien angegeben. Die 
Korrekturen zu den Energiewerten in zweiter Ordnung werden in Abb. 9 durch 
die Differenz zwischen der ausgezogenen und der nächsten gestrichelten Kurve 
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dargestellt. Es ist interessant, daß die Korrekturen zu den Werten von A, und 
Hs, in zweiter Ordnung den Abstand zwischen den Niveaus immer vergrößern. 
In diesem Zusammenhang spricht man von einer „Abstoßung der Niveaus‘. 
Unter diesem Begriff versteht man die Erscheinung, daß sich der Abstand zwischen 
zwei benachbarten Niveaus vergrößert, wenn man im Hamilton-Operator die Glieder 
berücksichtigt, die in dem vereinfachten Problem weggelassen worden sind. 


Abb. 9. Energieniveaus E, und Ey in Abhängigkeit von der Energiedifferenzd = Hy, — Ha 
des ungestörten Systems. Die Werte von M,, und Ha sind durch die gestrichelten 
Geraden angedeutet 


Aus der Gleichung (49.2) folgt das Verhältnis der Koeffizienten a und 5, die die 
Wellenfunktion (49.1) bestimmen 
Ze, 

E- Hu 


Setzen wir in diesen Ausdruck die Werte für E} und Ey aus der Gleichung (49.3) 
ein und führen wir 


a 
b 


(49.5) 


ein, so erhalten wir 


DEE BUBEN: 


Die normierten Wellenfunktionen für die Zustände mit den Energien Eı und E3 
sind also 
vı= pi 0osh + 07) sin Een 
49. 
m=—-{9 LM 9 00 
2 2 
Ist die Ungleichung (49.4) erfüllt, so folgt aus (49.5) P = 0, yı = 9, und ya = 92. 
Wenn umgekehrt die Ungleichung (49.4a) gilt, dann ist $ = r/2; 9, und 9 
treten daher in (49.6) ın gleichen Anteilen auf. 
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Verwendet man jetzt zur Berechnung der Korrekturen zur Energie Eı (oder 
Es) und zur Wellenfunktion %, (oder %3) die in nullter Näherung gefundenen 
Energieniveaus | 

Ei, Ey, E23, EP, ... 
und die Wellenfunktionen 
Y1, W2 93 Pas ++; 


so tritt in den Nennern der Summen für die Energie in zweiter Näherung (47.11) 
und die Wellenfunktion in erster Näherung (47.10) die kleine Differenz Ei — Es 
nicht mehr auf; denn der Zähler des entsprechenden Summanden <y|H|wa> ist 
gleich Null, weil die beiden Funktionen y, und %3 Lösungen (49.1) der Gleichung 
mit dem vollständigen Hamilton-Öperator H sind. Die Korrekturen höherer 
Ordnung können nach der gewöhnlichen Störungstheorie berechnet werden. 


[e) 


$ 50. Störungstheorie bei Entartung 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen gelten auch dann, wenn die Energien 
zweier Niveaus übereinstimmen, d.h. für eine zweifache Entartung. Man kann 
diese Ergebnisse leicht auf den Fall einer mehrfachen Entartung verallgemeinern. 

Nehmen wir an, das Niveau E? sei f-fach entartet. Als Funktionen der nullten 
Näherung kann man dann die Linearkombinationen 


vi= D anpın (50.1) 
verwenden, wobei die 97, aus der Gleichung 
(Ho— E}) Yır = 0 
bestimmt werden. Setzen wir die Funktion (50.1) in die Schrödinger-Gleichung 


mit dem Operator H= H,-+ TV ein, so ergibt sich ein lineares homogenes Glei- 
chungssystem mit f Gleichungen: 


(Hm Eidmn) ar= 0, m=1,%...f. (50.2) 


N- 


k 


I 
fein 


Dieses Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale Lösungen, wenn die Koeffi- 
zientendeterminante verschwindet: 


Hau-Eı Ha Hıs 
=0. (50.3) 


Rechnen wir die Determinante aus, dann bekommen wir eine Gleichung f-ten 
Grades für die Unbekannte E}. Diese Gleichung heißt Säkulargleichung. Sie hat f 
reelle Wurzeln. Sind alle Wurzeln der Gleichung (50.3) verschieden voneinander, 
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dann spaltet das f-fach entartete Niveau EP des ungestörten Problems in f ver- 
schiedene Niveaus Ej, auf. Zu jedem solchen Niveau gehört eine Funktion 


Yır = > AmkPm:. (50.4) 


Die Koeffizienten a„, ergeben sich aus dem Gleichungssystem (50.2), wenn man 
dort für E, die Werte Ej, einsetzt. In diesem Falle sagt man, daß die Störung V 
die Entartung vollkommen aufhebt. Wenn es eine oder mehrere mehrfache 
Wurzeln der Gleichung (50.3) gibt, dann wird die Entartung nur teilweise auf- 
gehoben. Die Wellenfunktionen zu mehrfachen Wurzeln der Gleichung (50.3). 
werden durch die Gleichungen nicht eindeutig bestimmt. Man kann sie aber 
immer zueinander orthogonal wählen. Die Wellenfunktionen zu verschiedenen 
Wurzeln von (50.3) sind zueinander orthogonal. Alle nichtdiagonalen Matrıx- 
elemente des vollständigen Operators A, berechnet mit Hilfe der Funktionen 
(50.4), werden also gleich Null. Das ermöglicht, diese Funktionen zusammen mit 
‚den Funktionen für die anderen Niveaus zur Berechnung der un. zu den 
Niveaus Ej, in den nächsten Näherungen zu verwenden. 

In Kapitel VIII, 88 72 und 73, werden wir die Störungstheorie zur Berechnung 
der Verschiebungen der Energieniveaus eines Atoms in einem konstanten äußeren 
elektrischen oder Magnetfeld benutzen. 


$51. Anwendung eines Variationsverfahrens für Näherungsreehnungen 


In einigen Fällen kann die näherungsweise Berechnung der niedrigsten diskreten 
Zustände eines quantenmechanischen Systems mit einem Variationsverfahren 
durchgeführt werden. Das Variationsverfahren zur Berechnung der ersten Eigen- 
werte des Hamilton-Operators benutzt die Störungstheorie nicht und erfordert 
nicht die Kenntnis aller Lösungen der einfacheren Gleichungen. 

Das Variationsverfahren zur Berechnung der Energie E9, des Grundzustandes 
eines Systems stützt sich auf die Ungleichung 


Eos [ v*Hyde£, (51.1) 
wobei y eine willkürliche Funktion ist, die nach der Vorschrift 
[v*yde=1 (51.2) 


normiert ist. H ist der vollständige Hamilton-Operator des Systems. 

Der Beweis der Ungleichung (51.1) ist einfach, wenn man zur Energiedarstellung 
übergeht. Wir bezeichnen den vollständigen Satz der Eigenfunktionen des Opera- 
tors H mit @„. Eine beliebige Funktion y kann dann nach dem Funktionensystem - 
9„ entwickelt werden: 

v- Dann, Zlanl?-1. (51.3) 


Unter Verwendung von (51.3) finden wir 


[y*Hy de= I jan? En> Eo D, lanl?= En. 
n=0 n—0 
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Die erhaltene Ungleichung stimmt mit (51.1) überein. Die Berechnung der 
Energie des Grundzustandes eines quantenmechanischen Systems ist auf diese 
Weise auf die Berechnung des Minimums des Integrals [v* Hy d£ bei der Varia- 
tion der normierten Wellenfunktion y zurückgeführt worden. Demnach ist 


Eo= min [ y*H yd£ (51.4) 


[v*v de =: 


Zur praktischen Berechnung der Energie des Grundzustandes mit Hilfe des 
Ausdrucks (51.4) hat man eine ‚„‚Testfunktion“ zu wählen, die einige unbekannte 


mit 


Parameter &,ß, ... enthält. Nach Ausführen der Integration in 
JvrE;&,ß; ...)Hv(&;a,ß,...)d& 
ergibt sich ein Ausdruck J(a&, ß, ...), der von diesen Parametern abhängt. Die 
gesuchten Parameterwerte ergeben sich, indem man gemäß (51.4) das Minimum 
von J(&, ß, ...) bestimmt, d. h. das Gleichungssystem löst: 
oJ 87 _Q 
a N 


Bei geeigneter Wahl der Testfunktion wird der erhaltene Wert 
E= J(&o, Bo, -- -) 


schon bei Beschränkung auf relativ wenige Parameter in der Nähe des tatsächlichen 
Wertes En, liegen. Die Wellenfunktion des Grundzustandes ist dann genähert 
gleich der Funktion yol(d, a. Po - - -)- 

Die beschriebene Methode zur Berechnung der Energie des Grundzustandes 
wird als direktes Variationsverfahren oder als Ritzsches Verfahren bezeichnet. Die 
Wahl der Testfunktionen erfolgt nach einer qualitativen Analyse der Lösungen 
unter Beachtung der Symmetrie des Problems. Bei glücklicher Wahl der Test- 
funktion erhält man schon unter Benutzung eines Parameters gute Ergebnisse 
für die Energie. 

Wir bezeichnen die Wellenfunktion des Grundzustandes mit yo. Die Berechnung 
der Energie des ersten angeregten Zustandes ZÄ, führt dann auf das Variations- 
problem 


E,= min | yfHyı d£ (51.5) 
mit den Nebenbedingungen 
[viyıde=1, [yrwde=0. (51.6) 


Der Beweis dieser Behauptung erfolgt genauso wie für den Grundzustand; denn 
wegen der Orthogonalitätsrelation (51.6) enthält die Entwicklung der Funktion 
y, nach den Eigenfunktionen des Operators H die Funktion 99 nicht: 


Yı = 2 Dn®n» 2 |b.1?= 1. 
Die Berechnung des zweiten angeregten Niveaus wird auf das Varlations- 
problem 


Ey, = min f yy Hy: de (51.7) 


13 Dawydow, Quantenmechanik 
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mit den Nebenbedingungen 


[wwmd=t, [yivıd= [yiyode=0 (51.8) 


zurückgeführt. Die Berechnung des dritten angeregten Niveaus führt auf ein 
Variationsproblem mit vier Nebenbedingungen. Bei der Berechnung höherer an- 
geregter Zustände wird das Variationsproblem also bedeutend komplizierter. In 
einigen Fällen sind die erforderlichen Orthogonalitätsrelationen bei geeigneter 
Wahl der Testfunktionen einfach infolge der Symmetrieeigenschaften erfüllt. 
Zum Beispiel wird bei der Untersuchung der Zustände eines Teilchens in einem 
kugelsymmetrischen Feld die Orthogonalität der Zustände mit verschiedenen 
Drehimpulsen durch die Orthogonalität der entsprechenden Kugelfunktionen ge- 
währleistet. 

Sehen wir uns einige Beispiele an, wie man das Variationsverfahren zur Be- 
rechnung der Eigenwerte und der Eigenfunktionen des Hamilton-Operators ver- 
wendet. Wir wollen mit dem Variationsverfahren die Energie des Grundzustandes 
eines eindimensionalen harmonischen Oszillators berechnen, d.h. eines Systems 
mit dem Hamilton-Operator 

Rd? uw? , 
H= In det at (51.9) 
Bei der Wahl der Testfunktion beachten wir, daß die Wellenfunktion fürz > +® 
verschwinden muß. Ferner darf die Wellenfunktion des Grundzustandes keine 
Knoten haben. Deshalb setzen wir 


v(2,&)= Aexp (- 52°) (51.10) 


| 1/4 
Aus der Normierungsvorschrift für die Funktion finden wir A= (<) . Mit 
(51.10) und (51.9) berechnen wir das Integral 2 


1 (ka uw? 
= H = ET 
1) = [oripdn- 1 (Fa, vo?) 


Das Minimum von J(&) liegt bei &o = uw/h, deshalb ist die Energie des Grund- 
zustandes 
ho 
Eo= Jao)= 
und die zugehörige Wellenfunktion hat die Gestalt 


u 5 uw 1/& ( m 
yolz) = v(x&o) => (22) exp — Ih, 


Im vorliegenden Falle stimmen die mit dem Variationsverfahren erhaltene 
Energie und die Wellenfunktion mit den exakten Ausdrücken überein, die wir 
in $ 33 gefunden haben. 

Zur Berechnung der Energie und der Wellenfunktion des ersten angeregten 
Zustandes muß man eine Testfunktion y, wählen, die zu 9 orthogonal ist. Die 
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einfachste Funktion, die diese Bedingung erfüllt, ıst 


1 
yılz, P) = Bx exp (-582*) (51.10a) 


Aus der Normierungsvorschrift finden wir 


an 2,8312 


Yr 


3[ThB uw? 
J(B)= | vıH ed 51.11 
Aus der Forderung, daß Jı(f) minimal sein soll, bestimmen wir den Wert des 
Variationsparameters fg = uw/h. Diesen Wert setzen wir in (51.11) ein und 
erhalten für die Energie des ersten angeregten Zustandes des Oszillators 


Nun berechnen wir das Integral 


3 
E,= ABo)=zho. 


Die Wellenfunktion dieses Zustandes ist nach (51.10a) 


2 \12 (uo\ 3/4 uox? 
yılz) = (5 vr Fee 5 I 
Als nächstes Beispiel berechnen wir Energie und Wellenfunktion für den Grund- 
zustand des Wasserstoffatoms. Der Hamilton-Operator ist in diesem Falle 
h? e? 


H=- .-V?-—. | 
en (51.12) 


In einem kugelsymmetrischen Feld hat der Drehimpuls einen bestimmten Wert. 
Im Grundzustand ist der Drehimpuls gleich Null. Die Wellenfunktion darf daher 
nur von r, aber nicht von den Winkeln abhängen. Für r > © muß die Funktion 
gegen Null streben. Man wird deshalb für die Testfunktion 


y= A exp (—-Pr) (51.13) 


verwenden. Aus der Normierungsvorschrift ergibt sich A? = ß?/r. 


Mit (51.12) und (51.13) bekommen wir 


3 y oO oo 
J(P) = 2 f efrV?2e"ßfrr? dr — Aß3e? f e"?Prr dr. (51.14) 
"0 Ö 


Die Berechnung des ersten Integrals in (51.14) liefert 
[ Pr V2ertrr dr= — [ (> er) r? dr= — (AB). 
0 0 Or 

Das zweite Integral ın (51.14) läßt sich leicht berechnen: 


fer dr= (28). 


13* 
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Setzen wir diese Werte in (51.14) ein, so erhalten wir 


J(ß) = — e2ß. (51.15) 


J(ß) soll ein Minimum sein, aus dieser Bedingung ergibt sich der Varlations- 
parameter zu ßo = 1/a, wenn a = h?/ue? die atomare Längeneinheit ist. Mit 
diesem Wert für fo erhalten wir aus (51.15) und (51.13) die Energie und die 
Wellenfunktion des Grundzustandes des Atoms zu 


| e? 1 r 
Eu= Jo)=- 5, m er) 
ra 


Wir wollen die Energie des ersten angeregten 2s-Zustandes ausrechnen. In die 
Testfunktion bauen wir zwei Parameter ein: & und y 


ar 


vu= B(i4yZ)e «. (51.16) 
Die Orthogonalitätsbedingung [va yı,d& = ergibt 
‚0 


-y=— (1l+0). 


w| > 


Diesen Wert setzen wir in (51.16) ein und bestimmen aus der Normierungsvor- 
schrift 
2_ 3a° 
ra? 1—&-+ «2?2] 
Jetzt kann das Integral 


ler 2 ’ 
a = | (51.17) 


e? 
— Ba ee en a ee en Fan 
J&)= f v2 Hya, dE = | ee 


berechnet werden. Aus der Minimaleigenschaft von J(«&) folgt &0 = 1/2. Diesen 
Wert benutzen wir in (51.17) und (51.16) und finden 


2 ui 
Dr EEE, En 3\—1/2 Zu ern 2a 
Fa, = => = (Stra)! (1 )e 

Bei dem bisher behandelten direkten Variationsverfahren verwendet man eine 
Testfunktion, die von einigen Parametern abhängt. Man kann das Minimum des 
Integrals 

f yv*Hyd£ (51.18) 

unter der Nebenbedingung 


[y*yde=1 (51.18a) 


aber auch so bestimmen, daß man die Gestalt der Wellenfunktion selbst geeignet 
wählt. Wir werden zeigen, daß das Variationsverfahren in diesem Falle der Lösung 
der Schrödinger-Gleichung äquivalent ist. 
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ö%y sei die Variation der Funktion y. Die Forderung, daß das Integral (51.18) 
ein Minimum sein soll, ergibt die Gleichung 
f[Sy*Hy d&+ [ v*H3y dE=0. 


Da der Hamilton-Operator hermitesch ist, kann man die letzte Gleichung um- 
formen in 


[SyH*y* d&+ [Sy*Hyde=0. (51.19) 

Die Gleichung (51.19) muß für alle Variationen $y* und öy erfüllt sein, die der 
Bedingung 

[Syy* dE+ [8y*Y dE=0 (51.20) 


genügen; diese Bedingung folgt aus (51.18a). 
Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators kann man die beiden Gleichungen 
(51.19) und (51.20) zu einer Gleichung zusammenfassen: 


fSw(a*— E) y* d&E+ [8y* (H— E) ydE=0 (51.21) 


und die Variationen $%9* und $%y als unabhängig voneinander ansehen. 
Die Gleichung (51.21) ist für beliebige unabhängige Variationen $y und dy* 
erfüllt, wenn y und %* den Schrödinger-Gleichungen 


. (H-E)y=0, (H*-E)y*=0 
genügen. 
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Unter den Näherungsmethoden zur Berechnung der Eigenwerte des Hamilton- 
Öperators wird der Methode der kanonischen Transformationen in letzter Zeit 
immer größere Aufmerksamkeit gewidmet. Um die Bedeutung dieser Methode 
herauszustellen, braucht man nur zu bemerken, daß BocoLsusow 1957 mit der 
Methode der kanonischen Transformationen die Erscheinung der Supraleitung 
der Metalle erklären konnte (s. $$ 141, 143, 144). 

In diesem Paragraphen werden wir die Grundidee der Methode der kanonischen 
Transformationen als Verfahren zur näherungsweisen Lösung quantenmechanischer 
Probleme erläutern. Zunächst zeigen wir, daß die Methode der kanonischen Trans- 
formationen bei Problemen, für welche die Störungstheorie angewandt werden 
kann, dieselben Ergebnisse liefert wie die Störungstheorie. 

Die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators H, seien bekannt, 
d.h. 

Hop= E’p, (52.4) 
und es sei die Gleichung 
(Ho+ AW) y= Ey (52.2) 


mit einem kleinen Parameter A zu lösen. Wir nehmen an, daß der Operator Hy 
ein diskretes Spektrum hat. Die Gleichung (52.1) lautet dann 


Hopn= EI pn. (52.1a) 
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In Matrixschreibweise 


(n|Holmy> = EI; dm (52.3) 


besagt die Gleichung (52.1a), daß die mit den Funktionen |n> = 9, berechneten 
Matrixelemente des Operators Hy, eine Diagonalmatrix bilden. 

Die Gleichung (52.2) wird nach der Methode der kanonischen Transformationen 
folgendermaßen gelöst: Es wird eine unitäre Transformationsmatrix S für die 
Wellenfunktionen @ gesucht, die diese Funktionen in eine Lösung der Gleichung 


(52.2) überführt. Wir setzen 
y=Sp, Si=S. (52.4) 
Mit (52.4) gehen wir in (52.2) ein und multiplizieren von links mit ST: 
S(H,+AW)Sp=Ep. 


Diese Gleichung hat in der Darstellung zu den Basisfunktionen |n) = 9, die 
Gestalt 


(n]S’(H, + AW) SImy = EmÖnm- (52.5) 


Die Transformationsmatrix S muß also den Operator Hu, + AW auf Diagonalform 
bringen. 
Zur Berechnung der Eigenwerte FE, und der Transformationsmatrix setzen wir 


Em= EL + RED HAREDI + .-, (52.6) 
S=-I+ISs + 2 S+-. (92.7) 
Die Unitaritätsbedingungen für die Matrix S ergibt die Gleichung 
I= StS=I+ ASi+ Sı)+ ASI+ + S]S)+ --. (52.8) 
(52.6) und (52.7) verwenden wir in der Gleichung (52.5) und setzen die Aus- 


drücke mit gleichen Potenzen von A einander gleich; so erhalten wir 


(n]Holm> = EP dnm; (52.9) 
(nlST Hg, + HoSı + Wim = Ei} dnm: (52.10) 
(n]SIHg + HS + SW + WSılm) = Ei d,m; (52.11) 


. . 0 20000000 0 00108 08 0 8 8 Tr Tr ne 


Die Gleichung (52.9) entspricht der nullten Näherung. 
Sehen wir uns die Korrekturen an, die die ersten Potenzen‘ von / enthalten. 
Die Unitaritätsbedingung (52.8) ist bis zu linearen Gliedern in A erfüllt, wenn 
<nlSi + Sılm) = 0 (52.12) 


gilt. Für n + m bekommen wir aus (52.10) unter Beachtung von (52.12) und 
(52.9) 


<n|W |m) 

Ed, — EP’ 

Für n = m folgt aus der Gleichung (52.10) und der Bedingung (s. (52.12)) 
<n|SıIny> = 0 (52.14) 


(n|Sılm> = m=#n. (52.13) 
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die Beziehung 


Ei= <n|W|ny. (52.15) 
In erster Näherung sind also 
En= Ed + A<n|WIn), (52.16) 
<n|W|m> 
mn 


Die Wellenfunktion y = Sp wird in erster Näherung durch die Gleichung 


<n|W |m) 
V = zu A N  OTN. m 
\ “” Zn B= E), r 


(92.18) 
gegeben. Die Formeln (52.16) und (52.18) stimmen mit den Formeln der ersten 
Ordnung der Störungstheorie in. $ 47 überein. 

Aus Gleichung (52.11) kann man auch Formeln ableiten, die die Störung 
in zweiter Ordnung berücksichtigen usw. 

Im allgemeinen baut die Methode der kanonischen Transformationen zur Be- 
rechnung der Eigenwerte eines Operators nicht unbedingt auf der Kenntnis der 
Eigenfunktionen und der Eigenwerte eines einfacheren Operators auf, d. h., sie 
steht nicht immer mit der Störungstheorie im Zusammenhang. Es sollen zum 
Beispiel die Eigenwerte des Operators F(g, p) bestimmt werden. F(gq,p) sei eine 
Funktion des Ortsoperators q und des Impulsoperators 9, die der Vertauschungs- 
regel 

pl=ıh (52.19) 
gehorchen. Der Einfachheit halber behandeln wir ein eindimensionales Problem. 
Der Übergang zu Systemen mit mehreren Freiheitsgraden birgt keine Schwierig- 
keiten. 

Bei der Bestimmung der Eigenwerte des Operators F nach der Methode der 
kanonischen Transformationen werden die Operatoren q und p durch die neuen 
Operatoren 


QO=S!gs, P=Sips, SI= 1 (92.20) 
ersetzt, die denselben Vertauschungsregeln (52.19) genügen und den Operator 
F(O, P) diagonalisieren: 

F(0,P)=f (52.21) 
oder ausführlicher 


(nIF(Q, P)lm>= Fudam- (52.22) 


Die F„ sind nach $$ 29 und 30 die Eigenwerte des Operators F. 
Mit Hilfe von (52.20) kann man leicht zeigen, daß sich beliebige Potenzen von 
O und P nach dem gleichen Gesetz transformieren, zum Beispiel 


O?:= StqSsSigs= Stg?’S usw. 


Ist F(g, p) eine Funktion, die in eine Potenzreihe in g und p entwickelbar ist, 
dann gilt 
F(Q,P)=STF(q,p)S. 
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Dies in (52.22) eingesetzt, ergibt 
(n|S’F(g, p) SIm> = Fu$nm- (52.23) 


Die Gleichung (52.23) zur Bestimmung der Eigenwerte des Operators F und 
der Transformationsfunktion S kann auch in der Form 


(n]F(g, p) Sim) = <(n|SIm> Fin (52.24) 
oder 


D2 <a] F(g, p)Il><1SIm> = <n|SIm> Fin (52.24 a) 


geschrieben werden. In einer Darstellung zu einem kontinuierlichen Spektrum 
(zum Beispiel in der Ortsdarstellung) ist die Gleichung (52.24a) durch eine Inte- 
gralgleichung zu ersetzen: 


f <@IF(q, P)Ia’) SIE) da’ = <alSIEy Fy. (52.25) 


Mit Hilfe der Ergebnisse von $ 28 kann man die explizite Gestalt des Orts- 
und des Impulsoperators in der-Ortsdarstellung angeben: 


<lgla’y = de — a’), <alpla’) = ih (2 — a’). 


Damit erhalten wır 


[ <elqla’> @aISIE> da’ = acalSIE, 


[d ’ [4 e Ö 
f <elpla’) SIE) de’ = — ih — @lSIE. 
In Einklang damit haben wir für den Operator F 
.„ 8 
[ KElrq, P)la’) aISIE) da’ = F (2 -ih zn) alsie. (52.26) 


Wir setzen (52.26) in (92.25) ein, verwenden die kürzere Bezeichnung 
ElSIE = Sekt) (92.27) 


und gelangen zu der Gleichung 
ER: 
r(e ih) Sr(@) = Feel“) (52.28) 


für dıe Transformationsfunktion S;(x) und die Eigenwerte F; des Operators F. 
Die Gleichung (52.28) stimmt mit den uns bekannten Gleichungen ($ 8) für die 
Eigenwerte und die Eigenfunktionen von Operatoren in der Ortsdarstellung 
überein (oder für die Funktionen Ss(x) (52.27)). Die Matrixelemente der Trans- 
formationsmatrix S in der Ortsdarstellung sind die Eigenfunktionen des Operators 
F in der Ortsdarstellung. 


VII. GRUNDLAGEN DER QUASIRELATIVISTISCHEN 
QUANTENTHEORIE EINES TEILCHENS IN EINEM ÄUSSEREN FELD 


$S 53. Elementarteilehen in der Quantenmechanik 


Gegenwärtig ist eine relativ große Zahl von Teilchen bekannt: Elektronen, 
Protonen, Neutronen, #-Mesonen, rr-Mesonen, K-Mesonen u.a., die als ‚„‚Zlemen- 
tarteilchen‘‘ bezeichnet werden, weil man nach dem gegenwärtigen Stand unseres 
Wissens nicht von einer ‚Struktur‘ dieser Teilchen sprechen kann.!) Diese Teil- 
chen werden durch bestimmte Werte der Ruhmasse charakterisiert und können 
entweder neutral oder elektrisch geladen sein (positiv oder negativ). Der Absolut- 
betrag der elektrischen Ladung aller geladenen Teilchen ist gleich. 

Eine sehr charakteristische Eigenart der Elementarteilchen ist, daß sie bei 
Wechselwirkungen erzeugt, vernichtet und ineinander umgewandelt werden 
können. Zum Beispiel werden Photonen bei der Änderung des Bewegungs- 
zustandes von Elektronen in Atomen oder von Protonen in Atomkernen erzeugt. 
Beim Stoß von Nukleonen mit großer Energie entstehen z-Mesonen. Ein Neutron 
verwandelt sich unter Aussendung eines Elektrons und eines Antineutrinos in 
ein Proton. Andererseits können Protonen, die in Atomkerne eingebaut sind, je 
ein Neutrino und ein Positron aussenden und sich in Neutronen verwandeln. 
Ein neutrales n-Meson geht in zwei Photonen über; ein geladenes n-Meson zer- 
fällt in ein Neutrino und ein u-Meson. Photonen können ım Kernfeld ein Elektron- 
Positron-Paar bilden usw. 

Die Entdeckung der Möglichkeit, daß Elementarteilchen in Übereinstimmung 
mit den Erhaltungssätzen für Energie, Ladung usw. erzeugt, vernichtet und in- 
einander umgewandelt werden können, ist eine der wesentlichsten Errungen- 
schaften bei der Erkenntnis der uns umgebenden Welt und des inneren Zusammen- 
hangs der verschiedenen Naturerscheinungen. In diesem Zusammenhang sind die 
Begriffe der „Elementarität‘ und der ‚„Isoliertheit‘“ einer Teilchensorte von den 
anderen immer verwaschener geworden. Nach den heutigen Vorstellungen werden 
die Wechselwirkungen zwischen Teilchen einer Sorte mit Hilfe von Teilchen einer 
anderen Sorte übertragen. So übertragen zum Beispiel die neutralen und die 
geladenen n-Mesonen die Kernwechselwirkungen zwischen den Nukleonen. An- 
schaulich könnte man sich Protonen und Neutronen von einer Mesonenwolke 
umgeben denken, durch die die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen reali- 
siert wird. Diese Mesonenwolke ist ein Bestandteil der Protonen und Neutronen 
und bestimmt weitgehend deren Eigenschaften. Andersherum bestimmen Pro- 
tonen und Neutronen ihrerseits eine Reihe von Eigenschaften der r-Mesonen. In 


1) Für Protonen und Neutronen ist jedoch inzwischen eindeutig eine Struktur nach- 
gewiesen (Anm. d. dtsch. Red.). 
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diesem Zusammenhang verliert der Begriff eines isolierten Teilchens dieser oder 
jener Sorte seinen Sinn. Die Vorstellung von einer freien Bewegung eines freien 
Teilchens kann daher nur eine grobe Idealisierung der Wirklichkeit sein. 

Für Erscheinungen, bei denen Teilchen mit hohen Energien miteinander 
wechselwirken, verliert die Vorstellung einer unveränderlichen Teilchenzahl ihren 
Sinn. Zum Beispiel bildet ein schnelles Elektron im Kernfeld Photonen; die 
Photonen erzeugen im Kernfeld Teilchenpaare: Elektron-Positron-Paare, die 
ihrerseits wieder Photonen erzeugen usw. Dieses lawinenartige Anwachsen der 
Teilchenzahl wird beim Eintritt von Primärteilchen der kosmischen Strahlung 
ın die Erdatmosphäre beobachtet. 

Zur Beschreibung der Erscheinungen bei hohen Energien sind relativistische 
Wellengleichungen erforderlich, d. h. Gleichungen, die gegenüber Lorentz-Trans- 
formationen invarlant sind. Geht man von der nichtrelativistischen zur relativi- 
stischen Beschreibung über, so muß man eine Reihe von Begriffen der nicht- 
relativistischen Quantentheorie auf ihre Brauchbarkeit überprüfen. Vor allem 
muß der Begriff des Ortes eines einzelnen Teilchens abgeändert werden. In der 
nichtrelativistischen Quantenmechanik kann man ein Teilchen in Raum und Zeit 
beliebig genau lokalisieren. In der relativistischen Quantenmechanik eines Teil- 
chens kann man das Teilchen nicht in einem Volumen lokalisieren, dessen lineare 
Abmessungen kleiner als }/A mc sind, wenn m die Masse des ruhenden Teilchens 
ist; denn anderenfalls würde dem Teilchen auf Grund der Unschärferelation ($ 13) 
eine Energie p?/2m > 2 mc? zukommen, die zur Bildung eines Teilchenpaares 
ausreicht. : Die Vorstellung von einem Teilchen kann also nur dann aufrecht- 
erhalten werden, wenn es keine äußeren Wechselwirkungen gibt, die das Teilchen 
in einem Raum lokalisieren, dessen lineare Abmessungen kleiner als die Compton- 
Wellenlänge (h/mc) des betreffenden Teilchens sind. Für ausgesprochen relativi- 
stische Teilchen — Lichtquanten (m = 0,v=c) — gibt es den Begriff des Ortes 
eines Teilchens ım üblichen Sinne überhaupt nicht. 

Falls eine Ortsunschärfe Ar > h/mc vorhanden ist, ist auch eine Unschärfe 
in der Zeit At — Ax/c > h/mc? unvermeidlich. In der relativistischen Theorie 
muß also der Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte e(xz,y,z,t) für die Position 
eines Teilchens in einem bestimmten Zeitpunkt genau überprüft werden. In der 
nichtrelativistischen Theorie ist c — ©, und At kann gleich Null sein. 

Der zweite Grundbegriff, der in der nichtrelativistischen Theorie benutzt wird, 
ist der Begriff des Impulses eines Teilchens. Die Unschärfe des Impulses wird 
durch die Beziehung Ap — h/Az gegeben. Die Unschärfe in der Geschwindigkeit 
eines Teilchens kann ın der relativistischen Theorie nicht größer als c sein, daher 
ıst Ax — cAt, wenn Ät die Zeit ıst, ın der der betreffende Zustand realisiert wird. 
Es ist also Ap — h/Ax — h/cAt. Für ein freies Teilchen (stationärer Zustand) ist 
At — oo, demnach ist Ap = 0. Für ein freies Teilchen in Zuständen, die durch 
Wellenpakete beschrieben werden und in denen sich der Impuls zeitlich nicht 
ändert, hat der Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte für einen Impulswert o(p) 
ım Impulsraum einen Sinn. In diesem Zusammenhang ist es ın der relativistischen 
Theorie sehr bequem, die Impulsdarstellung zu verwenden. 

Eine konsequente relatıvistische Theorie der Elementarteilchen wird ın der 
letzten Zeit auf Grund der Vorstellung von verschiedenen, miteinander wechsel- 
wirkenden Feldern entwickelt, deren Quanten die Teilchen sind. Durch eine solche 
Betrachtungsweise kann man relativ einfach Erzeugung, Vernichtung und Um- 
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wandlung von Teilchen bei hohen Energien erklären. Die Theorie der Elementar- 
teilchen stößt aber auf große mathematische Schwierigkeiten, die nur in der 
Quantenelektrodynamik in gewisser Weise überwunden sınd, wo die Wechsel- 
wirkung von Elektronen mit dem elektromagnetischen Feld untersucht wird. 
Die Theorie der Wechselwirkung der Nukleonen mit den verschiedenen Mesonen 
und anderen Elementarteilchen (Hyperonen) sowie die Theorie der Elementar- 
teilchen selbst befinden sich noch ım Anfangsstadium der Entwicklung. Eine 
gewisse Vorstellung von den Methoden der Feldtheorie wird in den Kapiteln 
XIV und XV vermittelt werden. 

Obwohl die Vorstellung von Systemen mit konstanter Teilchenzahl eine grobe 
Idealisierung ıst (für Erscheinungen bei hohen Energien), muß man diese Vor- 
stellung doch als erste Etappe bei der Entwicklung einer strengeren Theorie be- 
nutzen. Eine solche Vereinfachung bringt unvermeidlich eine Reihe von Schwierig- 
keiten mit sich, weil der unlösbare Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Teilchen und deren wechselseitige Umwandelbarkeit künstlich ignoriert werden. 

In diesem Kapitel werden wir die Grenzen der Anwendbarkeit einer Einteilchen- 
Beschreibung beim Studium von Elektronen, Mesonen und Nukleonen in nicht 
allzu starken äußeren Feldern untersuchen. Es werden Näherungsausdrücke für 
die relativistischen Korrekturen (bis einschließlich Gliedern v?/c?) zur nicht- 
relativistischen Bewegung angegeben. Dabei werden wir einige neue Begriffe 
kennenlernen, die mit den inneren Freiheitsgraden der Elementarteilchen zu- 
sammenhängen, wie zum Beispiel den Spin eines Teilchens und dessen Ladungs- 
varıable. Die erhaltenen Ergebnisse werden auf die Bewegung eines Elektrons 
im Wasserstoffatom unter Berücksichtigung der relativistischen Korrekturen 
bis zur Ordnung v?/c? und auf die Änderung der Energieniveaus eines atomaren 
Systems in einem äußeren elektrischen oder magnetischen Feld angewandt. 
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Wie ın $ 15 erwähnt wurde, entspricht die Schrödinger-Gleichung 


., 0y Ne 


dem nichtrelativistischen Zusammenhang zwischen Energie und Impuls eines 
Teilchens mit der Masse M: 


p? 
E= — + U(e). (54.2) 
Die Gleichung (54.1) ergibt sich formal aus (54.2) durch die Transformation 


E> in, Bee ihV, (54.3) 


Um die Wellengleichung für ein Teilchen mit einer Energie, welche die Ruh- 
energie wesentlich übersteigt, zu erhalten, muß man von der relativistischen 
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Beziehung zwischen Energie und Impuls ausgehen. Für die freie Bewegung eines 
Teilchens ist dieser Zusammenhang 


E? 
= p?+ MR. (54.4) 


In (54.4) ersetzen wir Energie und Impuls durch die Operatoren (54.3) und erhalten 
die relativistische Wellengleichung für freie Teilchen 


— — = [1272 — M?o2]y. (54.5) 


Diese Gleichung wird gewöhnlich als Klein-Gordon-Gleichung bezeichnet. Sie ist 
1926 von Kreın [15], Fock [16] und Gornvon [17] vorgeschlagen worden. 

Die relativistische Invarianz der Beziehung (54.4) ist explizit zu sehen, wenn 
man den vierdimensionalen Impulsvektor mit den Komponenten 


.E 
Pu= Pb P» P» 177 
einführt. Die Beziehung (94.4) erhält dann die Gestalt 


4 
> pR= — M?e?. 


u—1 


Der Übergang zu den Operatoren nach (54.3) sieht jetzt folgendermaßen aus: 


mit 
2u= (%, y, 2, let). 


Mit den neuen Bezeichnungen kann man die Gleichung (54.5) kovarıant schrei- 
ben?) 
(2 p,+ nn) yv=ß0. (54.6) 
7} 


Wir multiplizieren die Gleichung (54.5) mit 9* und die dazu konjugiert kom- 
plexe Gleichung mit y» und subtrahieren die zweite Gleichung von der ersten. So 
finden wir die Kontinuitätsgleichung 


“ + divj= 0 (54.7) 


1) Eine Gleichung heißt kovariant, wenn alle Glieder der Gleichung denselben Tensor- 
charakter haben (Skalar, Vektor usw.), d.h., wenn sie bei Koordinatentransformationen 
dasselbe Transformationsverhalten haben. Die Gleichung (54.6) ist kovariant, weil M?c? 
und 3% pP; skalare Größen bei orthogonalen Transformationen (beliebigen Drehungen und 


Saiegeluhgen) im vierdimensionalen Minkowski-Raum sind; der Minkowski-Raum hat die 
drei Dimensionen 7;, 3 und x3 des gewöhnlichen Raumes, die vierte Dimension ist imaginär 
und zur Zeit proportional: x, = ict. Die kovariante Form einer Gleichung in bezug auf 
orthogonale Transformationen des Minkowski-Raums gewährleistet, daß die Folgerungen 
aus dieser Gleichung gegenüber Lorentz-Transformationen invarlant sind. 
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mit 
h 
i= 5 (y*VYy9- yVyp*), (94.8) 
ih „dv Oy* 
7 aMe (v* 672 -9+). 22) 


In kovarianter Schreibweise lauten diese Gleichungen 


Yu h oy oy* 
Zr La sn (#* or, v5) 


Ju= (1b J» Ja 1c0)- 


Der Übergang von der relativistischen Gleichung (54.5) zur nichtrelativistischen 
Schrödinger-Gleichung kann durch die unitäre Transformation 


(54.10) 


Mc? 
Yen, t)= put) exp| -- n 1 
erfolgen. Bei einer nichtrelativistischen Bewegung unterscheidet sich die Gesamt- 
energie eines. Teilchens nur wenig von der Ruhenergie, d.h. E = E’ + Mc? mit 
E’ < Mc?; daher ıst 
in.P 


- E Ay 2 % 
4 E9< Ne’ 


Folglich haben wır 


8Y (e iMe? ER Mer 
e 


re re Ir. De = (54.11) 
» A iMe?t 

Se ne (54.12) 

öt? h & h? | 


Mit Hilfe von (54.10) und (54.12) erhalten wir aus (54.5) die nichtrelativistische 
Schrödinger-Gleichung für die Funktion | 


.,„ 89 res 
Aummv® 
Ferner setzen wir (54.10) in (54.8) und (54.9) ein. Für eine nichtrelativistische 
Bewegung gehen diese Ausdrücke (unter Beachtung von (54.11)) in die bekannten 


(s. $ 15) Ausdrücke der nichtrelativistischen Quantentheorie für die Wahrschein- 
lichkeitsdichte eo = o9*p und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte 


h 
he * = * 
= aan; (PVP PvE“) 
über. 
Die relativistische Gleichung (54. 9) zeichnet sich besonders dadurch aus, daß 


sie eine Gleichung zweiter Ordnung in der Zeit ist. Zur Bestimmung der zeitlichen 
Änderung der Wellenfunktion müssen wir daher den Wert der Funktion und 
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ihrer ersten Ableitung zur Anfangszeit kennen. Da die Werte für y und Oyw/Ööt zur 
Anfangszeit willkürlich gewählt werden können, kann die durch (94.8) definierte 
Größe positiv, negativ oder Null sein. Infolgedessen darf man o nicht als Wahr- 
scheinlichkeitsdichte für bestimmte Orte des Teilchens interpretieren. Diese 
Schwierigkeit war der Grund dafür, daß man lange Zeit angenommen hat, die 
relativistische Gleichung (54.5) beschreibe keine realen Teilchen. 

Eine zweite Besonderheit der Gleichung (54.5) hängt mit den Transformations- 
eigenschaften der Wellenfunktionen y bei orthogonalen Koordinatentransforma- 


tionen 
2,= 2 Ayvkr, 2; Gar = du (54.13) 


mit ,»=1,2,3,A4 zusammen. Die Transformationen (54.13) ändern das 
Quadrat der Länge eines 4-Vektors nicht und entsprechen Drehungen ım drei- 
dimensionalen Raum, eigentlichen Lorentz-Transformationen und räumlichen 
Spiegelungen (s. 863). Nach der speziellen Relativitätstheorie müssen relativi- 
stische Wellengleichungen bei Koordinatentransformationen (54.13) ihre Gestalt 
unverändert beibehalten. Zur Untersuchung der Transformationseigenschaften 
der Wellenfunktion % betrachtet man die Klein-Gordon-Gleichung zweckmäßig 
in der kovarianten Schreibweise (54.6). Da das Quadrat eines 4-Vektors bei 
Koordinatentransformationen (54.13) nicht verändert wird, folgt aus (54.6), daß 
die Wellenfunktion bei diesen Transformationen nur mit einem Faktor vom 
Betrag 1 multipliziert wird. Bei Koordinatentransformationen (94.13), die wir 
kurz ın der Form 


> =ar (54.13) 


schreiben, transformiert sich also die Wellenfunktion in der Gleichung (94.5) 
nach dem Gesetz 


yiz)> ya) = Ayla) (04.14) 


mit |A| = 1. Ist die Transformation (54.13) eine kontinuierliche Transformation 
(Drehung um einen beliebigen Winkel im vierdimensionalen Raum), d. h., hängt 
die Transformationsmatrix von stetig veränderlichen Parametern &,, &s, ... ab, 
dann ist die Größe A = 1 für die Parameterwerte = =. - = 

Die diskrete Transformation, die räumliche Spiegelung, wird düsch die Glei- 
chungen 


> rt= —ı, f=t 


bestimmt. Die zweifache Anwendung der räumlichen Spiegelung ist die identische 
Transformation. Deshalb ıst A? = 1 oderA= +1. Im Falle A = 1 ist 


vers) yet) yd), 
und die Funktion y wird als skalar bezeichnet; füri = —1 ist 
yint)= pl), 


und die Funktion y heißt pseudoskalare Funktion. 
Die Wellenfunktion y kann also entweder eine skalare oder eine pseudoskalare 
Funktion sein, d.h., eine Größe, die gegenüber räumlichen Drehungen und 
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Lorentz-Transformationen invarıant ist. Ein Skalar ist invarlant, ein Pseudo- 
skalar wechselt bei einer räumlichen Spiegelung sein Vorzeichen. 

Die Transformationsgesetze für die Wellenfunktionen bei Koordinatentrans- 
formationen (54.13) sind ein wesentliches mathematisches Charakteristikum für 
die Eigenschaften der Teilchen, die durch eine entsprechende Gleichung be- 
schrieben werden. Diese Eigenschaften werden durch den Begriff des Spins 
charakterisiert. Skalare und pseudoskalare Wellenfunktionen beschreiben Teil- 
chen mit dem Spin Null. Zu diesen Teilchen gehören, wie jetzt festgestellt worden 
ıst, die z-Mesonen, d.h. Teilchen mit der Ruhmasse — 270 Elektronenmassen 
und mit positiver, negativer oder elektrischer Ladung Null. Die z-Mesonen werden 
durch pseudoskalare Wellenfunktionen beschrieben (s. $ 107). Möglicherweise 
haben auch die K-Mesonen Spin Null, das sind Teilchen mit einer Masse von 
— 966 Elektronenmassen. 

Da Teilchenpaare erzeugt und vernichtet werden können, bleibt die Teilchen- 
zahl ın einer relativistischen Theorie nicht erhalten. Bei großen Energien kann 
man daher nicht die Bewegung eines Teilchens verfolgen. Andererseits bleibt die 
Gesamtladung erhalten. Daher ist es zweckmäßig, statt der Wahrscheinlichkeits- 
dichte für den Ort eines Teilchens die Wahrscheinlichkeitsdichte für die elektrische 
Ladung zu betrachten. 

Wir multiplizieren (54.8) und (54.9) mit der elektrischen Ladung des Teilchens e, 
die betragsmäßig gleich der Elektronenladung ist, und bekommen 


2 eh 
923Mi 


J (yrVvy- yVy*), (54.15) 


H %* 
IR | NV (54.16) 


ame u ar 


Die durch (54.16) definierte Größe ist die zeitliche Komponente eines 4-Vektors, 
dessen räumliche Komponente durch (54.15) definiert sind. Die Größen e und j 
kann man jetzt als Ladungsdichte und als elektrische Stromdichte ansehen. 
Durch das Vorzeichen der Ladung des betreffenden Teilchens wird eines der 
beiden möglichen Vorzeichen von o ausgezeichnet. Aus der Kontinuitätsgleichung 


(54.7) folgt die Erhaltung der Gesamtladung 
fe dr= const. 


Die Ladungsdichte o gibt die Differenz zwischen der Zahl der positiven und der 
Zahl der negativen Ladungen an, daher ist sie nicht positiv definit. Ist nur ein 
Teilchen vorhanden, dann ist die Dichte entweder positiv oder negativ, je nach 
dem Vorzeichen der Ladung des Teilchens. Für Teilchen ohne elektrische Ladung 
iste=(. 

Ob ein Teilchen eine elektrische Ladung hat oder nicht, zeigt sich nur bei einer 
Wechselwirkung dieses Teilchens mit einem elektromagnetischen Feld. Die ın 
diesem Paragraphen eingeführten Größen (54.15) und (54.16) können sich deshalb 
nur bei der Untersuchung der Wechselwirkung der Teilchen mit einem elektro- 
magnetischen Feld bewähren. 
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Wie in 853 festgestellt worden ist, ist der Begriff der freien Bewegung von 
Teilchen eine Idealisierung. Diese Idealisierung entfernt sıch bei der Untersuchung 
von Teilchen mit dem Spin Null besonders weit von der Wirklichkeit, weil die 
bekannten Teilchen (rn-Mesonen, K-Mesonen) mit anderen Teilchen und Feldern 
sehr stark wechselwirken. Das Studium der Lösungen von Gleichung (54.5) für 
die freie Bewegung von Teilchen mit dem Spin Null ist aber von großem metho- 
dischem Interesse. Aus diesem Grunde werden wir diese Lösungen hier behandeln. 

Wir suchen Lösungen der Gleichung (54.5) für Zustände mit einem bestimmten 
Impuls. Dann ist 


y= Aexp (r (pr — 2: (55.1) 


Durch Einsetzen von (55.1) in (54.5) überzeugen wir uns, daß diese Gleichung 
erfüllt ıst, wenn 


e= +E, mit Ey=cyYp2+ M2e2 (55.2) 
die Energie des Teilchens ıst. 


Es gibt also zwei Typen von Lösungen der Gleichung (54.5) für Zustände mit 
einem bestimmten Impuls: 


1 
Y%+,= Ar exp 7 (pr — El, (55.3) 


1 


y_,= As Sur (pr + Eu. (95.4) 


Wir setzen (55.3) und (55.4) in (54.16) ein und finden 


eE 
IH TE Yen dr: (55.5) 
eE 
= PP (55.6) 


Die Lösungen vom Typ %.+, entsprechen also der freien Bewegung von Teil- 
chen mit dem Impuls p und dem positiven Vorzeichen der Ladung e; die Lösungen 
vom Typ %.-, beschreiben die freie Bewegung von Teilchen mit dem entgegen- 
gesetzten Vorzeichen der Ladung (-e). Die allgemeine Lösung der Gleichung 
(54.5) ist eine Linearkombination aus den Lösungen y.+), und Y.-.,. 

Stellt man an die freie Bewegung der Teilchen eine Periodizitätsbedingung 
(große Periode L ın Richtung aller drei kartesischen Koordinatenachsen), dann 
nehmen die Komponenten des Wellenzahlvektors E = p/h die diskreten Werte 


ken, EU Fi EI 4: Te 2a (95.7) 


an. In diesem Falle kann man die allgemeine Lösung der Gleichung (54.5) für 
die freie Bewegung eines Teilchens mit dem Spin Null und positiver Ladung in 
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der Form 
vyn= L°7 N Arexp {ilft- off) ı]) 
| k 


schreiben mit 


kho(t)= E,. 

Für ein Teilchen mit negativer Ladung ist 

: y,= LI? 3 Byexp (iltt+ oh 1}. 
k 


Für eine reelle Funktion y ıste =. 

Man erhält also zusätzliche Freiheitsgrade gegenüber der nichtrelativistischen 
Gleichung, wenn man zu einer relativistischen Gleichung der Quantenmechanik 
übergeht. In der nichtrelativistiischen Theorie gıbt es nur einen Zustand für ein 
freies Teilchen mit einem bestimmten Impuls. In der relativistischen Theorie 
geladener Teilchen mit dem Spin Null gibt es für eın freies Teilchen mit einem be- 
stimmten Impuls drei Lösungen, die man den drei möglichen Werten für die 
Ladung des Teilchens zuordnen kann. Der neue Freiheitsgrad hängt demnach 
mit der elektrischen Ladung des Teilchens zusammen. 

In diesem Kapitel werden wir uns mit den komplexen Wellenfunktionen für 
Teilchen mit dem Spin Null befassen; diese Funktionen entsprechen den beiden 
Vorzeichen der Ladung + e. 

Um die beiden zusätzlichen Freiheitsgrade besser veranschaulichen zu können, 
schreibt man die Gleichung (54.5) für die komplexen Wellenfunktionen als System 
von zwei in den Zeitableitungen linearen Gleichungen für die beiden Funktionen ® 
und x. Wir setzen 


20 3 
v=(p+ 5 ihzn = Ae!p- 2) (55.8) 
und überzeugen uns, daß das Gleichungssystem 
?__Rg: 2 
ıh a IYU (Pr )+ Me 2 en 
Ne Y%Mop+ y)— Me: = 
FE a 


der Gleichung (54.5) äquivalent ist. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise kann man die Funktionen & und x als die 
beiden Komponenten einer Funktion Y ansehen, die man sich als Matrix?) 


w_ (7) (55.10) 


I) Im allgemeinen Falle, in welchem das Teilchen außer den drei Translationsfreiheits- 
graden noch zusätzliche Freiheitsgrade mit diskreten Veränderlichen hat, kann die Wellen- 
funktion als einspaltige Matrix mit mehreren Komponenten dargestellt werden. Für ein 
Teilchen ohne Spin hängt der zusätzliche Freiheitsgrad mit der Ladung zusammen. Für 
geladene Teilchen nimmt die entsprechende Variable zwei Werte an, und die Funktion hat 
zwei Komponenten. In $ 61 werden wir Teilchen kennenlernen, deren zusätzliche Freiheits- 
grade nicht nur mit der Ladung zusammenhängen, sondern mit einer Veränderlichen, die 
die beiden möglichen Spinprojektionen des Teilchens beschreibt. Diese Teilchen werden 
durch vierkomponentige Funktionen beschrieben. 


414 Dawydow, Quantenmechanik 
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mit einer Spalte vorstellt. Ferner führen wir die drei Matrizen 


04 0 —ı 10 10 sum 
u=|, R n=(, ol: n=|(, BR; 1 (, » (55.11) 


ein, die den Beziehungen 
1 = 1 T,T,= —-Tıtı, = ıT 
ke 43 RM L!k m 


genügen. Die Indizes k, Z und m nehmen die Werte 1,2 und 3 an und können 
zyklisch vertauscht werden. Jetzt kann man die Gleichung (55.9) als eine Glei- 
chung ın Hamiltonscher Form schreiben: 


(iR = H,) v0, (55.12) 


die wir als Klein-Gordon-Gleichung bezeichnen werden. Der Hamilton-Operator 
in Gleichung (55.12) ıst 


H;,= (73 = NE + Me?r3. (55.13) 


2M 


Wenden wir auf (55.12) den Operator in + H; an und rn die 


Gleichung H; —= c?p9? + M?c*, so erhalten wir eine Gleichung zweiter Ordnung 
0° | 
[Ir + c?p?+ Me] y=ß(, 


Aus dieser Gleichung folgt, daß jede Komponente der Funktion (55.10) die Glei- 
chung (94.5) erfüllt. 

Durch Einsetzen von (95.8) in (54.16) und unter Verwendung von (55.10) 
und (55.11) finden wir für die elektrische Ladungsdichte 


o= elp*p- X*)= eWirP, (55.14) 


yi- (o*, 4”) 


die zu (55.10) hermitesch konjugierte Funktion ist. In gleicher Weise kann man 
den Ausdruck (54.15) für die Stromdichte umformen in 


‘worin 


eh e 
ke Mi pi t3(r3 = 1T)) vy- (V pt) T3(T3 IF 119) Pr} . (55.15) 
Wie schon früher bemerkt worden ist, folgt aus der Kontinuitätsgleichung (54.7), 
daß das Integral 


[odr= e | Wir; W dr 


zeitlich konstant ist, wenn man über alle Variablen der Funktionen W integriert. 
Für ein freies Teilchen kann diese Größe auf +e oder —e normiert werden, je 
nach dem Vorzeichen der Ladung des Teilchens. Die Normierungsvorschrift für 
die Funktion ist also 


[Wir Wdr= [(P*P- )dr=+1. (55.16) 
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Betrachten wir jetzt ein freies Teilchen mit dem Spin O ın einem Volumen V. Wir 
setzen 


y=, van (2) exp rn (pr — 2 (55.17) 


und erhalten durch Einsetzen in (55.12) das Gleichungssystem 


9) 


- 


p 
ee 
(e— Mc“) oo 5 Pot X0) 


2 


- 


p 
2 — 
(&E+ Me“) xo = 5g;\P+ x)- 


Dieses System hat eine nichttriviale Lösung für 
e=+E, mit E,=c Yp?+ M?2ec?. 


Für e= E, hat die Funktion W,,, die Komponenten 


E + Me? Mc? -— E 
Po+) 7 an » Kor) = rn 5 (55.18) 
2YMe?E, 2YMe?E, 
und die Normierungsvorschrift für die Funktion ergibt die Gleichung 
PH) PoH — KomyXom 1: (55.19) 


Die Lösungen zu &e= E, beschreiben demnach ein Teilchen in einem positiven 
„Ladungszustand‘. Diese Lösungen werden als positive Lösungen bezeichnet. Die 
positiven Lösungen entsprechen einer positiven Normierung in (55.16). 


Füre= —E, hat die Funktion Y._, die Komponenten 
Me—-E Me+E 
Pa-ı= ———, Yuld)= (55.20) 
2 YMe?E 2YMe?2E, 
Dabei ist @0(-,90-) — Xo@-)Xo) = —1, und es handelt sich um einen Zustand 


eines Teilchens mit negativer Ladung. Diese Lösungen werden wir kurz als 
negative Lösungen bezeichnen. Sie gehören zur negativen Normierung in (55.16). 


In nichtrelativistischer Näherung ist E, = Mc’ + In und die Wellenfunk- 
tionen haben folgende Größenordnungen: 


9 
Pen Iron (3, Be -(£) <ı, 


uch Pl = I: 
en (3) "7 Me 


In nichtrelativistischer Näherung ist also für die positiven Ladungszustände 
roch > %o+) und für die negativen Zustände P-) < Ko): 
s (55.17), (55.19) und (55.20) entnehmen wir: Wenn die Funktion 


w_ (?) (55.22) 


(55.24) 


14* 
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zu Lösungen mit positiver Ladung gehört, dann gehört die Funktion 
x 
y- r ' (55.23) 


zu Lösungen mit negativer Ladung und umgekehrt; wenn W eine Lösung für 
negative Ladung ist, dann ist W, eine Lösung für positive Ladung. Die Lösung 
(55.23) nennt man die zu (55.22) ladungskonjugierte Lösung. Der Zusammenhang 
zwischen diesen Lösungen wird durch die Beziehung Y. = rıP* gegeben. Bei 
der Transformation Y — W, transformieren sich die einzelnen Größen folgender- 
maßen 

PH) > Kon» Koch > Po: P>—p und e>—eE. 


Der Zustand eines Teilchens werde durch die Funktion W beschrieben. Die 
Teilchen, die der durch Ladungskonjugation entstehenden Funktion W, ent- 
sprechen, werden dann als Antiteilchen bezeichnet. Wenn zum Beispiel das n- 
Meson als Teilchen bezeichnet wird, dann nennt man das r*’-Meson Antiteilchen. 
Die Ladungskonjugation transformiert Teilchen in Antiteilchen und umgekehrt, 
deshalb bezeichnet man die Ladungskonjugation manchmal auch als Teilchen- 
Antiteilchen- Konjugation. 

Ist ein Teilchen mit seinem Antiteilchen identisch, dann bezeichnet man es als 
ein neutrales Teilchen. Teilchen und Antiteilchen brauchen sich nicht nur im 
Vorzeichen der elektrischen Ladung zu unterscheiden, sie können sich auch in 
anderen Größen unterscheiden (zum Beispiel im magnetischen Moment, der 
Nukleonenladung usw.). Bei der Ladungskonjugation ändern alle diese Größen ihr 
Vorzeichen. Teilchen ohne elektrische Ladung sind nicht immer wirklich neutrale 
Teilchen. Zum Beispiel sind das n°-Meson und das Photon wirklich neutrale 
Teilchen, Neutron und Neutrino sind keine wirklich neutralen Teilchen. Die 
Wellenfunktionen wirklich neutraler Teilchen mit dem Spin Null müssen die 
Gleichung erfüllen 


Vy=rW*=oaWY mit lJal=1. (55.24) 


Die zweifache Anwendung der Ladungskonjugation ist der identischen Trans- 
formation äquivalent. Es muß daher die Gleichunga? = 1 oder«= + 1 erfüllt sein. 
Es sind also zwei Arten wirklich neutraler Teilchen möglich: a) neutrale Teilchen 
mit positiver Ladungsparität, für die x =1 ist, und 5) neutrale Teilchen mit 


negativer Ladungsparität, für die = —1. ist. Die Wellenfunktionen dieser Teil- 
chen gehorchen den Gleichungen 
y=rYW*=-W oder o= x*; (55.25) 
y=rW*=-W oder 9=-— x*. (55.26) 


Durch Einsetzen von (55.25) und (55.26) in (55.8) finden wir die Bedingungen, 
denen die Wellenfunktionen (der Gleichung zweiter Ordnung in der Zeit) für 
neutrale Teilchen genügen müssen: 


vı= (P+ P*) = Yıı (95.27) 
für Teilchen mit positiver Ladungsparität und 


vo= (pP - pr =-W 
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für Teilchen mit negativer Ladungsparität. Durch Einführung der Funktion 
y, = 1yo geht die letzte Gleichung über in 


w=ı1(p- p*= vr. (95.28) 


Neutrale Teilchen werden also durch reelle Wellenfunktionen beschrieben. 

Die Ladungsparität neutraler Teilchen wird experimentell durch Unter- 
suchung ihrer Wechselwirkungen mit anderen Teilchen bestimmt. Die neutralen 
z-Mesonen (r-Mesonen) sind zum Beispiel Teilchen mit positiver Ladungsparität. 
Die Photonen (die Quanten des elektromagnetischen Feldes) sind Teilchen mit 
negativer Ladungsparität. Die Potentiale des elektromagnetischen Feldes ändern 
bei Ladungskonjugation ihr Vorzeichen, weil dabei das Vorzeichen der elektri- 
schen Ladungen geändert wird. Aus diesem Sachverhalt folgt die negative La- 
dungsparität der Photonen. Die positive Ladungsparität der n-Mesonen folgt 
aus der experimentellen Tatsache, daß ein n°-Meson in zwei Photonen zerfällt. 


S 56*. Freie Bewegung eines Teilchens mit dem Spin Null in der 
Feshbach-Villars-Darstellung 


Aus den Gleichungen (55.18) und (55.20) folgt, daß Zustände mit einem be- 
stimmten Vorzeichen der Ladung durch die beiden Komponenten @ und x dar- 
gestellt werden, die dem Gleichungssystem erster Ordnung in der Zeit (55.9) 
genügen. In nichtrelativistischer Näherung ist in jedem Ladungszustand eine 
dieser Komponenten bedeutend größer als die andere, und die Wellenfunktion 
reduziert sich näherungsweise auf nur eine Komponente. Zum Beispiel gilt für 
Zustände mit positiver Ladung 91 > Xoc+)- 

Man kann aber auch zu einer Darstellung übergehen (Feshbach und Villars [18]), 
in der für ein freies Teilchen mit bestimmtem Impuls zu jedem Ladungszustand 
nur eine Funktion gehört, und zwar für beliebige Beträge der Impulse des Teil- 
chens. Die Wellenfunktionen in der neuen Darstellung (®-Darstellung) werden 
wir mit dem Buchstaben ® bezeichnen. Der Übergang zu dieser Darstellung wird 
durch die Matrix 

U- (Er + 22 + rı(E,— Me?) 56.1) 
2yYMe?E, 


realisiert mit E, = cYp? + M?ec?. Die Matrix U ist nicht im üblichen Sinne 
unitär wegen 


(E,+ Me?) — tı(E,— Me?) 


U1=1,U!r, = 56.2) 
ng 2 YMe?E, 
Die Transformation der Funktionen 
®=-UW und ®1!-WIUi (56.3) 


läßt aber die Normierung (55.16) der Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung 


Invarıant 


[PtrzPdr= [Oirz@dr. (56.4) 
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Nach (56.4) kann man das Integral 
Pe | PirzW’ dr: 


als verallgemeinertes Skalarprodukt oder ®- Produkt der beiden Funktionen Y und P’ 
bezeichnen. Ferner nennen wir einen beliebigen Operator A ®-unitär, wenn es das 
®-Produkt invariant läßt, d. h., wenn er die Gleichung 


PR u AYWIAW’), 
erfüllt. Ein Operator A ist ®-unitär, wenn die Operatorgleichung 
AN= 7, Atr, = AT! (56.Aa) 


gilt. Ein mit r3 vertauschbarer ®-unitärer Operator ist im üblichen Sinne unitär. 
Die mittlere Ladung ım Zustand YF wird durch das Integral 


O= e | Wir; P dr 


gegeben. Wie in $ 139 gezeigt wird, wird die mittlere Energie im Zustand Y durch 


ein Integral der Gestalt 
E= [YtrH,W dr 


ausgedrückt. Diese Regel kann man auf die Berechnung des Mittelwertes eines 
beliebigen Operators ausdehnen: 


(Ly = [YtrLWdr. 
Da der Mittelwert reell sein muß, muß die Gleichung 
[Pt LWdr= ([ PirzLWPdr)t 
erfüllt sein. Diese Bedingung ist für 
LH= r,L!r;=L 


erfüllt. Die letzte Gleichung kann man verallgemeinerte Hermitezitätsbedingung 
für einen Operator nennen. Ist ein Operator im üblichen Sinne hermitesch und 
kommutiert er mit r3, dann ist er auch im verallgemeinerten Sinne hermitesch. 
Der Hamilton-Operator erfüllt die verallgemeinerte Hermitezitätsbedingung: 
H"=H,. 

Bei der Transformation (56.3) der Funktionen transformieren sich alle Opera- 
toren nach der Regel 


L, = ULU"!. (6.5) 
Wir transformieren die Funktion 
yo Vu 9) exp I (pr— Ey, (56.6) 
X0+) 


für einen Zustand mit positiver Ladung nach der Regel (56.3) und finden mit 
(55.18) die betreffende Funktion in der ®-Darstellung 


N 
®,, = Vi (0) exp (r (pr — Bu (96.7) 
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Die Transformation der Funktion 


y_,= v2 e ) nur (pr + Eu! 


K0C-) 
für einen Zustand mit negativer Ladung ergibt in der ®-Darstellung die Funktion 
®,._, = VW? (‚) exp 17 (pr + Eu, (96.8) 
Für V = L? nimmt der Impuls die diskreten Werte 
pi= a (56.9) 


an. In der Feshbach-Villars-Darstellung wird der Hamilton-Operator (55.13) für 
ein freies Teilchen mit dem Spin Null und einem bestimmten Impuls p durch eine 
einfache Diagonalmatrix dargestellt: 


H,= UH,-U"!= TzE,. (56.10) 
Die Gleichung (55.12) lautet also in der Feshbach-Villars-Darstellung 
Au p4- (56.11) 


Für Zustände mit positiver Ladung (56.7) ist A= + und für Zustände mit 
negativer Ladung (56.8) A = — 
Die Funktionen ®,, bilden ein vollständiges Orthonormalsystem 


[BL r30,1dr= Mppdrr (56.12) 


mit /,A=-+,-—; p’ und p durchlaufen die durch die Beziehungen (56.9) ge- 
gebenen Werte. 

Ein freies Teilchen hat einen bestimmten Wert der elektrischen Ladung. Die 
Gleichung (56.11) läßt aber auch Zustände zu, in denen gleichzeitig Teilchen 
beider Ladungen vorhanden sind (A= +, —). Diese Zustände werden durch 
Wellenfunktionen ® beschrieben, die lineare Superpositionen aus den Zu- 
ständen ®,„, sind: 


D= I apadpa= I (apr ++ aD), (56.13) 
p, p 


Mit Hilfe der Orthogonalitätsbedingungen kann man leicht zeigen, daß die 
Koeffizienten 


ap,= A| B),r3® dr (56.14) 
sind. Aus der Normierungsvorschrift für die Funktion ® folgt dann 


e [P'r,0dr-= e 2 (laa+1?— @p-1%)= £Ne, 


wenn + Ne die Gesamtladung des Systems (N kann auch gleich 1 sein), e 2 lap+l? 


die Gesamtladung aller positiv geladenen Teilchen und e 2 lap- |? die Cam: 
ladung aller negativ geladenen Teilchen sind. 
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$ 57*. Integrale der Bewegung und Eigenwerte in der relativistischen Theorie 
eines Teilchens mit dem Spin Null 


Genau wie in der nichtrelativistischen Theorie (s.$31) wird die zeitliche Ände- 
rung eines Zustandes in der relativistischen Theorie für Teilchen mit dem Spin 


Null durch die Wellenfunktionen 


PS; t) 
WE) = | ) 57.4) 
(& 0) xl&, 0) | 
charakterisiert. Die Zeitabhängigkeit dieser Funktionen folgt aus der Gleichung 
ROW, )= H,WE(E, ı), (57.2) 


in der H; der. Hamilton-Operator ist. 

In der üblichen Darstellung wurde der Hamilton-Operator für ein freies Teil- 
chen durch den Ausdruck (55.13) gegeben. Die IHamilton-Operatoren für Teilchen 
in einem äußeren Feld werden im nächsten Paragraphen angegeben. Aus der 
Gleichung (57.2) kann man den Wert der Funktion (57.1) in jedem beliebigen 
Zeitpunkt i ausrechnen, wenn der Funktionswert zur Zeit i = 0 bekannt ist. Die 
Zustandsänderung ım Laufe der Zeit kann man auch durch die Transformation 


yre,1)=st) PiE;0) (97.3) 
beschreiben. Der Transformationsoperator 
Se. (-4 87.) (57.4) 
i 
ist dabei ®-unitär: 
SAN)= 1r3S't(t) 3=S"1(t). (97.5) 


Neben dem oben verwendeten Schrödinger-Bild für die zeitliche Änderung 
eines Zustandes gibt es in der relativistischen Theorie noch ein anderes Bild — 
das Heisenberg-Bild. In diesem Bild ändern sich die Wellenfunktionen zeitlich 
nicht, aber die Operatoren sind zeitabhängig. Der Übergang vom Schrödinger- 
zum Heisenberg-Bild erfolgt für Funktionen und Operatoren nach den verall- 
gemeinerten unitären Transformationen 


re) TUN WEN), (97.6) 
Fr(l)= S"!(t) FS(t). 


Der Transformationsoperator S(t) wird durch (57.4) gegeben, und es ıst 
S"!(f)= exp Ir Kr 
Aus (57.7) folgt (s. zum Beispiel die Ableitung von (31.8)) die Operatorgleichung 


ih = = [F,H,], (57.8) 
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die in ihrer Form der Operatorgleichung (31.8) der nichtrelativistischen Quanten- 
mechanik entspricht. Eine Folge von (57.8) ist die Feststellung, daß physikalische 
Größen F, deren Operatoren F mit dem Operator H; vertauschbar sind, Integrale 
der Bewegung sind, d. h., die Mittelwerte dieser Größen in einem beliebigen Zu- 
stand bleiben zeitlich unverändert. | 

Ein Grundpostulat der nichtrelativistischen Quantenmechanık ist‘die Be- 
hauptung (s. $ 8), daß die Eigenwerte der Operatoren die möglichen Meßergebnisse 
für die betreffenden Größen in einem beliebigen Zustand charakterisieren. Um 
diese Behauptung in der relativistischen Theorie beibehalten zu können, muß man 
die Definition einiger Operatoren abändern. Wir zeigen das am Beispiel eines 
freien Teilchens. Die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators H; für 
ein freies Teilchen mit einem bestimmten Impuls werden aus der Gleichung 


mit 
y) 


H; = (13 + 175) . 


+ Mec?xs 


berechnet. 
Wie man leicht zeigt, hat die Gleichung (57.9) die beiden Lösungen 


vie nr >) den (57.10) 
Yv Kor h 
zu den Eigenwerten 
Sean, (57.14) 


99, und %0, sind durch die Ausdrücke (55.18) und (55.20) definiert. Einer dieser 
Eigenwerte ist negativ: 


E_=—cC Yp?+ M?ec?. 


Er kann folglich nicht der Energie eines freien Teilchens entsprechen, die immer 
positiv ist. 

In der nichtrelativistischen Quantentheorie haben die Eigenwerte des Hamilton- 
Operators eine Doppelrolle gespielt: Sie bestimmten die Energie der stationären 
Zustände und die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktionen. In der relativistischen 
Theorie bestimmen die Eigenwerte des Hamilton-Operators ebenfalls die Zeit- 
abhängigkeit der Wellenfunktionen. So haben wir nach (57.3) 


wi) = exp (-z #1) (= exp (- AE, ) y,(). 


Die Energie der stationären Zustände ist aber immer positiv, d. h., die Energie 
wird durch die Eigenwerte des Hamilton-Operators H; nur bis auf das Vorzeichen 
bestimmt. Tatsächlich stimmt die Energie eines Systems in einem stationären 
Zustand mit dem Mittelwert der Energie überein: 


E,}= «Ep = [ WirH, Wjdr. 
Verwenden wir weiter die Gleichungen 


H,P,= €, W,= AE,P; 


204 VIII. Quasirelativistische Quantentheorie eines Teilchens im äußeren Feld 


und 
WirW,dı= A, 
so finden wir 
E;= Ag;= le = E,-: 


Die Energie der stationären Zustände ist also sowohl für A=1 als auch für 
A= —1 positiv. | 
In der nichtrelativistischen Theorie entsprachen die Zusammenhänge zwischen 
den Operatoren den Zusammenhängen zwischen klassischen Größen. Zum Bei- 
spiel entsprach nach (17.5) der Zusammenhang zwischen den Üperatoren für 
Geschwindigkeit und Impuls eines Teilchens dem Zusammenhang zwischen Ge- 
schwindigkeit und Impuls in der nichtrelativistischen Mechanik. In der relativi- 
stischen Quantentheorie wird diese Korrespondenz verletzt. Wir zeigen das am 
Beispiel des Geschwindigkeitsoperators. Unter Verwendung von (57.8) und (55.13) 
finden wir 
a: [t, H;] = (73 + 2) a A (57.12) 
M 
Die klassische relativistische Theorie ergibt aber bekanntlich die folgende Be- 
ziehung: 
dt cp 
vr E: (57.13) 


Da die Matrix (173 + ir) = (_, Nullen als Eigenwerte hat, sind auch die 
Eigenwerte des Geschwindigkeitsoperators (57.12) Null. Hier erkennen wir er- 
neut, daß die Eigenwerte eines Öperators in der relativistischen Theorie nicht 
immer den möglichen Meßergebnissen entsprechen. Würden alle Geschwindigkeits- 
messungen den Wert Null ergeben, dann wäre auch der Mittelwert der Ge- 
schwindigkeit in allen Zuständen gleich Null. Es können also nicht alle Operatoren 
der nichtrelativistischen Quantentheorie unmittelbar in die relativistische Theorie 
für ein Teilchen übernommen werden. Wir haben schon in $53 bemerkt, daß 
einige Operatoren abgeändert werden müssen, zum Beispiel der Ortsoperator 
eines Teilchens. In der nichtrelativistischen Theorie gehört zum Ortsoperator 
t=r eines Teilchens die Eigenfunktion d(r — r’); diese läßt zu, das Teilchen 
in der Nähe des Punktes r’ in einem beliebig kleinen Volumen zu lokalisieren. In 
der relativistischen Quantentheorie sind die Möglichkeiten einer konsequenten 
Einteilchen-Beschreibung begrenzt. Der Begriff eines Teilchens kann nur dann 
aufrechterhalten werden, wenn man nicht zuläßt, daß es (durch äußere Felder) 
in Volumina kleiner als %/Me lokalisiert wird. 

Mathematisch bedeutet die Möglichkeit, den Begriff eines Teilchens in der relativisti- 
schen Theorie beibehalten zu können, die Forderung, nur solche Operatoren beizubehalten, 
die verschiedene Ladungszustände nicht miteinander vermischen. ‚Solche Operatoren 
werden wir gerade oder Einteilchen-OÖperatoren nennen. Der Operator [F] ist ein gerader 


Operator, falls 


gilt. Der Operator {F} ist ein ungerader Operator, wenn 


MW n=W_, {F}Y,=WeH (57.14a) 
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ist. Der Hamilton-Operator H, und der Impulsoperator pP = —ik V sind gerade Opera- 
toren: 


H,= (H,, P=[p]. 


Allgemein kann man einen beliebigen Operator in einen geraden und in einen ungeraden 
Anteil zerlegen: 


F=[F] + {F}, 


oder mit anderen Worten: Von jedem beliebigen Operator F kann man einen Einteilchen- 
Anteil [F] abtrennen. 

Um die Eigenschaften der geraden und ungeraden Operatoren einfacher untersuchen zu 
können, verwenden wir die Feshbach-Villars-Darstellung (®-Darstellung) mit Wellen- 
funktionen, in denen der Impuls die unabhängige Variable ist (Impulsdarstellung). 

In der ®-Darstellung werden die Wellenfunktionen für die beiden möglichen Vorzeichen 
der Ladung durch die Ausdrücke (56.7) und (56.8) gegeben. Die geraden Operatoren müssen 
also in der ®-Darstellung Diagonalmatrizen sein. Zum Beispiel hat der Hamilton-Operator 
nach (56.10) die Gestalt 


HH, ( BI (57.45) 


Der Impulsoperator (P = p) ist mit der Transformationsmatrix U vertauschbar, daher ist 
Po = UPU!=p= [p]. (57.16) 


Da ein gerader Operator in der ®-Darstellung eine Diagonalmatrix ist, ist die Zerlegung 
eines beliebigen Operators in einen geraden und einen ungeraden Anteil ganz einfach; für 


Fu F 5 FO 0 F 
N 2) ist [F 1=( 1 ). F -( 2). (57.47) 
2 = 22 2. \0 Fa im Fa, 0 


Wir kommen jetzt zur Behandlung des Ortsoperators t =ih V,. Mit Hilfe der expliziten 
Gestalt der Transformationsmatrix U (56.1) erhalten wir für den Ortsoperator in der ©- 
Darstellung 
1 hpr, 


(57.18) 


Der Operator r; ist ungerade, deshalb ist der gerade (oder Einteilchen-) Anteil des Orts- 
Operators in der ®-Darstellung 


[tp] = ih Y,. (57.19) 


Aus der Gestalt des Operators (57.19) folgt sofort, daß dieser Operator zum Impulsoperator 
kanonisch konjugiert ist. Wir verwenden die explizite Gestalt des geraden Anteils des Orts- 
operators (57.19) in der Impulsdarstellung und berechnen nach (57.8) (unter Beachtung von 
(56.10)) die Zeitableitung dieser Größe: 


d cp 
Er: [to] — [V» Ho] = 73 (57.20) 


Die Eigenwerte des Operators (57.20) sind 


a _ 
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Im Zustand mit e = E,„ entspricht also der Zusammenhang zwischen den Operatoren 
für die Zeitableitung von (r5) und dem Impuls dem Zusammenhang zwischen Geschwindig- 
‚keit und Impuls eines Teilchens in der klassischen Theorie. Man kann daher den Operator 
[to] als Einteilchen-Operator bezeichnen. 

In der ®-Darstellung sind die Funktionen 


9.40) = 2mn)-R(O) exp (-P*) (57.24) 


die Eigenfunktionen des Operators (57.19) zum Zustandsindex r, dem Darstellungsindex p 
und zu positiver Ladung des Teilchens. 

Der Übergang von der ©-Darstellung zur üblichen Darstellung erfolgt durch die Trans- 
formation 


Yy(p) = UP, (Pp)- 


Mit Hilfe der expliziten Gestalt der Transformationsmatrix (56.1) finden wir die Eigen- 
funktion des Operators (57.19) in der üblichen Impulsdarstellung: 


(Zrh)®" (M2+E, ipr e 
PH (p) = — | nn »)exp(- ) (57.22) 
2 YMeE, Mc En h 


Der Übergang von der Impuls- zur Ortsdarstellung geht auf dem Standardweg vor sich 
(s. 8 27): 

BR 3/2 ipr’ 3 
Yun) = (2rch) exp u= P.H(p)ld’p. 


In diesen Ausdruck setzen wir (57.22) ein und bekommen die Eigenfunktion des geraden 
Anteils des Ortsoperators (57.19) in der Ortsdarstellung: 


A AB 
Bun) = | 2. Tr e): (57.23) 
mit 
g(q? + 1)=1/* sin (gz) dg, B= DE NENNEN, 
- 
0 0 
hier sind 
Mc 


, 3= hole rl. 


in = 
I 


Mit Hilfe der Bassetschen Formel [19] 


Ta eo Ele (2) 
v 


4)r +1/2 1 
: r(» .- 5) 


kann man die Integrale in A und B durch die Ableitungen von Bassetschen Funktionen 
ausdrücken; K,„(z) ist dabei die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art oder die Basset- 
sche Funktion: 
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= 2.432 3/& 
f (ga? + 1) 1% sin (gz)dg = — ( — ) ä Ve Kuda 
0 


dz \ dz? 


Weiter verwenden wir die asymptotische Darstellung der Bassetschen Funktion [19] 


für große z 
K,a) = \/T e-: E en ae | 
22 83 


und berechnen die asymptotischen Werte von A und BD für große z: 


Mer — r/| 


An zTlexp(—2, Bo —z"I%exp(—z), 3= z 


Die Eigenfunktionen für die mittlere Position eines Teilchens sind also keine $-Funktionen. 
Sie sind in einem Volumen von Null verschieden, dessen lineare Abmessungen (z — 1) 
von der Größenordnung der Compton-Wellenlänge A/\/c [20] sind. 


$ 56. Ein Teilchen vom Spin Null in Wechselwirkung mit 
dem elektromagnetischen Feld 


Aus der klassischen Elektrodynamik ist bekannt, daß man von der klassischen 
Hamilton-Funktion (Energie durch den Impuls ausgedrückt) eines freien Teilchens 


E= YM?2c+ c?p? 


zur Hamilton-Funktion für ein Teilchen mit der Ladung e in einem elektromagne- 
tischen Feld mit dem Potential 


A,= (A, As, Ay, ıÄo) (58.1) 
gelangen kann, indem man die Transformation 
E> E-eAo, 
Pa> Pa” — Au DIT (58.2). 
c 


ausführt. 

Der Übergang von der quantenmechanischen Gleichung für ein freies Teilchen 
zur quantenmechanischen Gleichung für ein geladenes Teilchen kann (in Analogie 
zur klassischen Physik) ausgehend von (54.6) durch die Transformation 


Ö e 


e 
Pe 2 WE, 58.3 
Pa> Pu — Au 1 Er (58.3) 
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vorgenommen werden. Wir gelangen also zu der relativistischen Wellengleichung 


12 (pu-- A.) + mein = (58.4) 


u 


oder ausführlicher geschrieben: 


i ir 2 A] -|( £ x) + Mm? | 58.48) 
Bi a) u ae c’|y. (98.A a 
Die Funktion y in (58.4) ist komplex, da geladene Teilchen nur durch komplexe 
Funktionen beschrieben werden. 

Wir multiplizieren die Gleichung (58.4a) von links mit y* und subtrahieren 
von der entstehenden Gleichung die dazu konjugiert komplexe. So gelangen wir 
wiederum zur Kontinuitätsgleichung (54.7). Die elektrische Ladungs- und Strom- 
dichte werde in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes durch die Aus- 


drücke 
1eh Oy Oy* e?Ay EN 
_ SR EUER RE A WB * & 
° | 4 7% ) Mer © 2) 
eh e?A 
EEE LLUNE en x\__ IF ,* 58, 
INN rs (58.6) 
gegeben. 


Aus der kovarianten Schreibweise der Gleichung (58.4) folgt, daß das Auftreten 
der elektromagnetischen Potentiale die Invarianz der Gleichung gegenüber Lo- 
rentz-Iransformationen nicht zerstört. Bekanntlich kann ein und dasselbe elektro- 
magnetische Feld durch Potentiale beschrieben werden, die sich durch eine 
Eichtransformation voneinander unterscheiden: 

Hedi 
= RL: 
dabei ist G eine willkürliche Funktion. Aus der Gleichung 
(r.- gez A.) ERDE (r. a A) yv 


folgt: Wird gleichzeitig mit einer Eichtransformation der Potentiale die unitäre 
Phasentransformation der Funktionen 


5; 5 ie 
_ y=Yy exp r 6) 


ausgeführt, dann bleibt die Gestalt.der Gleichung (58.4) unverändert. Unitäre 
Transformationen wirken sich nicht auf die physikalischen Eigenschaften eines 
Systems aus; daher kann man behaupten, daß die Gleichung (58.4) gegenüber 
Eichtransformationen der Potentiale invarıant ıst. Mit Hilfe einer Eichtrans- 
formation kann man immer solche Potentiale wählen, für die 

1 04Ao 


einge 58.7 
= + div A=0 (58.7) 


gilt. 
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Wir führen dıe Transformatıon 


iMe? 
yt)= pli)e ® (58.8) 
unter den Bedingungen - 
2 ‚ leAopl& |Me?’gl 
aus und finden 
2 Me, ö Av 
(in — Ad) v(r,)ze # [pre - 2Mc?eAyg + 2Mec? er —1i rl p 


und weiter 


p) _iMe?t ) Dj eh 
P-2.) v(r,)ze # Ip - z 4 a2+ aivalp. 
c c 
Die erhaltenen Gleichungen setzen wir in (58.4a) ein und gelangen .unter der 
Bedingung (58.7) zur nichtrelativistischen Schrödinger-Gleichung für ein spin- 
loses Teilchen im elektromagnetischen Feld: 


2 
2 [2 - 


a ee Pe Eon (58.9) 


TR Me? 


Zur Untersuchung der stationären Zustände eines Teilchens im elektromagne- 
tischen Feld muß man in (58.4a) 


ver, t)= Y(r) exp (-% (58.10) 


setzen. Die Funktion y(r) wird dann die Gleichung 

1 2 „_2e en 2.2 

> le - eAo)?y(e) = I» -Zup+ 7 A2+ Me | u(e) (58.11) 
erfüllen. In den stationären Zuständen (58.10) ist die elektrische Ladungsdichte 


_ e[le— eAo] ® 
0= Me? Y Y. 


Für e= E > eA, entspricht das Vorzeichen der Ladungsdichte dem Vorzeichen 
der Ladung (e) des Teilchens. Im Bereich großer potentieller Energie, wo e < eAy 
ist, ist das Vorzeichen von o entgegengesetzt dem Vorzeichen von e. In Bereichen 
sehr starker Felder kann also die Einteilchen-Interpretation nicht aufrecht- 
erhalten werden. Der physikalische Sinn der Vorzeichenänderung von e in starken 
Feldern kann nur mittels der Theorie für Systeme mit veränderlicher Teilchenzahl 
verstanden werden, wenn Erzeugung und Vernichtung von Teilchen beider Vor- 
zeichen der Ladung berücksichtigt werden (s. $ 145). Als Anwendungsbeispiel 
für die Gleichung (58.11) behandeln wir die Bewegung eines negativ geladenen 
Teilchens mit dem Spin Null im Coulomb-Feld eines Kerns. Dieses Problem ent- 
steht bei der Untersuchung der Bewegung von x-Mesonen im Feld von Atom- 
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kernen. Ein derartiges System wird als z-mesisches Atom bezeichnet. Unter Ver- 
nachlässigung der Ausdehnung des Kerns ist 
Ze? 
eAo=-  Uel, 


r 


und die Gleichung (58.11) erhält für den Falle = E > 0 die Gestalt 
Zei? 
(£ + —) _ Mei + 222] v)= 0. 
z Ä 


Wir gehen zu Kugelkoordinaten über und betrachten Lösungen zu einem be- 
stimmten Wert des Bahndrehimpulses: : 


1 

v(r)= — Rı(r) Yım (09), 1=0,1,2,.... (58.12) 
r 

Der Radialanteil A,{r) erfüllt dabei die Gleichung 


d? U+1)-Z%a? 2ZaE M?ci— E? 
- r? der  K2c? | (n=0, 


wobei & = e?/hc die sogenannte Feinstrukturkonstante ist. 


Mit der Bezeichnung 
4(M?c4— E?) 


Be Zn v7 mn (58.13) 


und der neuen Veränderlichen o = fr kann man die letzte Gleichung in die Form 


d? ı K+1l)- Zoa? "1T 2 
u Fr eh el 58.14 
Fr r r Pr: z L (0 ) 


bringen mit j 
A=——- >. (58.15) 
Durch Einsetzen von 
R,= os+!W(o)e 2 
in (58.14) erhalten wir eine Gleichung zur Bestimmung der Funktion We), 


d?W 
do? 


W 
+ (2s+ 2-0) + A—-s-1)W=0, (58.16) 
«do 
wenn | 
s(+ 1)= I(l+ 1) —.7%%? (58.17) 


ist. Die konfluente hypergeometrische Funktion (s. Anhang D) 


WozsheditsetT, 2849, (58.18) 


erfüllt die Gleichung (58.16). Damit die Funktion AR, für 0 > co verschwindet, 
muß die Potenzreihe für die hypergeometrische Funktion (98.18) bei einer end- 
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lichen Potenz abbrechen. Diese Bedingung ist für — s-—1=v,=0,1,2,... 
erfüllt, daher ist 
=v+s+1. 


Wir lösen die Gleichung (58.17) nach s auf und ziehen die Wurzel 
1 ee 
EUER 7002 58.19) 
s 5 + Ve >) Z°a ( 
so, daß A positiv wird (s. (58.15)); so ergibt sich 
1 1\? 
1 +3 + (14 5) — (Z&)?, »,1=0,1,2,.... (98.20) 
Aus (58.13) und (58.15) erhalten wir durch Elimination von ß 
Ag 
EEE... DE (58.21) 
Yi+ Za2a2" 


Da die Feinstrukturkonstante klein ist (x — 1/4137), ist der Parameter Z«a für 
alle Atome (außer für sehr schwere) klein gegen 1. Wir setzen (58.20) in (58.21) 


ein und entwickeln in eine Reihe nach Potenzen von Z: 


Z?a? Zkuaa/ n 3 


ie 2 ee ER u ee ne za 22 
E= Me? |1 PET + | (98.22) 

I+ — 

2 

mitr=»-+1!+1;n ist die Hauptquantenzahl. 
(58.22) führen wir in (58.13) ein und haben 
2 
Bere ei Ze (58.23) 
nh? 


Der erste Summand in (58.22) entspricht der Ruhenergie des Teilchens. Der 
zweite Summand 


Me?Z?«? MZ?e: BR 


a Tun Fin 


stimmt mit der kinetischen Energie eines Teilchens der Masse M im Coulomb- 
Feld in der nichtrelativistischen Näherung überein (s. $ 38). Der dritte Term 


0 72,2 
RE Ge 2 | (58.24) 


n 


enthält die relativistischen Korrekturen zur Energie. Diese Korrektur zur Energie 
hängt von der Quantenzahl / ab, und somit wird die in der nichtrelativistischen 
Näherung vorhandene Entartung aufgehoben. Die relative Aufspaltung der 
Niveaus ns und np wird durch die Formel 


Enp-— Ens _ 4Z°o? 
E®  8Bn 


n 
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gegeben. Die Aufspaltung nimmt also mit wachsendem Z zu und wird mit zu- 
nehmender Hauptquantenzahl n kleiner. Für n = 1 gibt es nur den einen Wert 
l=(, und es ist keine Entartung vorhanden. Für n = 2 liegt die größte Auf- 
spaltung vor. 

Das System der Niveaus zu verschiedenen Werten von AE,„ı bei gleichem n 
wird als Feinstruktur bezeichnet. Für gegebenes n ist die „Gesamtbreite der Fein- 
struktur“, d.h. der Abstand zwischen den beiden äußersten Niveau l=n-—1 
und! = 0) | 

he = 
_ 2MZie (7 7). (58.24) 


Rn? “ | 


Im folgenden befassen wir uns mit dem Verhalten der Wellenfunktionen 
(58.12) für oe > 0. Für Z#0 und kleine Kernladungszahlen Z’a? <1 ist s=1, 
und die Wellenfunktionen (58.12) verschwinden für o > 0 genau wie auch die 
Wellenfunktionen der nichtrelativistischen Theorie ($ 38). Für 2=0 sind die 
Wellenfunktionen (58.12) im Koordinatenursprung singulär. Diese Singularität 
ist aber für kleine Werte von Z«a sehr gering. Für Atome mit großen Kernladungs- 
zahlen Z ist diese Singularität bereits beträchtlich, und der Unterschied zwischen 
den relativistischen Funktionen und den nichtrelativistischen Funktionen wird 
wesentlich. 

Wie man (58.12) entnimmt, ist für kleine Z& der wahrscheinlichste Wert von 0 
ım 1s-Zustand gleich 2. Unter Verwendung von (58.23) finden wir dann für den 
wahrscheinlichsten Wert des Radius 


wenn a = 0,5-10”® cm der Bohrsche Radius und u die Masse des Elektrons sind. 
Für z”-Mesonen ist M = 270 u, daher ist 


2,410 
Z 


Bereits für Atome mit kleinen Kernladungszahlen Z ist also die Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit des m -Mesons innerhalb des Kerns relativ groß. Demzufolge 
ist die Berücksichtigung der endlichen Kernausdehnungen, d.h. der Abweichungen 
des elektrischen Kernfeldes vom Coulomb-Feld, für die Berechnung der Wellen- 
funktionen und der Energie z-mesischer Atome sehr wesentlich [21]. 


rBT cm. 


$59*. Ein Teilchen mit dem Spin. Null in einem elektromagnetischen Feld. 
Feshbach-Villars-Darstellung 


Wir verwenden jetzt die Hamiltonsche Form (55.12) der Klein-Gordon-Glei- 
chung für ein freies Teilchen mit dem Spin Null. Man erhält (nach der Regel 
(98.3)) die Gleichung für ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld mit den 
Pötentialen U, A,, indem man den Hamilton-Operator für das freie Teilchen 
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durch den Operator 
e!(t3 + irn) 
2Me? 


H,;— H%+ eAo— (59.1) 


ersetzt. In der Gleichung (59.1) haben wir die Eichung der Potentiale so gewählt, 
daß 

div Y= 0 (59.1a) 
gilt. 


Genügt die Funktion Y = (?) der Gleichung 


oWp e(t3 Eh: 115) e (73 F 6.23) 
Dre VE ER) ar 92) 99 
ih Ar In +eAo ML. U+ aM Alp, (59.2) 
dann erfüllt die durch Ladungskonjugation entstehende Funktion (55.23) 
y* 
#.- (?,)= mW (59.3) 
p 
die Gleichung 
op. e(t3+ ı75) e’(t3+ irn) 
=]H} — Ay: 
öt | NE pe 2Me ne 


Die letzte Gleichung ergibt sich aus (59.2), indem man dort die Vorzeichen von 
Impuls und Ladung ändert. Um sich davon zu überzeugen, multipliziert man die 
zu (59.2) konjugiert komplexe Gleichung von links mit der Matrix t, und ver- 
wendet die Definition (59.3). Ist ferner o =eW*r;!P, dann ist die Dichte der 
elektrischen Ladung im ladungskonjugierten Zustand (59.3) 


05 er = er; = —o. 


Der Vektor für die elektrische Stromdichte (55.15) ändert bei der Ladungs- 
konjugation seine Richtung nicht: 


ie=i- 
Das liegt daran, daß sich der ladungskonjugierte Zustand Y, vom Zustand W 
durch Änderung des Ladungsvorzeichens und Umkehr der Richtung des Impulses 
unterscheidet. 


Man muß zuerst den Hamilton-Operator in der Impulsdarstellung aufschreiben, 
ehe man mit Hilfe der Transformationsmatrix (56.1) zur ®-Darstellung übergehen 


kann. Es seien 
 [aolg exp (7 -) d’q, 
u) = [ata) exp (7°) a%, 


= [a?(q exp *) da. 
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Man kann nun von der Orts- zur Impulsdarstellung übergehen, indem man in 


(59.2) 
P>p, r>+ıkV, 
ersetzt. Auf diese Weise erhalten wir die Gleichung 


9 (p, t) e(t3+ i73) 


( 
— JH? = 
ıh ar (m r+ eAo(ihV 75) Mr paaRV,)+ 
e!(t3 + 175) 9f: 
IM A nV t) (59.4) 
mit 
o(ikV ,) — [aou(q) exp (-qV,„)d’gq. (59.5) 


Unter Beachtung von 
exp (-qV,) P(p)= W(p — q) 
kann man die Anwendung des Operator (59.5) auf die Funktion Y(p, t) durch die 
Beziehung 
AvtihV,) P= faola) P(p— a, 1) d?a= [ao(p— a) P(q, t) da 

ausdrücken. Durch dieselbe Transformation ergibt sich 

AihV,) W= [alp- a) Pla, t) d3a, 

AGARV,)W= [a!(p— q) Pla, t) d?a. 
Jetzt erhält die Gleichung (59.4) die Gestalt 


oP(p,t) _ (T3+ in) 
a =HIWP(p, i)+ 71 [aote re Le 
e(t3 + iT) an 3 
eo - a)| Fa) da. 


Wir multiplizieren beide Seiten der entstandenen Gleichung von links; mit der 
Matrix U(p), die durch den Ausdruck (56.1) definiert ist, und beachten, daß aus 
(59.1a) (p — qJa(p — q) = 0 folgt; so finden wir 


nen = 13E,®(p, i)+ un) [Tec — g)— 
e .e? i 
a oe - a U-!(q) ©(q, ı) d?a. (59.6) 


Beim Aufschreiben der Gleichung (59.6) haben wir die Beziehungen 
Up) HHU!(p)= T3E,, ©(p, i)= Up) W(p, ı) 
verwendet. Ferner benutzen wir 
U(p) U-!(g)= [AE,E,] RP {E,+ E,+ tr (E,-E,)}; 
Me? | 1 ) 
VErERN nL 


U(p) (T3+ ira) U”!(q) = 
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und setzen 


(en) 


Auf diese Weise ergibt sich ein System aus zwei Gleichungen für die Funktionen 
w(p, t) und v(p, £): 


(ir 5 E,) w(p, 1) = 


ler (Ep, + Eu) wi, 1) + (Ep— Ey) v(a)} d’a- 
pP Ey 


-er TE D wa) + 2 (a 0] da+ 
p 
e? fa:(p — q) 
> | ——— lw(g, t) + v(q, t)] d’a, (59.7) 
YE,E, 
(ir 2 + E,) (Be 
Ee E»+ Eu) v(g,t)+ (E,— E,) w(g, t)} d’q+ 
eo weh) 2 (6,1+ vla )] ada- 
e? fa’(p—- q) | 
wa) + via ]dda. (69.8) 
VE, 


‚Zur Untersuchung der stationären Zustände muß man 


0er 


setzen und erhält dann das Gleichungssystem 


(E- E,) w(p) = [tao(p- a) E,+ Ey) w(g)+ (E,—E,) v(a)] — 


VE 


nee (59.9) 
ga(p— q p—q q q VE,’ 
(E+ E,) v(p) = 
7,3 fao(p— a) [ER + E,) v(a) + (E,— E,) w(a)] + 
d’g 
Ic — 9)— ea?» — w i 59.10 
+ [2cga(p— q) (p— a)] [w(gq) + v(q)]) VE ( ) 


Ist kein äußeres Feld vorhanden (X = Ayo = 0), dann geht das Gleichungs- 
system (59.9) und (59.10) in ein System zweier unabhängiger Gleichungen über. 
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Die Lösung dieses Systems für ein Teilchen mit der Ladung e hat die Gestalt 
w(p 
Du, = | N ) exp (-iE,t/h). 


Im Falle eines äußeren Feldes sind beide Funktionen w(p) und v(p) von Null ver- 
schieden, und die Vorstellung von der Bewegung eines Teilchens ist unzutreffend. 

Betrachten wir jetzt ein schwaches elektromagnetisches Feld. In diesem Falle 
kann man das Gleichungssystem (59.9), (59.10) nach der Methode der sukzessiveni 
Approximationen lösen. In nullter Näherung setzen wir v(p) = 0; für w(p) er- 
halten wir dann in erster Näherung die Gleichung 


(E- E,) w‘(p) = 


Tal ao(p— a) (E,+ Ed) -— 
d’gq 

— 2cga(p — q)+ ea’(p— q)] w!(q) —. (59.11) 
Eg 


Setzen wir auf der rechten Seite von (59.10) v(p) = 0 ein, dann drücken wir in 
erster Näherung den Wert v!(p) durch w(p) aus 


(E+ E,)v'(p) = JTao’p— a) (Er E)+ 


2yE, 
+2cga(p— q)— ea’(p— q)]| w Or: (59.12) 


Diesen Ausdruck setzen wir in die rechte Seite der Gleichung (59.9) ein und finden 
eine Gleichung für die Funktion w(p) in zweiter Näherung. 
Wir wollen nun ein schwaches elektrostatisches Feld (U =0, Ao #0) be- 
handeln. Gl. (59.11) nimmt jetzt die Gestalt 
(E— E p) w ao(p pt Ey) 
2 ri aym 
an. In dieser Gleichung entwickeln wir E, in eine Reihe und beschränken uns auf 
die Terme der Größenordnung (p/Mc)?; es wird dann 


p? p? E,+tE 
E,r=2 Mc?+ — (1 - — — Be BE 
Fam (! ua); VB,E, 


Wir setzen E = E’ + Mc? und bekommen die Gleichung 


#- Z- a] w(p)= e [ ao(p — q) w(g) d?a. 


Aus dieser Gleichung folgt, daß die erste Korrektur zur nichtrelativistischen 
Bewegung eines spinlosen Teilchens in einem äußeren elektrischen Feld von der 
Größenordnung (p/Mec)? ist und einer Massenzunahme mit der Geschwindigkeit 
entspricht. 
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Speziell für ein Coulomb-Feld ist Ay = —eZ/r und damit 


Ze 
ao(p— q)= green 


In $ 58 ist die entsprechende Gleichung in der Ortsdarstellung gelöst worden. 
Für ein Teilchen mit der Ladung e in einem schwachen homogenen Magnetfeld 


A=0,4A=1/2 [Hxr] ist demnach 
ih 
0=0, alp- )-z [5x 9,]3(p- a). 


Diese Ausdrücke setzen wir in (59.12) ein und vernachlässigen das letzte Integral, 
das eine Korrektur höherer Ordnung ergibt: 


1ehc e 


= PER Volt) zz, = S[ex p]wip), (59.13) 


mitt=ihVn. 
Wir führen jetzt den Operator für das magnetische Moment eines Teilchens mit 


dem Spin Null 
e (Me? 
= — 59.14 
a 2Mc | E) ) z 


ein; & = [tx p] ist der Bahndrehimpulsoperator. Damit können wir (59.13) in 
der Form 


v(p) = HMwlp) 


schreiben. In nichtrelativistischer Näherung ist Mec?/E, — 1, und (59.13) stimmt 
mit dem magnetischen Moment eines spinlosen Teilchens infolge seiner Bahn- 
bewegung überein. Mit zunehmender Energie des Teilchens wird Me?/E, <1, 
und der Operator für das magnetische Moment infolge der Bahnbewegung wird 
kleiner. 


S 60. Die relativistische Dirac-Gleichung 


1928 ist von Dirac eine relativistische Gleichung gefunden worden, die zur Be- 
schreibung der Eigenschaften von Elektronen und anderer Teilchen mit dem 
Spin 1/2 brauchbar ist. Bei der Aufstellung seiner Gleichung ging Dirac von der 
Forderung aus, daß aus der Bewegungsgleichung eine Kontinuitätsgleichung 
mit positiv definiter Wahrscheinlichkeitsdichte folgen soll. Statt der einen Funk- 
tion, dıe in der nichtrelativistischen Theorie verwendet wird, führte Dirac ein 


Funktionensystem Y,(t,t) mit v=1,2,... ein, durch das die elektrische 
Ladungsdichte über die Beziehung | 
o=e) yiy, (60.1) 


bestimmt wird. Aus dem Erhaltungssatz für die elektrische Ladung folgt dann 


d Oy* x 0%, 
ARE — 2 j — s 2 
fer (re) (60.2) 


218 VIII. Quasirelativistische Quantentheorie eines Teilchens im äußeren Feld 


Zur Erfüllung der Relation (60.2) ist notwendig, daß die Werte der Ableitungen 
Oyw,/öt die Funktionswerte in dem betreffenden Zeitpunkt bestimmen. Die Funk- 
tionen %, müssen daher einer Gleichung erster Ordnung in den Zeitableitungen 
gehorchen. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man ein solches Gleichungssystem 
in der Form 


10° 0%, 7 mc 

schreiben, wenn m die Masse des Teilchens, c die Lichtgeschwindigkeit, ok) und 
P,„ konstante, im allgemeinen komplexe Koeffizienten sind. Hier und im folgenden 
bedeuten die Summenzeichen, daß über doppelt auftretende Indizes zu summieren 
ist. Lateinische Indizes k,!,.... können die Werte 1,2 und 3 annehmen. Griechi- 
sche Indizes v, u,... durchlaufen alle positiven ganzen Zahlen von 1 bis zu einem 
gewissen n, das später noch bestimmt wird. 

Die konstanten Koeffizienten «(®) und f,, im Gleichungssystem (60.3) werden 
aus den folgenden beiden Bedingungen bestimmt: 

a) Das Gleichungssystem soll Kontinuitätsgleichungen für o ergeben. 

b) Jede einzelne Funktion y, muß die relativistische Gleichung zweiter Ordnung 
(54.5) erfüllen.?) 

Zur Ableitung der Kontinuitätsgleichung schreiben wir das zu (60.3) konjugiert 
komplexe Gleichungssystem auf: 


1 89, zn Ya 
nr N a I EAU HE= 


Jede dieser Gleichungen multiplizieren wir von links mit der entsprechenden 
Funktion y,, das Gleichungssystem (60.3) multiplizieren wir mit y* und addieren 
alle Gleichungen. Auf diese Weise ergibt sich 


OY vr) 
* ak) Tu x (k) _Tu 
c ur rn+ Zen u dr Be Ar 


PR 


ST SD vv, ae v,ß, vr) ß (60.4) 


Wie man leicht zeigt, ergibt die Gleichung (60.4) unter den Bedingungen 
ur Pu Pi (60.5) 
1) Eine analoge Forderung gibt es in der klassischen Elektrodynamik, wo die sechs 


Größen E,, E,, E„ H,, H,und H,, die das elektromagnetische Feld im Vakuum bestimmen, 
den Maxwellschen: Gleichungen (Gleichungen erster Ordnung) 


() 
er =, crti& = —- —, dvf=-dv/# =0 


genügen und jede einzelne die Wellengleichung erfüllt, zum Beispiel 


; 18 0 
(1 - a0) = | 
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die Kontinuitätsgleichung 


de + divj=0, (60.6) 

öt 
wenn o durch (60.1) definiert ist und die Komponenten des Stromdichtevektors 
In ee di wyo Yu (60.7) 


sind. 
Um die Schreibarbeit zu vereinfachen, gehen wir zur Matrixschreibweise über. 
Wir bilden aus den Koeffizienten &{%) und ß,, die vier Matrizen 


Ih (2) B= (Poy)- 


Die Bedingungen (60.5) verlangen dann, daß die eingeführten Matrizen hermitesch 
sind; das wird kurz ın der Form 


ar=al, B=B! (60.8) 
geschrieben. Ferner vereinigen wir alle Funktionen %, zu.einer Spaltenmatrix: 


Yyı 
y=|[ #2]. (60.9) 


Durch Anwendung der Matrizen a, und ß auf die Funktion W erhalten wir eine 
neue Funktion 


w’—_ a,W. 


Die Komponenten der Funktion W” ergeben sich nach der Multiplikationsregel für 


Matrizen: 
' k 
y,= (a W),= I on Yu. 


Die Matrizen (60.5) sind also lineare hermitesche Operatoren und wirken auf die 
Indizes der Funktionen y,, die man als neue (innere) Variablen ansehen kann; 
diese sind nur diskreter Werte fähig. 

Die zu (60.9) hermitesch konjugierte Matrix hat nur eine Zeile: 


Di (po...) (60.10) 
Unter Verwendung von (60.9), (60.10) und der Matrizen «, kann man die Aus- 
drücke (60.1) und (60.7) umformen in 

o=eWIW=e N) yry,, (60.11 a) 

Jr= ee P}a,W= ec 3 ya yı- (60.11 b) 

Die drei Matrizen &, kann man zu einer Vektormatrix « vereinigen, deren drei 
Komponenten «a; sind. Der Stromdichtevektor erhält dann die Gestalt 

j= ecWiaW. (60.11) 

In Matrixschreibweise wird aus dem Gleichungssystem (60.3) die eine Gleichung 


108 6) zeune 
E + Narı e|v- 0. (60.12) 
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Auf (60.12) wenden wir den Operator 


an und erhalten die Gleichung 


192 4 0? m?c? ime Ö 
(au 22 (ara, + ax) TE no (aß + aßı) 0. 
Diese Gleichung ergibt die Gleichung zweiter Ordnung 
1 ö2 | 82 ne 
aan Fagtm 17 = . 
für jede Komponente der Funktion Y, wenn die Beziehungen gelten 


B?= I, a.B+ Ba, = 0, Ara, tr AA = 2örı- (60.13) 


Die Matrixgleichung (60.12) erfüllt also die gestellten Bedingungen a) und 5), 
wenn die Matrizen ß und a, hermitesche Matrizen sind und die Vertauschungs- 
regeln (60.13) erfüllen. | 

Die vier unabhängigen hermiteschen Matrizen &, und ß können die Beziehungen 
(60.5) und (60.13) nur dann erfüllen, wenn sie mindestens vier Zeilen und vier 
Spalten haben. Eine mögliche Wahl der Matrizen a, und ß ist 


0 6, 1 0 
“= (,, Y). k=4,2,3, B=(, ı) (60.14) 


Die Matrixelemente sind die zweireihigen Paulıi-Matrizen oder Spinmatrizen 


DENN 0-i 10 
=(, 0). = (; | -(, _,) (60.15) 


1) 


Die Pauli-Matrizen erfüllen die einfachen Beziehungen 


und 


%=1, 0,6; = —0,6,= 160, (60.16) 


wobei die Indizes k, 2 und m die Werte 1,2, 3 in zyklischer Anordnung durch- 
laufen. Jede beliebige quadratische zweireihige Matrix kann als Linearkombi- 
nation der Paulischen Spinmatrizen und der Einheitsmatrix dargestellt werden. 

Die Wahl der Matrizen (60.16) ist nicht die einzig mögliche. Wie man sich leicht 
überzeugt, erfüllen die Matrizen 


a,= Sa, St, = Sp", (60.17) 


die aus (60.14) mit einer beliebigen unitären (damit die Hermitezität erhalten 


bleibt) Matrix S erzeugt werden, ebenfalls die Beziehungen (60.13). 
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Alle physikalischen Folgerungen aus der Matrixgleichung (60.12), der Dirac- 
Gleichung, sind unabhängig von der konkreten Gestalt der hermiteschen Matrizen 
B und a,, die den Beziehungen (60.13) genügen. 

Da ß und «a, vierreihige Matrizen sind, dürfen auch die Wellenfunktionen 
nur vier Komponenten haben. Die Indizes » und # in den Gleichungen (60.3) 
müssen also die Werte 1, 2, 3, 4 durchlaufen. 


S 61. Freie Bewegung eines durch die Dirac-Gleichung beschriebenen 
Teilchens 


Man kann die Matrixgleichung (60.12) in Form einer Schrödinger-Gleichung 
schreiben: 


in - H)#. (61.1) 


Der Hamilton-Operator enthält die Diracschen Matrizen 
H»= c&p+ mc?ß. (61.2) 


Schreibt man die Gleichung in der Form (61.1), dann ist die Zeit explizit aus- 
gezeichnet, und der grundlegende Operator ist der Hamilton-Operator Hp). Diese 
Schreibweise wird als Hamiltonsche Form bezeichnet. Sie ist bei der Untersuchung 
der stationären Zustände besonders bequem. 

Wir wollen uns jetzt mit den stationären Zuständen eines freien Teilchens be- 
fassen. Für die stationären Zustände wird die Zeitabhängigkeit der Wellenfunk- 
‘tion durch die Formel 


(2, 1)= W(r) exp (-i - (61.3) 
gegeben. Einsetzen von (61.3) in (61.1) ergibt die Gleichung 
eW(r)= H),W(r). (61.4) 


Die Größe e in (61.4) bestimmt die Zeitabhängigkeit der gesamten Wellenfunktion 
(61.3) in stationären Zuständen. Für viele Anwendungen ist es zweckmäßig, die 
vierkomponentigen Funktionen (60.9) durch die zweikomponentigen Funktionen 


o -(?.) , gQ= (%) (61.5) 
9 Yi 
über die Gleichung 
Pr) (?) (61.6) 
14 


auszudrücken. In der Schreibweise (60.14) der Matrizen mit Hilfe der zweı- 
reihigen Matrizen (60.15) wird aus der Gleichung (61,4) ein System zweier Matrix- 
gleichungen: 
| Eur b 
Eepg=c60Py+ mc’p, (61.7) 
EX= cÖPp— mc’y. 
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Zustände mit bestimmten Werten für den Impuls werden durch das Gleichungs- 
system 
I ya 
(mc — e)p-+ cöpy (61.8) 
cöpp- (m?+ed)y=0 
beschrieben. Nichttriviale Lösungen dieses Gleichungssystems gibt es nur dann, 
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet 


mc?— € cöp 


Br) (61.9) 


—cöp mec?+e 


Wir rechnen die Determinante (61.9) aus und beachten die Operatoridentität!) 
(5A) (6B) = AB + ı0[AX 8], (61.10) 


die für zwei beliebige ‚mit 6 vertauschbare Operatoren X und 8 gilt; so bekommen 
wir | 
m?c:— &?+ c?p?= 0 
oder 
e= +E, (61.11) 
mit 


E,= c Yp?+ m?c2 (61.12) 


der Energie des Teilchens. Zu den beiden Vorzeichen in (61.11) gehören zwei Typen 
von Lösungen der Dirac-Gleichung für Zustände mit verschiedenem Vorzeichen 
der Energie in dem Exponenten, der die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktion 
bestimmt. Die Lösungen mit e= E, werden wir positive Lösungen der Dirac- 
Gleichung für ein freies Teilchen nennen, die Lösungen mit <= — E, werden wir 
als negative Lösungen bezeichnen. Die positiven Lösungen werden manchmal als 
Lösungen zu ‚Zuständen mit positiver Energie‘ bezeichnet. Die negativen Lö- 
sungen nennt man dann Lösungen zu „Zuständen mit negativer Energie‘. Die 
zuletzt genannten Bezeichnungen stammen von Dirac. Siehaben einen beschränkten 
Sınn und sind zur Beschreibung von Paarerzeugung und -vernichtung (zum. Bei- 
spiel von Elektron-Positron-Paaren) in der Sprechweise der Quantenübergänge 
eines Teıilchens geeignet (s. $ 68). 
Wir führen den Vorzeichenoperator 


_ H» _cäp+ Bmc’? 
ynz cYp?+ m?c? 


ein, der mit dem Hamilton-Operator eines freien Teilchens vertauschbar ist. Der 
Operator A ist hermitesch und unitär: 


A= At= Am. 


(61.13) 


In der Impulsdarstellung hat dieser Operator die einfache Gestalt 


Bu a (61.43) 
BE 


1) Man kann die Identität (61.10) leicht beweisen, wenn man die Eigenschaften der 
Pauli-Matrizen (60.16) verwendet. 
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Wegen A? = 1 sind die Eigenwerte des Operators A gleich A = e/E, = +1. 

Der Eigenwert A = + 1 gehört zu den positiven Lösungen mit e= E,. Der 
Eigenwert A = —1 entspricht den negativen Lösungen mit e= —E,. 

Für ein freies Teilchen sind die Energie E,, der Impuls p und die Eigenwerte A 
des ÖOperators A Integrale der Bewegung und. können gleichzeitig bestimmte 
Werte haben. 

Wird & aus (61.11) bestimmt, dann kann man mit Hilfe von (61.8) eine zwei- 
komponentige Funktion durch die andere ausdrücken, zum Beispiel 


cöp 

= 61.14 

KT merer ) 

Für Zustände mit einem bestimmten Impuls hängt die Funktion über den Faktor 
exp (ipr/A) vom Ort ab. Folglich ist 


9 Nu (7) Arne (61.15) 
L 
mit 
er (1) (61.15 a) 
u2 


einer örtsunabhängigen zweikomponentigen Spinfunktion, auf die die Matrix- 
operatoren o wirken. Man normiert diese Funktion gewöhnlich nach der Vorschrift 


ulfu= ufu+ uU = 1 


und steckt den übrigen Teil der Normierung in den Faktor N. 
Die Diracschen Funktionen für Zustände mit bestimmtem Impuls p, bestimmter 
Ennergie E, und bestimmtem Vorzeichen A der Energie können also in der Gestalt 


u ıpt 


cöp ne Rh 
y HN he ge u 61.1 
Zu me?+ AB, | (Anhyar a 
geschrieben werden. Um die Funktion (61.16) nach der Vorschrift 
[Wi Pyrdr= 8urd(p- P‘) (61.17) 
zu normieren, muß man in (61.16) 
2 1/2 
N k + —] 
2/E, 
setzen. 
In der nichtrelativistischen Näherung haben wir für die positiven Lösungen 
e= E,=mc?+E mit E<me’; (61.18) 


und daher folgt aus (61.14) 
cöp op 
= BE 61.19 
KT Imei+ ET Imer 
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Ist also die Geschwindigkeit des Teilchens klein gegenüber der Lichtgeschwindig- 
keit, dann sind nach (61.19) und (61.5) zwei der vier Komponenten der Wellen- 
funktion klein gegenüber den beiden anderen. In diesem Zusammenhang be- 
zeichnet man oft die Funktionen y, und ya als große Funktionen und die Funk- 
tionen 3 und %; als kleine Funktionen. Für die Zustände mit e= —ZE, die den 
negativen Lösungen entsprechen, sind umgekehrt die Funktionen yı und % klein 
und die Funktionen v3 und y; groß. 

Das Teilchen habe in einem gegebenen Zustand (*) keinen bestimmten Impuls. 


Der Zusammenhang zwischen den kleinen und den großen Komponenten kann 
dann nach (61.7) ın der Form 


geschrieben werden. Aus (60.11a) erhalten wir einen Näherungsausdruck für die 
elektrische Ladungsdichte in diesem Zustand 


p2 
o=elptp+ xtTx) ey! (1 F ar p. (61.20) 


Beachtet man& = F 0) ‚ so wird die Stromdichte gemäß (60.11c) durch die 
Gleichung 


ıhe BER Be 
j= ce(p!öx + xtöp)= — Fr [pro V ap) —- (VyTö) öy] = 


eh eh 
2 yo N 15 
5, PVP PVeN) +, rot (P'öp) (61.21) 


gegeben. Bei der Ableitung von (61.21) haben wir die Gleichungen 
5(6Vp)= Vp+ irot (öy), 
(Vgt, ö) ö= Vyt- irot (ögyf) 


verwendet, die man sich mit Hilfe der Beziehungen (60.16) leicht verschaffen 
kann. Der erste Summand in (61.21) stimmt mit dem nichtrelativistischen Aus- 
druck für die Stromdichte für ein Teilchen ohne Spin überein, der zweite Summand 
berücksichtigt den Spin des Teilchens. 

Wir zeigen jetzt, daß die Zustände eines freien Teilchens mit einem bestimmten 
Impuls außer durch das Vorzeichen von &/E, noch durch die Werte einer anderen 
physikalischen Größe unterschieden werden können, die mit dem Spin des Teil- 
chens zusammenhängt, wie später noch gezeigt wird. Dazu führen wir den Ope- 
rator 


= Ep (61.22) 


mit 
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ein. Der Operator (61.22) ist mit dem Hamilton-Operator (61.2) für ein freies 
Teilchen vertauschbar, somit ist die zugehörige physikalische Größe ein Integral 
der Bewegung. Für ein freies Teilchen ist der Impuls p ein Integral der Bewegung, 
daher ist auch die physikalische Größe zu dem Operator 


0 
0 
61.23) 
s 
1 


ein Integral der Bewegung, wenn die z-Achse in Richtung des Impulses zeigt. 

Im folgenden werden wir den Buchstaben 6 sowohl für die zweireihigen als 
auch für die vierreihigen Matrizen &£ verwenden, die aus den zweireihigen 6-Ma- 
trizen gebildet werden. 

In $29 ist bemerkt worden, daß die Eigenwerte von Operatoren, die durch 
Diagonalmatrizen dargestellt werden, mit den Diagonalelementen übereinstimmen. 
Die Eigenwerte des Operators (61.23) sind also gleich + h/2. Die Eigenfunktionen 
dieses Operators zu den Eigenwerten h/2 und —h/2 können in der Form (61.16) 
mit den Spinfunktionen 


u -(,) und »=(,) (61.24) 


dargestellt werden. Man sagt, daß der Spin des Teilchens im Zustand u, parallel 
zum Impuls ist, d.h.öp = p. Im Zustand ua ist der Spin antiparallel zum Impuls, 
d.h.öp = — p. Demnach hat die Projektion des Spins in den durch die Spinfunk- 
tionen (61.24) beschriebenen Zuständen einen bestimmten Wert. Es sind natürlich 
auch Zustände möglich, in denen die Projektion des Spins keinen bestimmten Wert 
hat. Zu diesen Zuständen gehören die Spinfunktionen 


u= au + aau>. 


Im allgemeinen werden die Spinfunktionen durch einspaltige Matrizen .mit zwei 
Zeilen oder durch Funktionen von einer Veränderlichen dargestellt, die nur zweier 
Werte fähig ist. 

Beim Studium der Lösungen der Dirac-Gleichung für ein freies Teilchen mit 
einem bestimmten Impuls gelangen wir somit zu dem Schluß, daß diese Gleichung 
Teilchen beschreibt, die durch eine gewisse Größe — den Spin — charakterisiert 
werden; die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung hat nur die beiden 
Werte + Ah/2. Solche Teilchen bezeichnet man als Teilchen mit dem Spin 1/2. 
Solche Teilchen sind die Elektronen, u-Mesonen, Protonen, Neutronen und Neu- 
trinos (s. $ 69). Der physikalische Sinn des Spins dieser Teilchen wird später er- 
läutert (s. $ 62). 

Die Wellenfunktionen für Zustände mit bestimmtem Impuls in z-Richtung, be- 
stimmtem Vorzeichen A (loder —1) und bestimmter Spinprojektion (1/2 oder — 1/2) 
kann man kurz als 


Wis. (61.25) 
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schreiben. Dabei sind 


1 1 
0 \en() 
Ö 


pP (Archyar ’ €Ee>- AE,» pö= P; (61.25 a) 


mc?’+ € 
> c 
m 


Die Funktionen (61.25) sind orthonormiert; sie erfüllen die Beziehungen 


f pi N, en: 2, s, IT = O4 Os, BR (p’ >; p) u (61.26) 
Ein beliebiger Zustand mit einem bestimmten Vorzeichen A kann in der Gestalt 
Y= If Alp) Woa,d’p (61.27) 


angesetzt werden. Unter Beachtung von HpW,; = AE,W,, kann man leicht fest- 
stellen, wie der Operator A auf die Funktion (61.27) wirkt: 
A(p)H 
5: E, 


Y.dp=AWP,. (61.28) 


Mit Hilfe des Operators A kann man die Projektionsoperatoren 


(61.29) 


bilden, die die Eigenschaften 
IILWL = I 1, W_ = 0, 
1I_Yı=0, 1I_Y_= W_ 


haben. Der Operator IL, (II_) sondert also aus einer beliebigen Dirac-Funktion 
den Anteil der positiven (negativen) Zustände aus. 

Die Operatoren, die auf die Dirac-Funktionen wirken, kann man leicht in 
„gerade“ und „ungerade“ Anteile zerlegen. Als geraden Operator bezeichnet man 
einen Operator, der jede positive (oder negative) Funktion wieder in eine positive 
(oder negative) Funktion überführt. Ein ungerader Operator transformiert jede 
positive (oder negative) Funktion in eine negative (oder positive) Funktion. Das 
Produkt zweier gerader oder ungerader Operatoren ist immer ein gerader Opera- 
tor. Das Produkt eines geraden und eines ungeraden Öperators ergibt einen un- 
geraden Operator. Da alle positiven Funktionen zu allen negativen Funktionen 
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orthogonal sind, ist der Mittelwert aller ungeraden Operatoren in Zuständen mit 
einem bestimmten Vorzeichen A immer Null. Eine konsequente Einteilchen-Theo- 
rıe muß daher entweder die Lösungen für positive Zustände (4 =1) oder die 
Lösungen für negative Zustände (= —1) verwenden. In einer konsequenten Ein- 
teilchen-Theorie müssen deshalb alle physikalischen Größen durch gerade (Ein- 
teilchen-) Operatoren ausgedrückt werden.) Ist diese Bedingung erfüllt, dann sind 
die Zusammenhänge zwischen den Operatoren (und den Mittelwerten der physi- 
kalischen Größen) in der relativistischen Quantentheorie eines Teilchens analog zu 
den Zusammenhängen zwischen den entsprechenden Größen in der klassischen 
Theorie, das werden wir später noch zeigen. 

Wir wollen jetzt feststellen, wie man bei den Operatoren der Diracschen Theorie 
die geraden und die ungeraden Anteile voneinander trennt. Dazu nehmen wir an, 
daß der Operator a in der Gestalt 


a= [a]+ {a} (61.30) 
dargestellt werden kann, wobei [a] der gerade und [a} der ungerade Anteil des 


Öperators a sind. Nach der Definition des Vorzeichenoperators A (61.28) und der 
geraden und ungeraden Operatoren haben wir 


aW,= [a E fa} pP, 
aW_= | + {a} P_, 
AaAW,= ker. a]lP,— [a I 
AaAY_=-— = (alP_- [a}W_. 
Aus den gewonnenen Gleichungen finden wir 
1 
[a] = D2 (a+AaA), (61.31) 
1 
fa} = 5 (a- Aal). (61.32) 


Der Hamilton-Operator Hp eines freien Teilchens und der Impulsoperator sind 
gerade Operatoren, wie man leicht zeigen kann. Unter Verwendung von (61.31) 
und des expliziten Ausdrucks (61.13) für den Operator A kann man zum Beispiel 
den geraden Anteil der Matrizen & abtrennen: 


[&] = 7 N, (61.33) 


1) Man hat aber zu beachten, daß die Vorstellung von der relativistischen Bewegung 
eines Teilchens wegen der Wechselwirkung mit anderen Feldern und dem Vakuum nicht 
beibehalten werden kann. In diesem Zusammenhang kann eine konsequente Quanten- 
theorie der Bewegung eines Teilchens nur für solche Erscheinungen eine richtige Be- 
schreibung liefern, bei denen die Erzeugung realer und virtueller Teilchen unwesentlich 
ist, d.h. für die Erscheinungen bei kleinen Energien und in schwachen äußeren Feldern. 


16 Dawydow, Quantenmechanik 


228 VIII. Quasirelativistische Quantentheorie eines Teilchens im äußeren Feld 


In gleicher Weise finden wir den geraden Anteil der Matrix ß 


mc? 


B1= 7, 


Wie bereits in $53 bemerkt worden ist, muß der Begriff des „Einteilchen“- 
Ortes eines Teilchens und des zugehörigen Operatorst in der relativistischen 
Theorie eines Teilchens abgeändert werden. Zu diesem Schluß gelangt man auch, 
wenn man den Operator für die Geschwindigkeit eines Teilchens mit dem Spin 1/2 
berechnet. Nach $ 18 haben wir 


de 1 

Kr rt, H)]= ca, (61.34) 
wenn wir den expliziten Ausdruck (61.2) für den Hamilton-Operator in der Dirac- 
Gleichung verwenden. Die Eigenwerte des Operators & sind + 1. Wir bekommen 
daher das paradoxe Ergebnis, daß die Eigenwerte des Betrages der Geschwindig- 
keit eines Teilchens mit dem Spin 1/2 immer gleich der Lichtgeschwindigkeit sind. 
Da die Matrizen &,, &» und a3 nicht miteinander vertauschbar sınd, sind auch die 
Komponenten des Geschwindigkeitsoperators (61.34) nicht miteinander ver- 
tauschbar. Wie man aber leicht erkennt, wird der gerade Anteil des Operators 
(61.34) für die positiven Lösungen durch den Impulsoperator über eine Gleichung 
ausgedrückt, die dem Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Impuls in 
der klassischen relativistischen Theorie entspricht. Tatsächlich haben wir unter 


Verwendung von (61.33) 


= c|a] = Fo (61.35) 


7) c*pA 
p 


di 


Der Geschwindigkeitsoperator ist demnach c?P/E, für die positiven Lösungen und 
— c?p/E, für die negativen Lösungen. 

Die Gleichung (61.35) legt den Gedanken nahe, daß man als „Einteilchen“- 
Örtsoperator in der quasirelativistischen Quantentheorie für ein Teilchen mit dem 


Spin 1/2 den geraden Anteil des Operatorst = iR nehmen kann. Um den ge- 


raden Anteil aus dem Operator t zu separieren, benutzen wir die Beziehung 


.„ 0A 

Ak &A= -ıh —. 

OPr 

Nun ergibt sich sofort 

ıhcA& ihc?p 


[r] = £ (+ ArtA)=t+ 
—ı Te 


5 (61.36) 


Der letzte Summand in (61.36) ist zeitunabhängig. Die Änderung des ersten 
Summanden wird durch die Operatorgleichung (61.34) bestimmt. Die Änderung 
des zweiten Summanden ergibt sich einfach, wenn man die Beziehung 


Hp&+ &Hp= 2cp (61.37) 
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verwendet. Es wird dann 
in = [&, Hp] = ?2(cp — H&) = 2(&H — cp) = 2me?&ß + 2ic[öx p]. (61.38) 


Die Amplitude der Änderung von [t] infolge des zweiten (mit der Frequenz 
2 mc?/k), schnell veränderlichen Summanden ist größenordnungsmäßig gleich der 
Compton-Wellenlänge des Teilchens; denn es ist 


ihcA hi 
E, mc 


mc 


Infolgedessen sind die Eigenfunktionen des Ortsoperators [t] keine ö-Funktionen 
mehr, wie es für den Operator r in der nichtrelativistischen Theorie der Fall war, 
sondern sie sind über ein Gebiet von der Größenordnung der Compton-Wellenlänge 
des Teilchens ‚‚verschmiert‘“. 


Aus (61.34) und (61.38) finden wir 


c?pA cAHp&_c?pA 
rt y H — & — —— II 3 
IE E, E, 


was mit (61.35) übereinstimmt. 

Will man in der relativistischen Theorie näherungsweise die Vorstellung von der 
Bewegung eines Teilchens aufrechterhalten, dann muß man den Operator [t] als 
Örtsoperator für das Teilchen verwenden. Dieser Operator wird manchmal als 
Operator für den mittleren Ort eines Teilchens bezeichnet (Mittelung über ein 
Volumen mit linearen Ausdehnungen von der Größenordnung der Compton- 


Wellenlänge des Teilchens). 


$ 62*, Freie Bewegung in der Foldy-Wouthuysen-Darstellung 


Bei der Untersuchung der freien Bewegung eines Teilchens mit dem Spin 1/2 
ist in $ 61 gezeigt worden, daß für p— 0 zwei der vier Dirac-Funktionen gegen 
Null streben. Man kann zu einer neuen Darstellung übergehen, in der zu jedem 
Vorzeichen A für beliebige Impulse nur zwei Komponenten gehören. Diese Dar- _ 
stellung stammt von Foldy und Wouthuysen [22]. Wir werden die Foldy-W out- 
huysen-Darstellung kurz als ®-Darstellung bezeichnen. Der Übergang von der 
gewöhnlichen Darstellung zur ®-Darstellung erfolgt in der Diracschen Theorie 
durch die unitäre Transformation 


Ve. or, evt: (62.1) 


_ VRE,(me2+ E,) 


Die Funktionen der ®-Darstellung ergeben sich dabei aus den Funktionen der 
üblichen Impulsdarstellung durch die Transformation 


D=UY. (62.2) 


16* 
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Wir transformieren die Funktionen (61.25a) und (61.25b) nach (62.2) und er- 
halten für e= E, (positive Zustände) 


N 
exp (23) - 
0: e 0 h PER 
P+»1,1/2 7 0 (2 h)3/2 ’ o6P=Pp; 
x ; (62.2a) 
0 (>) 
exp | —. 
1 h m 
0 
Für die negativen Zustände (e = —.E,) ist 
0 sn (>) 
® 5 0 h en 
P-112 | OrhR ’ o6p=Pp; 
x (61.2b) 
0 (?*) | 
exp | —— 
® 0 h A 
PR N og OrhR o6p=-—Pp. 
1 


Transformiert man die Funktionen nach (62.2), so muß man gleichzeitig alle 
Operatoren nach dem Gesetz 


Ap= UAUt (62.3) 


transformieren. Der Impulsoperator p ist mit dem Operator U vertauschbar, daher 
hat dieser Operator in der ®-Darstellung dieselbe Gestalt wie vorher: 9% =P. 

Der Hamilton-Operator H) für ein freies Teilchen hat in der ®-Darstellung die 
sehr einfache Gestalt 


H,= UH)U!= E,ß. (62.4) 
‚ Die letzte Gleichung ergibt sich leicht unter Verwendung von 
HF, = Es; BSHIß = 2mc?ß— Hp). 


Die Dirac-Gleichung (61.4) lautet also in der ®-Darstellung 


E 
—$öd= 2.5 
5,090 (62.5) 


Die beiden Lösungstypen dieser Gleichung zu e= + E, werden über die Bezie- 


hungen 
1 L- 0 
ze () Bu zee-() 20 
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durch die zweikomponentigen Funktionen w(p) = (2) und v(p) = () aus- 


gedrückt. Ein Spezialfall der letzten Ausdrücke für Zustände mit bestimmtem 
Impuls und bestimmter Spinprojektion auf den Impuls sind die Funktionen 
(62.2a) und (62.2b). 

In der ®-Darstellung ist die Matrix ß der Vorzeichenoperator, das folgt aus 
Gleichung (62.5). Man kann sich auch direkt davon überzeugen, indem man den 
Vorzeichenoperator (61.13) in die ®-Darstellung transformiert: 


Ay=UAUt=$. (62.7) 


Wie man (62.7) entnimmt, bedeutet die Transformation der Funktionen (62.6) 
in der ®-Darstellung die Trennung von positiven und negativen Zuständen mit 
Hilfe der Projektionsoperatoren (61.29). 

Wir wollen. jetzt den Ortsoperator in der ®-Darstellung bestimmen. In $ 61 ist 
gezeigt worden, daß man als „‚Einteilchen“-Ortsoperator in der üblichen Darstel- 
lung den Operator für den mittleren Ort 
ihcA ihc?p 


&— 


(62.8 
DE, Om wi 


f]=t+ 


zu verwenden hat. Wir transformieren diesen Operator in die ®-Darstellung. 
Dazu verschaffen wir uns zunächst die Operatoren rt und & in der ®-Darstellung. 
Der Operator &, wird direkt berechnet: 


a u, (62.9) 


Geile... en 
Z = z E,(E,+ mc?) E, 


Zur Berechnung des Öperators t„ benutzen wir die Gleichung 
ty = UrUi=r+1kU(V,UR) mit t=ihV,. (62.10) 


(62.9) und (62.10) setzen wir in den Ausdruck [r]a = U[r]U! ein und erhalten 
unter Beachtung von (62.7) für den Operator des mittleren Ortes in der ®-Dar- 
stellung 

he?[6x p] 


ro =t- SEE, me)’ (62.14) 


Jetzt kann man den gesamten Ortsoperator (62.10) in der ®-Darstellung als 


to = [t]o+ [t}o (62.10) 
schreiben, wobeı 
i he c’B(&p) p 
— —_[& rn 62.12 
Ho=zz (a8 + E,(E, + me’) en 


der ungerade Anteil dieses Operators ist. 

Wie schon bemerkt worden ist, kann wegen der Wechselwirkung mit äußeren 
Feldern (und dem Vakuum), die die Erzeugung und Vernichtung realer und vir- 
tueller Teilchen bewirkt, keine konsequente relativistische Quantentheorie für eın 
Teilchen in starken äußeren Feldern aufgebaut werden (es ist der Feldaspekt not- 
wendig, s. $ 145). Die in diesem Kapitel erhaltenen Ergebnisse darf man nur zur 
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Untersuchung nichtrelativistischer Bewegungen und der zugehörigen ersten rela- 
tivistischen Korrekturen verwenden. Deswegen kann man statt der Ausdrücke 
(62.11) und (62.12) die Näherungsausdrücke (für E, == me?) 
ı[öxp] 
zıh en 
Ele i (> + Zn) (62.13) 


ih _ 
to” 5 aß (62.14) 


verwenden. In dieser Näherung ist der Ortsoperator in der ®-Darstellung 


Jr — — (a6 nn nun | (62.16) 


2mc 


mit 


In der Impulsdarstellung sindp=?P undt = ıihV,„; entsprechend haben wir 
in der Ortsdarstellung 
p=-ıhV, I=t 
zu wählen. 
Aus (62.13) folgt, daß der Operator für den mittleren Ort eines Teilchens (der 
gerade Teil des Ortsoperators tg) in der Foldy-Wouthuysen-Darstellung in quasi- 
relativistischer Näherung einfach t = ihV, wird: 


tor ihV,=t. (62.17) 


Darin besteht einer der wesentlichen Vorzüge der Foldy-Wouthuysen-Darstellung. 
Wegen Hy = E,ß wird die zeitliche Anderung der Operatoren t = ihV,„ und 
ot durch die Gleichungen 


de 1 c?p 
de ih SE 
d 1 & 


. dt d ; s 
bestimmt. Der Operator — = — [t]a ist also ein gerader Operator, und der Zu- 


dt de 
sammenhang zwischen diesem Operator und dem Öperator p entspricht dem 
klassischen Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Impuls eines Teilchens. 


Der Operator —_ (ör) ist ein ungerader Operator; sein Mittelwert ist in allen Zu- 


ständen mit einem bestimmten / Null. 


$ 65*. Kovariante Schreibweise der Dirac-Gleichung 


Zur Untersuchung der Transformationseigenschaften der Diracschen Wellen- 
funktionen und der daraus gebildeten bilinearen Kombinationen ist es zweck- 
mäßig, die Matrixgleichung (60.12) symmetrisch in den Raum- und Zeitvariablen 
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zu schreiben. Dazu führen wir die vier Koordinaten x, = (t, ict) und die neuen 
Matrizen y„= (7, ys) ein. Die Matrizen y werden folgendermaßen durch die Ma- 
trizen & und ß ausgedrückt: 
0 —-6 
= —ißü-=i = ß. 693.1 
= -iBa-il, 0), =Bß (63.4) 


Die neuen Matrizen y, sind hermitesch. Sie erfüllen die Vertauschungsrelation 


YuYv u: Yu zZ 205; KV’ = 1, 2, 3 4. (63.2) 


Wir multiplizieren (60.12) mit —Aß und verwenden die oben eingeführten Ma- 
trizen y,„. So ergibt sich die kovariante Schreibweise der Dirac-Gleichung 


(I yupu-ime) W=0, p,= -ih—. (63.3) 


Die konkrete Gestalt der in (63.3) eingehenden Matrizen y, ist unwesentlich. Es 
ist nur notwendig, daß sie die Vertauschungsregeln (63.2) erfüllen. Nehmen wir 
an, es gibt neben den Matrizen y, noch einen anderen Satz von Matrizen y,, die 
auch die Vertauschungsregeln (63.2) erfüllen. Wie Paurı [23] gezeigt hat, gibt es 
in diesem Falle immer eine nichtsinguläre unitäre Matrix S, die den einen Satz 
von Matrizen in den anderen transformiert: 


ya sus. (63.4) 


Nach der allgemeinen Theorie der unitären Transformationen (s. $ 31) bleibt die 
Dirac-Gleichung unverändert, wenn man gleichzeitig mit der Transformation 
(63.4) der Matrizen die Funktionen gemäß 


y’_ sw 


transformiert. Davon kann man sich auch direkt überzeugen, indem man die ge- 
strichenen Matrizen. und Funktionen in die Dirac-Gleichung einsetzt 


(> YuPu imc) = 0 


und die erhaltene Gleichung von links mit S”! multipliziert. 
Wir schreiben jetzt die Gleichung (63.3) anders, indem wir die Zeitableitung 
getrennt schreiben 
h 
Be +1AYV + imo) W = 0. 
c 


Die dazu hermitesch konjugierte Gleichung ist dann 
h 
wi (nz — ıhy3V — ime) = (, 
c öt 


wenn man verabredet, daß die Operatoren rechts von W? auf die Funktion W 
wirken. Diese Gleichung multiplizieren wir von rechts mit der Matrix y,; und 
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ziehen sie mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (63.2) durch die Operatoren in 
der Klammer; so ergibt sich die Gleichung 


RK) . 2 
427 (r — — + 1hYV — ime) =(. 
ce & 
Führt man die Funktion 
y- yt,, (63.5) 


ein, die als adjungierte Funktion zu W bezeichnet wird, dann kann man die letzte 
Gleichung kompakter schreiben 


PN yupu+ ime)=0. (63.6) 


Die Gleichung (63.6) ist die adjungierie Gleichung zu (63.3). 
In den neuen Bezeichnungen sehen die in $ 60 betrachteten Ausdrücke für die 
elektrische Ladungs- und Stromdichte folgendermaßen aus: 


o= eWiIp = eWPy,, WW, 
j= cePtaP = icePyW. 
Diese Ausdrücke kann man zu einem vierdimensionalen Vektor vereinigen 
Ju= (bico)=iecPy,W. (63.7) 


Aus der Kontinuitätsgleichung (dem Erhaltungssatz für die elektrische Ladung) 
wird dabei 


Öl 
—=(. 693.7 
2; Or, 0 ( a) 


Wir untersuchen jetzt die Transformationseigenschaften der Wellenfunktionen 
der Dirac-Gleichung bei orthogonalen Koordinatentransformationen 


z, = DA 2, Aurlar = ds (63.8) 


oder in kürzerer Schreibweise x’ = az, aa = 1, wenn a die zu a transponierte 
Matrix ist. Die Transformationen (63.8) lassen das Quadrat eines 4-Vektors in- 
varıant und entsprechen den eigentlichen Lorentz-Transformationen, den Dre- 
hungen im dreidimensionalen Raum, der Raumspiegelung und der Zeitumkehr. 
Zur räumlichen Spiegelung gehört die Transformationsmatrix 


—4 0 00 
0 —1 0.0 
Po 
(a,,) Ein (63.9) 
0.0 041 
Die Zeitumkehr wird durch die Matrıx 
100 od 
010 0 
ee © (63.10) 
000 —i 
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bewirkt. Diese beiden Koordinatentransformationen sind diskrete Transforma- 
tionen mit der Determinante —1. | 

Die eigentlichen Lorentz-Transformationen und alle dreidimensionalen räum- 
lichen Drehungen sind kontinuierliche Transformationen, d. h. Transformationen, 
die aus der Identität stetig hervorgehen. Die Koeffizientendeterminante ist 1. Als 
Beispiel geben wir zwei Matrizen für kontinuierliche Transformationen an. 


a) Die Transformationsmatrix 


cosxy0 0 siny 


0 10 0 V 
= -1— 141 
(a%,) 0 7 4 0 ? ig X 1 c (63 ) 


—-sınx 00 cosx 


entspricht einer Lorentz-Transformation, d.h. dem Übergang zu einem Koordi- 
natensystem, das sich gegenüber dem ursprünglichen System mit der Geschwindig- 
keit v ın z-Richtung bewegt. 


b) Die Transformationsmatrix 
cos sin o 


63.12 
Ö Ö 


0 0 
-sin® cos O O 
10 
Ö 004 
bewirkt eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse um den Winkel 9. 
In diesem Paragraphen werden wir uns nur mit Transformationen mit a,, > O 
befassen, d. h. mit Transformationen, die keine Zeitumkehr enthalten. Die Zeit- 
umkehr wird in $ 68 untersucht. Die Diracschen Matrizen y, sind Zahlen und 
ändern sich bei Koordinatentransformationen (63.8) nicht. Die Operatoren für den 
vierdimensionalen Impuls transformieren sich nach dem Gesetz 


PL= 2 YrPr- (63.13) 
Aus der Dirac-Gleichung wird daher bei einer Transformation (63.8) 
(I up, — ime) Wa’) = 0, (63.14) 


wenn \P’ die neuen Funktionen von den neuen unabhängigen Veränderlichen x, 
sind. Wir bestimmen jetzt die unitäre Transformation der Wellenfunktionen 


Wa) =SEPlz); (63.15) 


durch die Gleichung (63.14) wieder in Gleichung (63.3) übergeht. Dazu setzen wir 
(63.13) und (63.15) in die Gleichung (63.14) ein und haben 


> YulırPv 7 imc) ı 0. 


Diese Gleichung multiplizieren wir von links mit S”! und bringen sie in die Form 


(I S1y,Sa,,p, — im) W=0. 
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Die entstehende Relation vergleichen wir mit (63.3) und überzeugen uns, daß diese 
beiden Gleichungen übereinstimmen, wenn 


> Siy,Sau — Y% 


ist. Da die Transformationsmatrix orthogonal ist, kann man die letzte Gleichung 


umformen zu 
Siy,S=  anY- (63.16) 


Die vier Gleichungen (63.16). bestimmen die Transformationsmatrix für die 

Wellenfunktionen der Dirac-Gleichung bei Koordinatentransformationen (63.8). 
Wie man zeigen kann, transformieren sich die adjungierten Funktionen bei 

Koordinatentransformationen ohne Zeitumkehr (a;, > 0) nach dem Gesetz 


w_ ws. (63.17) 


Die Transformationsmatrix für die Funktionen (S) ist wegen der imaginären 
Koordinate x, = Ict nıcht unitär. Von den Koeffizienten der Koordinatentrans- 
formation (69.8) sind nur a,, und axı (k, 1 = 1,2,3) reell, die Koeffizienten a;x 
sind imaginär. Unter Verwendung der Hermitezität der y-Matrizen erhalten wir 


daher aus der Gleichung (63.16) 
(SAy,S)T = any - Sauer 
Die erhaltene Gleichung multiplizieren wir von rechts mit y, und benutzen die 
Vertauschungsrelationen für die y-Matrizen; so ergibt sich 
CET TEE ICE TEE? 2 AyuYa* 
Die rechte Seite dieser Gleichung kann man mit Hilfe von (63.16) umformen und 


erhält 
ysty,(st)iy, = SiS. 


Auf Grund von y; = yz! kann man dieser Gleichung auch die Gestalt 
sus) = S'yas 
geben. Aus der letzten Gleichung folgt 


yısty, = AS! (63.16) 


mit/i=1, —1i. 

Um festzustellen, wann A = 1 und wann A = —1 vorliegt, betrachten wir die 
Identität SIS = ST yyy4S. Die rechte Seite dieser Identität formen wir mit (63.16a) 
und (63.16) um, und es ergibt sich 


3 
sis = Ay,s!y,S=A (a: 4 N aurı) 
k=4 


Von beiden Seiten dieser Gleichung bilden wir die Spur, d.h., wir summieren die 
Diagonalelemente. Unter Verwendung von Sp(ysy.) = 0 finden wir 


Sp(sts) = AQys E 
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Jetzt folgt unmittelbar aus der Bedingung Sp(STS) > 0, daß für Transformationen, 
die das Vorzeichen der Zeit nicht umkehren (a4, > 0), = 1 gilt und für Transfor- 
mationen mit Zeitumkehr (au, <0)A= -—1. 

Es ıst also 


s-1 fü 0, 
yastyy = Nor (63.166) 


—s-1 für 7A < 0. 


Wir bilden jetzt die zu (63.15) hermitesch adjungierte Gleichung 


(Pr Wrst. 
Die erhaltene Beziehung multiplizieren wir von rechts mit y,, verwenden die Defi- 
nition (63.5) und bekommen | 
y’- PySty. 
Aus dieser Beziehung und aus (63.16b) erhalten wir sofort 
ys1 0; | 
w_-! ee (63.17 a) 
WS für au<d. 


Die Transformationsmatrix S wirkt nur auf dieSpinvariablen der Funktion Y. 
Dafür gilt die Regel (63.15), die ausführlicher geschrieben so aussieht: 


Wa) I Sn Wale) = I Sa Klar). (63.15 a) 


Mit anderen Worten: Wenn man die Wellenfunktion Y ın der Gestalt 
Y= uf(t, t) schreibt, wobei u= 


eine von rt und £ unabhängige Spinfunktion ist, dann wirkt die Transformations- 
matrix S nur auf die Spinfunktion. 

Das Transformationsgesetz für die Ortsfunktion bei Koordinatentransforma- 
tionen ist in $ 43 behandelt worden. Bei einer Drehung des Koordinatensystems 
um den Winkel » um den Einheitsvektor n wird zum Beispiel die Transformation 
der Ortsfunktion durch den Drehimpulsoperator £ bestimmt, der mit der Matrix S 
vertauschbar ist: 


(v,d)= exp \ s v fr,ı). 


Da auf der rechten und auf der linken Seite dieser Gleichung dieselben unab- 
hängigen Veränderlichen stehen, kann man den Strich weglassen. Bei einer Dre- 
hung des Koordinatensystems transformiert sich also die gesamte Funktion P 
nach dem Gesetz 


W(0,)= exp 1 z sin Ya). 


Die Matrix S(p) wird später bestimmt (s. (63.20)). 
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Für jede beliebige orthogonale Transformation (63.8) kann man eine Matrix S 
für die Transformation des Spinanteils der Wellenfunktion der Dirac-Gleichung 
finden, die die Beziehungen (63.16) erfüllt. Die Existenz einer solchen Matrix 
folgt bereits aus der Tatsache, daß die vierreihigen Matrizen y, eine irreduzible 
Gruppe bilden. Die Existenz der Matrix S kann auch direkt bewiesen werden, 
indem man diese Matrix für die räumlichen Spiegelungen, Drehungen und Trans- 
lationen explizit berechnet; denn aus diesen elementaren Transformationen kann 
man eine beliebige andere endliche Transformation zusammensetzen. 

Sehen wir uns zum Beispiel die Transformation an, die einer Raumspiegelung 
entspricht. Wir multiplizieren die Gleichung (63.16) von links mit S und bringen 
sie in die Form 


YS= 2 a,Sv- 
Jetzt haben wir mit den Transformationskoeffizienten (63.9) 


yS=-Sy, ymS=-Syp YS=-Sy, YS= Sy. 


Die erhaltenen Beziehungen sind für S = Ay, erfüllt, wenn / ein mit allen y- 
Matrizen vertauschbarer Faktor vom Betrag 1 ist. Die explizite Gestalt dieses 
Faktors wird später bestimmt. 

Wir wollen den Operator S für eine kontinuierliche Transformation der Raum- 
Zeit-Koordinaten bestimmen. Eine beliebige kontinuierliche Transformation er- 
gibt sich durch wiederholte Anwendung infinitesimaler Transformationen. Es ist 
daher hinreichend, die Matrıx S für infinitesimale Transformationen zu berechnen. 
Zu infinitesimalen orthogonalen Transformationen (63.8) gehört die Matrix 


Au = mt Euvn (63.18) 


wobei e,, ein infinitesimaler Tensor zweiter Stufe ist. 
Damit bei einer Transformation (63.18) die Länge eines A-Vektors erhalten 
bleibt, muß die Gleichung 


= B3 Ay App N (eu, + &u)t+ rs 
A 


erfüllt sein. Der infinitesimale Tensor zweiter Stufe in (63.18) muß also antisym- 
“ metrisch sein. Aus (63.11) folgt zum Beispiel, daß zu einer Lorentz-Transformation 


Ban i . ® 
mit infinitesimalem x = 1 — 
c 


, yei- (63.11 a) 
C 


nach (63.12) 


0 3900 

-59 000 
000 (63.12) 

)\0000 
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Für eine infinitesimale Transformation = > (&ı + Ew)%, wird sich die 
Y 


Matrıx S nur um einen infinitesimalen Summanden von der Einheitsmatrix unter- 
scheiden, der zu e,, proportional ist: 


1 
Ss=1+— ) Ce, 
rer 
oder ausführlicher 
EEE 
= dt 22% Chr Eu- 
Man kann daher die Gleichung (63.15a) in der Form 


Wu) = 2 (dert 5 Z Ce) Wola“'a) 


| 
schreiben. Zur Berechnung der Erzeugenden der Transformation — C#, kann 


2 
man die Gleichung (63.16) verwenden, die unter der Bedingung (63.18) zu 


1 1 
are ultra) nt Zur 


oder 
1 
32% a Cr — C’y,) Euvy > EuvYv 


wird. Durch die Umformung 
1 
2, Eur = 2 Eiv u = 72% Erv(Oau Yu — Oyu Ya) 


kann man die obige Gleichung in die Gestalt 


p2 (ur — ry,— du t daya) Em 0 


bringen. Die letzte Gleichung ist für C” = DRLL erfüllt. Die Transformations- 


matrıx für die Diracschen Wellenfunktionen zu einer infinitesimalen Trans- 
formation der Raum-Zeit-Koordinaten wird also durch die Beziehung 


1 
S-14+ Seat (63.19) 
uv 


gegeben. Für räumliche Drehungen ist y„y, = 10, wenn u, v und A die Werte 
1,2 und 3 und deren zyklische Vertauschungen annehmen. Speziell für eine 
Drehung um die Achse 3 um einen infinitesimalen Winkel d$@ wird e,„, durch die 
Matrix (63.12a) gegeben, und es ist yıya = 103; folglich haben wir 
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Ersetzen wir in (63.19a) den Index 3 durch 1 und 2, so erhalten wir die Opera- 
toren für die infinıtesimalen Drehungen um die Achsen 1 und 2. Durch wieder- 
holte Anwendung des Operators für eine infinitesimale Drehung um die Achse j 
ergibt sich der Operator für eine endliche Drehung um den Winkel 


S,(0)= exp (5 6; o) (63.20) 


h 
76 ist der Drehimpulsoperator für ein Teilchen mit dem Spin 1/2. Unter Beachtung 


dessen kann man den Zusammenhang der Drehmatrix (63.20) mit den in $ 43 eingeführten 
verallgemeinerten Kugelfunktionen dY/?(ß) finden, die die Transformation der Spinanteile 
44m der Wellenfunktionen bei einer Drehung um den Winkel 8 um die y-Achse bestimmen. 


2 
Nach (43.13) haben wir 


ie 3 28 
aD = D4E0,8,0 = (Zrle'? % 


u 1 1 
tk,m=—,—-. 
mitk,m = 5, —7 
Zur Berechnung der Matrixelemente führen wir die folgenden Umformungen durch: 


Br PL Eee 


n=0 


1 3 
+io, 15-31(5) + | = 008 + io, sinn. 
Vi ea ai 
Mit dem expliziten Ausdruck für die Matrix o, = ( ) finden wir endgültig die Matrix 
i 

. ß 

ne 
d'/2(B) = (di (P)) = | (63.20 a) 

sin — cos =: 


Die Transformationsmatrix (63.20) hat die interessante Eigenschaft, bei einer 
ganzen Umdrehung (9 = 2r) nicht ihren ursprünglichen Wert wieder anzunehmen; 
sie wird dabei zu —I: 


S;(0) = I, Ss,2m)=-I. 


Oben ist gezeigt worden, daß die Funktionen, die der Dirac-Gleichung genügen, 
bei einer Raumspiegelung (P) mit der Matrix 


S,=Ay, mit [Al=1 


transformiert werden. Eine doppelte Spiegelung kann man als identische Trans- 
formation und als Drehung um den Winkel 2r ansehen. Wie wir wissen, bewirkt 
die letztere einen Vorzeichenwechsel der Funktion. Einer doppelten Spiegelung 
kann also der Operator 


= My=N=+i 
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entsprechen. Die Zahl A kann demnach einen der vier Werte 


‚ei, = 4, 
annehmen. 

Die möglichen A-Werte bestimmen sogenannte innere Eigenschaften der Teil- 
chen (die innere Parität), die durch die Funktionen \ beschrieben werden. Man 
teilt dementsprechend die Funktionen Y (Spinorfelder) in vier Klassen ein; 
A,B,C und D mit A=1, -ı, 1 und —1, wodurch die Transformationseigen- 
schaften der Wellenfunktionen bei einer Raumspiegelung festgelegt werden. Die 
Funktionen, die sich nach dem Gesetz PP = W’ = ıy, transformieren, nennt 
man manchmal polare Spinorfelder, die übrigen Pseudospinorfelder. Gegenwärtig 
gibt es keine Möglichkeiten festzustellen, zu welcher Klasse die in der Natur be- 
obachteten Spinorfelder gehören (s. $ 68). 

Mit Hilfe von (63.15), (63.16) und (63.17) kann man leicht die Transformations- 
eigenschaften einiger aus den Diracschen Funktionen gebildeter bilinearer Aus- 
drücke erkennen. Zum Beispiel folgt aus (63.15) und (63.17), daß für orthogonale 
Transformationen 

yo - wsiısw- Wy 
gilt. Die Größe 
C= Pp - Yi,,W (63.21) 
ist danach ein Skalar. 


Aus den Gleichungen (63.7) und (63.7a) folgt, daß 
V„=1Py,W (63.22) 


ein 4-Vektor ist, d.h. eine Größe, deren vier Komponenten sich wie die Koordi- 
naten x, transformieren. Davon kann man sich mit Hilfe von (63.15), (63.16) und 
(63.17) auch direkt überzeugen; denn es ist 


w,w=- YS1,sW= Ya,PyW. 


In der gleichen Weise kann man zeigen, daß sich die Größen Y,vY wie die 
Produkte zweier Koordinaten transformieren, d.h. die Komponenten eines Ten- 
sors zweiter Stufe sind. Bekanntlich kann man einen beliebigen Tensor a;, zweiter 


’ 1 
Stufe als Summe eines symmetrischen D (Air + @xi) und eines antisymmetrischen 
1 
Tensors— (a; — ax:) darstellen. Mit (63.2) kann man leicht zeigen, daß sich der 


2 


symmetrische Anteil des Tensors zweiter Stufe Py,y,W auf den Skalar 


1 _ es 
07 Py Fe YoYu) Y-Yy Öuv 


reduziert. Die Größe 


1 
Ts ze 5 Pla — Yy) Y (63.23) 


ist ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe (mit sechs unabhängigen Kompo- 
nenten). Der Faktor i steht deshalb vor diesem Ausdruck, damit die räumlichen 
Komponenten des Tensors reell sind. 
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Die Größen Py y,y‚W transformieren sich wie die Komponenten eines Tensors 
dritter Stufe. Die in zwei beliebigen Indizes symmetrischen Komponenten dieser 
Tensors reduzieren sich auf einen Tensor erster Stufe. Der bei Vertauschung zweier 
beliebiger Indizes antisymmetrische Tensor dritter Stufe reduziert sich auf einen 


axialen Vektor (vier Komponenten). 
Häufig kommt das Produkt aller vier y-Matrizen vor. Man führt daher eine 


besondere Bezeichnung dafür ein 
Ys= YıYayaYa- (63.24) 
Aus der Hermitezität der Matrizen y,„(u = 1, 2, 3, 4) und den Beziehungen (63.2) 
folgt, daß die Matrix y; hermitesch ist 
y! = (Yıyyaya)! = Yayayayı = Yyayaya = Vs- 


Die Matrix y; antikommutiert mit allen vier Matrizen y,, d.h. 


YYut Yuys= 0, u=1,2,93,4. 
y2 = 1, wie man leicht nachprüft. In der speziellen Darstellung der Diracschen 
Matrizen (60.14) ist die Matrix 
01 
= — 693.24 

= (7 0) (63.24) 
Bei. orthogonalen Transformationen transformiert sich die Größe Py;W wie das 
Produkt der Koordinaten z/29232;, d. h. wie das vierdimensionale Volumen. Diese 
Größe bleibt daher bei räumlichen Drehungen invariant und ändert bei einer 
Spiegelung der räumlichen Koordinaten ihr Vorzeichen, sie ist also ein Pseudo- 
skalar. Auf Grund der Hermitezität der Matrizen y; und y, kann man zeigen, daß 


P= iPy;P (63.25) 
eine hermitesche pseudoskalare Größe ist. Tatsächlich haben wir (iPy;,W)t 


= Ay = iWPy;WP. Die Größe P hat eine unabhängige Komponente. 
Nach der Definition der Matrix y; ist 


Yıys= YaYaYı Vs —YıVBVar ++. > 
Den antisymmetrischen Tensor dritter Stufe kann man deshalb in der Form 
A,= 1 Py,y: W (63.26) 


schreiben. Die oben eingeführten fünf Größen C, V,„, Tu» A, und P (s. (63.21), 
(63.22), (63.23), (69.25) und (63.26)) sind bereits alle möglichen bilinearen Kombi- 
nationen, die man aus den Wellenfunktionen Y und W bilden kann. Jede andere 
bilineare Kombination aus diesen Funktionen kann durch diese Größen aus- 
gedrückt werden, die 16 unabhängige Komponenten haben. 

Bei vielen Anwendungen hat man Produkte von y-Matrizen umzuformen. Diese 
Rechnungen sind leicht auszuführen, wenn man die Vertauschungsregel (63.2) für 
die y-Matrizen heranzieht. Zum Beispiel sind 


ya 
DAN Zn FF Ya) Ya Ya = 2 - A = 29 (63.27) 


DV DI [Yalo + Yoyu) YaYa YoYuYaYa) = 
= UI Se Yalat Ya) = 2a + Ya) = A6a- 
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Es sei ein Produkt von Matrizen gegeben, das zwei Matrizen mit gleichen Indizes 
enthält, über die zu summieren ist. Man bringt dieses Produkt mit Hilfe von 
(63.2) zunächst in eine Form, in der die Matrizen beide mit den gleichen Indizes 
nebeneinander stehen, und summiert dann nach den Regeln (63.27). 
Aus der Definition der y-Matrizen (63.1) folgt, daß ihre Spur gleich Null ist: 
SpPyu=D (Ylm=d; H= 1, 2, 3, 4. 


v 


Auch die Spur der Matrix y; ist Null. Die Spur eines Produktes aus einer ungeraden 
Anzahl von y-Matrizen verschwindet (unabhängig davon, ob darin gleiche vor- 
kommen oder nicht), d. h. Sp(YaYa, **" Yan) = 0; wenn n eine ungerade Zahl ist. 
Bei der Berechnung der Spur eines Produktes aus einer geraden Anzahl von y- 
Matrizen ist zu beachten, daß die Spur eines Produktes zweier Matrizen nicht von 
der Reihenfolge der Faktoren abhängt 


Sp(AB) = Sp (BA). 


Die Spur der vierdimensionalen Einheitsmatrix ist 4, d.h. SpI = 4. Die Spur 
eines Produktes zweier y-Matrizen wird ganz elementar berechnet: 


1 
SpP(YaY») = SP(YYu) = 67 SP(Y»Ya + Yuro) = mw SpI = dm . 


Im allgemeinen Fall wird die Spur eines Produktes aus 21 y-Matrizen durch die 
Linearkombination 


1 
SP rar = I DP Endan wi 


ausgedrückt; der Wert von p wird später bestimmt. 

Jeder Summand auf der rechten Seite von (63.28) stellt 2 Produkte von d,,- 
Symbolen dar; die Indizes dieser Symbole entsprechen einer möglichen Zerlegung 
aller Matrizen auf der linken Seite von (63.28) in Paare. Die Vorzeichen der einzel- 
nen Summanden in dieser Summe kann man nach folgender Regel finden [24]. 
Wir ordnen jeder Matrix y, einen Punkt auf einem Kreis mit dem Index u zu. 
Die Punkte ordnen wir im Uhrzeigersinn in der Reihenfolge der Matrizen auf der 
linken Seite von (69.28). Jeder Summand in der Summe (63.28) entspricht dann 
einem möglichen Schema, die Punkte paarweise durch Geraden zu verbinden. 
Zu jeder Linie, die zwei Punkte u und » verbindet, gehört ein Faktor $,,,. Die Zahl 
p ıst die Zahl der Schnittpunkte der Geraden. Das folgende Beispiel dient zur 
Illustration dieser Regel: 


1 
ZPYaYYarz) == OunOnat Öund»a— Öurda- 


$ 64. Drehimpuls eines Elektrons in der Diraceschen Theorie 
Bei Studium eines freien Teilchens, das durch die Dirac-Gleichung beschrieben 
wird (s. $ 61), ist gezeigt worden, daß der Zustand eines freien Teilchens mit 


einem bestimmten Impuls durch das Vorzeichen von e/E und die Projektion des 


17 _ Dawydow, Quantenmechanik 
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Spinvektors charakterisiert werden kann. Der Spinoperator wird durch die 
Matrix 


S3= — 63 (64.1) 


dargestellt. In Analogie zu (64.1) führen wir die beiden anderen Operatoren 


Rh 
06, 9= 70 


ein und fragen nach dem physikalischen Sinn des Operators 


5= (Sj, 859, 83). 


Auf Grund der Eigenschaften der 0-Matrizen (s. (60.16)) kann man die Vertau- 
schungsregeln 


E7 s;] = 0, [Sj; Se] = ıhs, (64.2) 


erhalten. Die Operatoren s; genügen also analogen Vertauschungsregeln wie die 
Operatoren für die Projektionen des Drehimpulses L; (7.13). Auf Grund dessen 
ist S der Operator für einen gewissen Drehimpuls. Dieser Drehimpuls ist der 
innere Drehimpuls eines Teilchens oder der Spindrehimpuls. 

Die Definition des Spindrehimpulses kann man auch aus den in $ 63 behandelten 
Transformationseigenschaften des Spinanteils der Wellenfunktionen der. Dirac- 
Gleichung bei räumlichen Drehungen gewinnen. Nach (63.20) werden die Spin- 
anteile der Wellenfunktionen bei einer Drehung des Koordinatensystems um den 
Winkel @ um die z-Achse (in Richtung von der x- zur y-Achse) mit der Trans- 
formationsmatrix (63.20) transformiert. Bei einer Drehung der Ortsvektoren für 
die Punkte eines Systems werden die Funktionen mit der Matrix 


S,= zur! 


transformiert. Der infinitesimale Drehoperator (s. $ 19) für die Spinfunktionen 
wird demnach durch die Gleichung 


L.- EB EL 
(68 9=0 2 


gegeben. Wir erinnern an den in $ 19 behandelten Zusammenhang (19.12) zwischen 
dem Operator für die Drehimpulsprojektion und dem infinitesimalen Operator 


] 
I.=—- —L., 
“ h 


und überzeugen uns, daß —o, die Projektion eines Drehimpulses ist, der mit 


2 


der Spinvariablen zusammenhängt. Das Quadrat des Spindrehimpulses ist eine 
Diagonalmatrix | 


h? 3h? (10 
2 29-724-7 lo) 
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Die Eigenwerte des Quadrates des Spindrehimpulses sind daher immer 


Der Operator s, ist mit s? vertauschbar, und seine Eigenfunktionen 


(he nel) 


sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Operators s?. 

Die Projektion des Drehimpulses L, kommutiert mit dem Hamilton-Operator 
für ein freies nichtrelativistisches Teilchen ohne Spin. Wir zeigen jetzt, daß dies 
nicht mehr für ein Teilchen mit dem Spin 1/2 der Fall ist, dessen Verhalten durch 
den Hamilton-Öperator der Dirac-Gleichung beschrieben wird. Aus (61.2) und 
der Definition des Operators L, folgt 


[L,, Hp] = c|L,, ap] = Ihc(a;P, = Ay,Pa) i (64.3) 


Die Projektion des Bahndrehimpulses L, ist also kein Integral der freien Bewe- 
gung in der Diracschen Theorie. Es bleibt aber die Summe L, + Ss, erhalten. Um 
die Vertauschungsregel für s, und Hp» zu berechnen, kann man die Vertauschungs- 
regeln für die Operatoren o; und a; verwenden, die aus der Definition der Dirac- 


schen Matrizen (60.14) und den Gleichungen (60.16) folgen: 
0,0, = —0,0,= 10,, 
0,8,= —0,0,= —10,, 


0,8, = 0,60,. 
Das Ergebnis ist 

he 

[s, Hp] = 5 [0,, &p] = ich(a,Px — AzPy)- (64.4) 
Aus (64.4) folgt, daß die Projektion s, des Spinoperators im allgemeinen kein 
Integral der Bewegung ist. Nur in Zuständen mit einem bestimmten Impuls in 
z-Richtung, wenn &p = a,p ist, gilt für die Projektion des Spindrehimpulses s, 
ein Erhaltungssatz (s. $ 61). 
Wir addieren (64.3) und (64.4) und haben 


[(L.+ s,), Hn]= 0. (64.5) 


Im allgemeinen gilt also für dieSumme der Projektionen des Bahn- und des Spin- 
drehimpulses ein Erhaltungssatz. Diese Summe ist die Projektion des Gesamt- 
drehimpulses des Teilchens. Zu dieser Projektion gehört der Operator 


J,=L;,+ 2 6 
27 z 3 2° 
Ähnlich kann man zeigen, daß auch die beiden anderen Projektionen 
h h. 
J.= L,+ 70, J,= L,+ 206, 


17* 
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mit dem Operator H) kommutieren. Aus den Operatoren J,, J, und J, kann man 
den Operator für den Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit dem Spin 1/2 bilden: 


& h_ 
I-8+8. (64.6) 


In Zuständen mit einem bestimmten Gesamtdrehimpuls $% werden die voll- 
ständigen Wellenfunktionen, die sowohl von den Orts- als auch von den Spin- 
variablen abhängen (von den Indizes der Spinfunktionen), mit Hilfe des Ope- 
rators 


1 h 
S(p)= exp Ir (@ + px ö) | (64.7) 


transformiert, wenn das Koordinatensystem um den Winkel © um den Einheits- 
vektor n gedreht wird. 

Die Operatoren £ und 6 wirken auf verschiedene Variable und kommutieren 
deshalb miteinander. Die Gleichung (64.6) ist im Sinne der Vektoraddition zweier 
Drehimpulse aufzufassen, für die die in $ 41 aufgestellten Regeln gelten. Im Zu- 
sammenhang damit wird das Quadrat des Gesamtdrehimpulses. 


FE 1 
P=Rjj+l mit j=-ltz. (64.8) 


Die Projektion des Gesamtdrehimpulses eines Teilchens ist 


J,=hm mitt m=mı4—. 


2 


Wir führen neue Bezeichnungen für die in $ 61 betrachteten zweikomponentigen 
Spinfunktionen (61.24) ein: 


1 0 
Xp, 1a M= (0)  Kıp, pp = G): (64.9) 
Jetzt haben wir 
s’ Ba 
Kıl2 _ == 5 \5 Kı/2 me’ 
| (64.10) 
Rn ms sn ER f 
mit 
Be 1 
mM; — E73 ’ 2 


Man braucht die Spinfunktionen x, (2m auch nicht als Matrizen (64.9) anzusehen, sondern 


kann sie als Funktionen einer Spinvariablen m, auffassen, die nur die beiden Werte + 1/2 
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annimmt, so daß 


1 1 
Xıj2 >» 4/2 (5) =1, Xp» ın (-5) =(, 


1 
A — = 0, ; 3 => = 1 
Zu2> — 1/2 (7) ; 12» — 1/2 | y 


sınd. In diesem Falle drückt sich die Orthonormiertheit dieser Funktionen in der Gleichung 


>, Kam I Kam) Inte 


Ms 


aus. 


Nach der Regel für die Vektoraddition werden die Wellenfunktionen für Zu- 
stände mit einem Gesamtdrehimpuls, der nach (64.8) durch die Quantenzahl j 
bestimmt wird, und einer Projektion des Gesamtdrehimpulses, die durch die 
Quantenzahl m gegeben wird, folgendermaßen durch Kugelfunktionen und Spin- 
funktionen ausgedrückt: 


1 
Op)= I (z m- mu maim) YımmslP) 2, „; (6440 


11/2 jm er 1/2, ms 


1 1 
Die Glebsch-Gordan-Koeffizienten für ‚=! + 5 und m, = + „ werden dabei 
durch die folgenden Ausdrücke gegeben: 


1 114 
(1 m— 


2°’ 2.257 j) 


1 
I+-; m) = 


Ni 1 

5 (4 1 ı 1 )- ng 

u rn rn re 
Die Wellenfunktionen (64.11) sind gleichzeitig die Eigenfunktionen der Qua- 


drate des Gesamtdrehimpulses $, des Bahndrehimpulses £ und des Spindreh- 
impulses mit den Eigenwerten 


w 1 
P=-Rjitl), j=1lt 
L=R+ 1), (64.12) 
3 
RER, 2 
=, 


Die Funktionen (64.11) hängen von den Winkeln dOund @ und von derSpinvariablen 
m, ab; man bezeichnet sie als Kugelspinoren. 
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$ 65. Relativistische Korrekturen zur Bewegung eines Elektrons in einem 
elektromagnetischen Feld 


Nach der allgemeinen Regel ($ 58) erhält man die Gleichung für ein Teilchen 
in einem elektromagnetischen Feld (X, Ao) aus der Gleichung für ein freies 
Teilchen, indem man 


> 9 -.q, e> Ee— eAy (65.1) 
c 
ersetzt. Für ein Elektron ist e <0. Nehmen wir die Substitution (65.1) in den 
Gleichungen (61.8) vor, so erhalten wir 
(e-eAg— mc?) $g= cÖö (» — <a) X; 
C 
(65.2) 
(e-eAo+ mc?) = cö(p- 2a). 
c 
Wir untersuchen dieses Gleichungssystem für nichtrelativistische Bewegungen 
in einem schwachen Feld, wenn die Ungleichungen 
e= E’+mc!, |E— eAo|< mc? 
erfüllt sind. Das Gleichungssystem (65.2) geht dann über in 


Eop= cö (o — u) AteAop; 
C 
2 
Ber (524 
ESSUUD: IR HE 2 ,,| -2a) 
E+2m®-_eA,' Ime Bo 


Mit Hilfe der zweiten Gleichung eliminieren wir x aus der ersten und bekommen 
eine Gleichung, die nur die Spinfunktion g enthält 


y A 


Big) tn (65.3) 


Diesen Ausdruck verwenden wir in (65.3) und führen die magnetische Feldstärke 
9 = rot Wein; es ergibt sich die nichtrelativistische Gleichung für ein Teilchen 
mit dem Spin 1/2 in einem elektromagnetischen Feld 


Eo- rain es (65.4) 
mn C 
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Die Gleichung (65.4) ist erstmalig (1927) von Pauli vorgeschlagen worden, sie 
wird daher als Pauli-Gleichung bezeichnet. Wir vergleichen diese Beziehung mit 
der nichtrelativistischen Gleichung (58.9) für ein Teilchen ohne Spin (unter der 
Bedingung o(t, t) = p(r) eTiEtik) und sehen, daß (65.4) im Hamilton-Öperator 
den Zusatzterm 


— (H, 9) = —u0(69) (69.5) 


enthält, wobei ug = eh/2mc das Bohrsche Magneton ist. 

Der Ausdruck (65.5) kann als Wechselwirkungsenergie des magnetischen Mo- 
mentes des Teilchens mit dem Magnetfeld interpretiert werden. Dem magnetischen 
Moment des Teilchens entspricht der Operator 


= 108. (65.6) 


Dieses magnetische Moment bezeichnet man als magnelisches Moment des Spins 
(oder kurz Spinmoment); denn es kommt nur bei Teilchen mit Spin vor. In der 
nichtrelativistischen Näherung enthält also der Hamilton-Operator der Dirac- 
Gleichung einen Term, der die inneren magnetischen Eigenschaften des Elektrons 
berücksichtigt. Die Größe dieses magnetischen Momentes und seine Eigenschaften: 
werden durch die Dirac-Gleichung eindeutig bestimmt. Diese Folgerungen aus 
der Theorie stimmen ausgezeichnet mit dem Experiment für Elektronen überein 
und bestätigen, daß die Dirac-Gleichung zur Beschreibung der nichtrelativistischen 
Bewegung eines Elektrons verwendet werden kann. 

Legen wir die z-Achse in die Richtung des Magneifeldes, so ist die Projektion 
des Operators für das magnetische Moment des Elektronenspins 


eh . 
u, = Ime 3 
Die Eigenwerte dieses Operators sind + . Die Eigenwerte des ÖOperators 
h ei satt : _ h 
Ss; = — 0, für die Projektion des inneren Drehimpulses sind + — . Das Verhält- 


2 2 
nıs des magnetischen Momentes des Spins zum Drehimpuls ist e/mc, d. h. doppelt 
so groß wie das entsprechende Verhältnis von magnetischem Moment zu Dreh- 
ımpuls der Bahnbewegung. 

Die Wechselwirkung eines elektromagnetischen Feldes mit einem Teilchen mit 
dem Spin 1/2 kann auch auf andere Art als durch die Substitution (65.1) ein- 
geführt werden. Um den allgemeineren Fall zu behandeln, geht man zweckmäßig 
von der kovarianten Schreibweise der Dirac-Gleichung (63.3) aus. In diesem Falle 
erhält man die Bewegungsgleichung für ein Teilchen in dem elektromagnetischen 
Feld, das durch das vierdimensionale Potential 


Au, 


ÖX, 


A,= (U,1Ao), 2 
beschrieben wird, indem man 


e u, NO 
Pu” Ru 2 Pl (65.7) 
7 
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ersetzt. Die dabei entstehende Gleichung 
| „y, (r. 2 A) 2 ime| v0 (65.8) 


ist relativistisch invariant. Sie ist auch gegenüber einer Eichtransformation der 
Potentiale invarıant 


Au= Aut ——, (65.9) 


= = () genügt. Die 


Invarianz gegenüber der zuerst genannten Transformation ı folgt unmittelbar aus 
der kovarianten Schreibweise der Gleichung (65.8). Die Invarianz gegenüber 
Eichtransformationen (65.9) kann leicht festgestellt werden, wenn man gleich- 
zeitig mit der Eichtransformation (65.9) in (65.8) die unitäre Transformation der 
Wellenfunktion 


2 
wenn f eine beliebige Funktion ist, die der Bedingung 2, ® 


w_\W’ exp (er) 


ausführt. Die Forderungen nach relativistischer Invarianz und Invarianz gegen- 
über Eichtransformationen (65.9) werden aber auch dann erfüllt, wenn die Glei- 


chung (65.8) durch die Gleichung 


e ; 
B Yu (pu- = Ay) = ime] P=-ig5° 5 Nat Fr W (65.10) 
mit 
0A, 84, | 
Fa; Zu 8%, Or, (65.11) 


ersetzt wird; g ist dabei ein dimensionsloser Parameter, 


 Imec' 


Die Komponenten des elektrischen und des Magnetfeldes werden folgendermaßen 
durch die Komponenten des Tensors (65.11) ausgedrückt: 


E;=1fj, HA;= Fr, ı 
Verwendet man diese Beziehungen und die Gleichungen 
10; = Yıyı, 19;= YAYı» 
> Yu Fir = 2 {165) — (RE). 
Die Gleichung (65.10) kann jetzt in der Form 


dann ergibt sich 


2%. (p.- <4,) = ime] = gI? ((&5) + i(ac)} P (65.42) 


c C 
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‚geschrieben werden. Für Elektronen ergibt sich für g = 0.eine gute Überein- 
stimmung mit dem Experiment. Für Nukleonen führt man Gleichungen mit 
g #0 ein (s. $ 67). 

Zum Schluß dieses Paragraphen berechnen wir die elektrische Stromdichte für 
ein Teilchen mit dem Spin 1/2 in einem elektromagnetischen Feld. Nach (60.14) 
drücken wiır die elektrische Stromdichte durch die zweikomponentigen Funktionen 
aus: | 

j>= ceP!aWP = ce(p!öy + xTöp). 


In diesen Ausdruck setzen wir die Funktion x aus (65.2a) ein und erhalten nach 
einfachen Umformungen in nichtrelativistischer Näherung 


at vo Weolee ereveichie) (65.13) 
ea p SIE EDTE (plug); 
— eh > se . - . . 
wenn ü = „— 6 der Operator für das magnetische Spinmoment ist. (65.13) ver- 


2mc 
gleichen wir mit dem entsprechenden Ausdruck für die Stromdichte eines Teil- 
chens ohne Spin (58.6). Das magnetische Moment des Teilchenspins trägt zur 
elektrischen Stromdichte den Zusatzterm c[V x (ptüg)] bei. 


$ 66. Spin-Bahn-Wechselwirkung 


Wir wollen jetzt die Bewegung eines Teilchens mit dem Spin 1/2 in einem elek- 
trostatischen Feld bis zu Gliedern der Größenordnung v?/c? einschließlich be- 
handeln. Dazu setzen wir in den Gleichungen (65.2) Y=(0, eAo=V(r) und 
erhalten (für e= E’ + mc?) das Gleichungssystem 


[E- Ver))p= cöpy, (66.1) 
2mce?+ E—- V(r))y= cöpg. (66.2) 


Aus der Gleichung (66.2) berechnen wir die Funktion x und nehmen nur die 


74 


mc? 


5 | N E— r) öp 
er Ime? } Amc 
setzen wir in (66.1) ein und finden eine Gleichung, die nur die zweikomponentigen 
Funktionen enthält: 


ersten Potenzen des Verhältnisses mit. Den Ausdruck 


Wenge (1-= = 


_ ——|)öPpY. 66.3 
F 2m u) 996 
Die rechte Seite von (66.3) formen wir mit Hilfe von (61.10) und der Gleichung 


(öp) f(r) (6P) = f(r) (6P) (6p) — ih(ö grad f) (6p) = 
= f{r) p— ih {(grad f) p+ iöf(grad f)x Pp]} 
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um, so daß (66.3) die Form 


Eg=Hv (66.4) 
mit 
E-Vı p hö ih 


erhält. Um alle Glieder’ der Größenordnung v?/c? konsequent zu berücksichtigen, 
ist zu beachten, daß die Funktion g nach (61.20) mit dieser Genauigkeit nach der 
Vorschrift 


2 
[edr= [»! (1 + ol pdr=1 (66.6) 


zu normieren ist. 
Statt g verwendet man besser eine andere Funktion: 


-für die 


fYtPYdr= [yrg'gpdı=1 (66.8) 


ist. Aus dem Vergleich von (66.8) mit (66.6) ergibt sich der Transformations- 
operator (bis auf einen unwesentlichen Phasenfaktor) zu 


p? )" p? 
= 1 ——— rn are 
9 | = Am?c? 8m?c? 


Die (nicht unitäre) Transformation der Funktionen (66.7) muß eine Trans- 
formation des Hamilton-Operators nach sich ziehen. Davon kann man sich leicht 
überzeugen, wenn man die Gleichung (66.4) in der Gestalt 


E'gp= (Hg) g@ 
schreibt. Der Hamilton-Operator der Gleichung 
EW= HWY (66.9) 


ist also bis zu Gliedern der Größenordnung v?/c? 


H= (14 ne (1 En P | ym- 


8m?c &m2c2] Um 
[E- Vin?  $ö Re re 
0 2me? ° Am?c? Ne SP Sm?c? Zu nn 


Bei der Berechnung von (66.9a) sind die folgenden Gleichungen benutzt worden: 


P?V(r) — V(r) PP = — R2Y2V(r) — 2ih (grad V)p, 


”__ Dr _ p) 
Be 


mc? C 


Die ersten beiden Summanden in (66.9a) entsprechen dem nichtrelativistischen 
Hamilton-Operator. Die drei letzten Summanden enthalten die relativistischen 
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Korrekturen der Ordnung v?/c?. Das sieht man schnell ein, wenn man 


h h?V | 
h grad  LLABEN und AN Ve ep 
a 


beachtet, worin a eine charakteristische Abmessung des Systems ist. _ 
Die relativistische Korrektur zum Hamilton-Operator für die nichtrelativi- 
stische Bewegung eines Teilchens mit dem Spin 1/2 kann man also in der Form 


W= Wı+ W,+ W; (66.10) 
schreiben, wenn 
wi=+ vv (66.11) 
8m?ec? 


die zuerst von Darwin [25] eingeführte Korrektur ist; 
(66.12) 


ist die Korrektur zum Operator für die kinetische Energie der Änderung der 
Teilchenmasse bei einer Geschwindigkeitsänderung. Schließlich ist 


hö 


Won = 
9° Am?c? 


[(grad V) xp] (66.13) 


eine Korrektur, die man als Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung bezeichnet. 


Die Gestalt des Operators für die Spin-Bahn-Wechselwirkung kann aus allgemeinen 
Überlegungen gewonnen werden. Der Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung muß in der 
nichtrelativistischen Theorie gegenüber Drehungen und Raumspiegelungen eine skalare 
Größe sein, die die Operatoren für den Spin $, den Impuls p und die skalare potentielle 
Energie enthält. Da p ein polarer Vektor und $ ein axialer Vektor sind, ist der einzige 
mögliche Skalar 


W; = Aö [(grad V)Xp] 


mit einer Konstanten A. Wie oben gezeigt worden ist, folgt aus der Diracschen Theorie 
A= hjam?c. 


Für ein kugelsymmetrisches Feld ist 


V 
et. 
r Or 


Diesen Ausdruck setzen wir in (66.13) ein und erhalten den Operator der Spin- 
Bahn-Wechselwirkung für ein Teilchen mit dem Spin 1/2 in einem Zentralfeld 
W3;= (2m?cr)”1 — (SR). (66.14) 


r 


u 2 fh 
Darın sind £ = [rxp] der Bahndrehimpulsoperator und $ -;5 der Spin- 
operator. In s-Zuständen ist der Mittelwert von W3 Null. 
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Manchmal ist es bequem, das skalare Potential A, im Operator (66.13) direkt 
durch die elektrische Feldstärke € auszudrücken; dann ist 


grad V=egrad Au= -—eEC 
und folglich 


S$ 67*. Bewegung eines Teilchens mit dem Spin 1/2 in einem äußeren Feld. 
a 


Durch Auszeichnung der Zeitableitung i in (65. 8) kann man diese Gleichung in 
Hamiltonscher Form schreiben: 


„c® — HW (67.1.) 
öt 
mit 


(67.2) 


H= H,- e[&X(r) — Ao(t)]; | 
Hp = c&p+ mcß. 


In $62 haben wir festgestellt: Wenn kein äußeres Feld vorhanden ist (A= AV), 
kann man durch Übergang zur Foldy-Wouthuysen-Darstellung die positiven 
Lösungen zum Ladungszustand e allein durch die zweikomponentigen Funk- 
tionen w ausdrücken. Ist ein äußeres Feld vorhanden, so entfällt diese Möglichkeit, 
weil der Operator H auch einen negativen Anteil enthält — neben den Lösungen 
vom Typ w sind immer auch Lösungen vom Typ v vorhanden. Infolgedessen ist 
eine konsequente Einteilchen-Beschreibung nicht mehr möglich (man muß die 
Beschreibung mit Hilfe eines Feldes einführen (s. $ 145)). Für schwache Felder 
und bei kleinen Energien des Teilchens ist aber die Rolle des ungeraden Anteils 
im Operator (67.2) unbeträchtlich; denn es ist eine näherungsweise Einteilchen- 
Beschreibung möglich, bei der die relativistischen Effekte als Korrekturen be- 
rücksichtigt werden (s. $8 65 und 66). In diesem Paragraphen werden wir zeigen, 
daß eine solche näherungsweise Beschreibung in der Foldy-Wouthuysen-Dar- 
stellung sehr einfach ist. Die Transformationsmatrix für den Übergang zur Foldy- 
Wouthuysen-Darstellung wird durch den Ausdruck (62.1) gegeben. Unter Ver- 
wendung von (62.4) erhalten wir für den Hamilton-Öperator der Gleichung (67.1) 
ın der ®-Darstellung 


o® 
er = H,® (67.3) 
mit 
Ho = BE, - e(&g(UXA(r) UT) — UAo(r) UN}. (67.4) 


Die Matrix &» wird durch die Formel (62.9) definiert: 


cbp c’p(&p) 
E»,  Ey(E, + me?) 


iät (67.5) 
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Durch Reihenentwicklung nach Potenzen von x kann man zeigen, daß für eine 
beliebige ganze rationale Funktion des Ortsoperators t = ihV,„ die Beziehung 


U(p) fie) UNP) = FÜLLT) = (ro) 


gilt. Wir bekommen also 
H,= BE, — ei&g Alto) - Aolto)}- (67.6) 


Im folgenden interessieren wir uns nur für die Korrekturen zur nichtrelativi- 
stischen Näherung, deshalb ersetzen wir (67.6) durch den Näherungsausdruck 


TER. (ü + 7) Urt Sr) + eArli+ &r), (67.7) 
p 
worin nach (62.16) 
.ıAkTılöxp) 5, | 
IT — I Bi + &ß (67.8) 
ist. Durch das Weglassen der Lösungen zu den v-Zuständen berücksichtigen wir 
im Hamilton-Operator (67.7) nur den geraden Anteil. Wir wollen jetzt die explizite 
Form des geraden Anteils des Hamilton-Operators (67.7) für ein Magnetfeld und 
für ein elektrostatisches Feld untersuchen. 


a) Homogenes Magnetfeld. In diesem Falle ist 


1 


Ur) = 5 


SXx rl, Ao=0. (67.9) 
Wir setzen (67.9) in (67.7) ein und: verwenden (67.8) sowie die Gleichungen 


[&x&] = 216 und 2 = [ihV,„XP]. Auf diese Weise erhalten wir für den geraden 
Anteil des Hamilton-Operators in der ®-Darstellung den folgenden Ausdruck 


e mc eh 


[Hilo ] > [E57 | er 


($ ö)| | (67.10) 


Der zweite Summand in (67.10) entspricht der Wechselwirkungsenergie des 
Magnetfeldes mit dem magnetischen Moment, dessen Operator 


£ 6 8 (67.11) 


 Ime 5 
für E, > mc? den Operator für das magnetische Moment infolge der Bahn- 
bewegung des Teilchens ergibt (2 ist der Operator für den Bahndrehimpuls). Der 
Operator (67.11) stimmt exakt mit dem Operator für die Bahnbewegung eines 
spinlosen Teilchens (59.14) überein. 


Der dritte Summand in (67.10) ist der Operator für die Wechselwirkungsenergie 
des Magnetfeldes mit dem magnetischen Moment infolge des Spins 


ö. 
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In der ®-Darstellung kann man die beiden Operatoren für die Wechselwirkung 
des Teilchens mit dem Magnetfeld ın (67.10) einfach interpretieren. Dazu bringen 
wir diese Operatoren mit Hilfe von (62.18) und (62.19) in die Gestalt 


e mc? e dt 
5869 --Z5[ex u: (67.12) 
BL so-- 25x ze] (67.13) 
2mc 6 dt 


Der Wechselwirkungsoperator (67.12) wird demnach durch das Vektorprodukt 
des Operators (62.17) für den mittleren Ort des Teilchens — t — mit dessen Zeit- 
ableitung bestimmt. Der Wechselwirkungsoperator (67.13) für das magnetische 
Moment infolge des Spins wird durch das Vektorprodukt aus dem ungeraden 
Anteil des Operators rt, (s. (62.15) und (62.16)) und dem ungeraden Operator 


< St gegeben. 


b) Elektrostatisches Feld. Jetzt sind X=0 und Ao(t) #0. Der Hamilton- 
Operator in der ®-Darstellung hat daher die einfache Gestalt 


Ho= BE,+ eAolt+ dr). (67.14) 


Den letzten Summanden entwickeln wir ın eine Reihe 
1 
Ao(r+ Sr)= Aoft) + ($rV,) Aolt) + 5 (SV)? Aoflt) +. 


Uns interessiert nur der gerade Anteil dieses Operators bis zu Gliedern von der 
Größenordnung v?/c?: 


[Aofe + 3)]= Aole) + ([8e] V2) Aofe) + (för) Yo)? Aoe) 


Mit (62.16) bekommen wir 
h[6ox p](V Aoft)) h? 


[Aole + Sr)]= Aolt) — Du Ta Sa Ale). 


Bis zu Gliedern der Größenordnung v?/c? einschließlich wird also der gerade 


Anteil des Operators (67.7) 


2m 8m3ec? 


[Ho] = B (me + B- ) + eAo(t) + 


eh eh? 


+ mc)? öl(grad Ao)X pP] - 5 V Al). 


8m2c 


Wir haben demnach für die zweikomponentige Funktion w mit eAo(t) = V(t) 
die Gleichung (den konstanten Summanden mc? lassen wir weg) 


.,„ Oow p? p* hö 2 > 


(67.45) 
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Aus der Gleichung E’ — V(r) = p?/2m folgt, daß der Hamilton-Operator der 
Gleichung (67.15) mit dem Hamilton-Operator (66.9a) übereinstimmt. 

c) Ein Teilchen mit dem Spin 1/2 ın einem äußeren Feld (allgemeiner Fall). Wir 
haben oben ein Teilchen mit dem Spin 1/2 in einem elektromagnetischen Feld 
behandelt. In diesem Falle wird die Wechselwirkung durch die elektrische Ladung 
e des Teilchens charakterisiert. Zwischen den Elementarteilchen gibt es aber 
auch Wechselwirkungen durch Kräfte, die nicht von der elektrischen Ladung 
abhängen; zum Beispiel die Kernkräfte zwischen den Nukleonen infolge der 
Wechselwirkung der Nukleonen mit dem Mesonenfeld oder die Wechselwirkungen 
der Nukleonen mit dem Elektronen-Neutrinofeld, die die Umwandlung von 
Nukleonen in Kernen hervorruft usw. Es ist also interessant, den allgemeineren 
Fall eines Teilchens in einem beliebigen äußeren. Feld zu betrachten. 

Im allgemeinsten Falle wird die Bewegung eines Teilchens mit dem Spin 1/2 
in einem beliebigen äußeren Feld durch die Gleichung 


: 1 
(1 D/ YuPpu+ mc) = mr > 0Q,7 (67.16) 


beschrieben, wobei Q, die Operatoren für die verschiedenen möglichen Arten der 
Wechselwirkung des Teilchens mit dem äußeren Feld sind: 

a) Für die Wechselwirkung mit einem äußeren skalaren Feld ist der Operator 
für die Wechselwirkungsenergie 


Q0,=V. 
b) Für die Wechselwirkung mit einem äußeren Vektorfeld haben wir 
0,= I YuBa: Bua= (BB 1Bo): (67.17) 


Ein Spezialfall von (67.17) ist die oben behandelte Wechselwirkung mit einem 
elektromagnetischen Feld, das durch die Potentiale 


A,= (W,iAo) (mit B,=ieA,) 


gegeben wird. 


c) Für die Wechselwirkung mit einem Tensorfeld ist 


Qr == >> YuYo Cs: 


Ein Spezialfall dieser Wechselwirkung ist die Wechselwirkung: des magnetischen 
Momentes mit einem Feld (s. (65.10)); dann ist 


1 
Cu == 2 gMmofrn- 


Wir wollen ein Teilchen betrachten, das gleichzeitig mit einem skalaren und 


einem Vektorfeld wechselwirkt. Wenn wir die Zeitableitung in (67.16) auszeichnen, 
können wir diese Gleichung in der Form 


in [ca (» — ee: 6) + B(me? — V(r)) + Bu} 
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schreiben. Durch Übergang zur Foldy-Wouthuysen-Darstellung erhalten wir den 
Hamilton-Operator 


Bmc? — c&p 


Ho = BE,— &08(t9)- 
p 


V(rg)+ Bolte)- (67.18) 


In nichtrelativistischer Näherung kann man von (67.18) den Teil des Hamilton- 
Operators abtrennen, der der Spin-Bahn-Wechselwirkung entspricht: 


> 


h h 
map Öllgrad Box Pl ggg grad )x pl. (67.19) 


Die Dirac-Gleichung soll das Verhalten eines beliebigen ‚‚freien‘ Teilchens mit 
dem Spin 1/2 beschreiben. Der Begriff des „freien“ Teilchens ist aber nur nähe- 
rungsweise brauchbar. Jedes Teilchen befindet sich in Wechselwirkung mit dem 
„Vakuum‘“‘, d. h. mit den virtuellen Feldern anderer Teilchen. Behandelt man die 
Wechselwirkung eines Teilchens mit einem äußeren Feld, speziell mit einem 
elektromagnetischen Feld, so muß man auch den Einfluß der virtuellen Felder 
berücksichtigen. Diese unvermeidlichen zusätzlichen Wechselwirkungen ergeben 
Korrekturterme in den Gleichungen für ein Teilchen in einem äußeren Feld. Für 
Elektronen sind diese Korrekturen klein. Die Quantenelektrodynamik ergibt 
[26], [27], daß diese Korrekturen teilweise berücksichtigt werden können, indem 
man das magnetische Moment und die elektrische Ladung des Elektrons effektiv 
abändert. Infolge der Wechselwirkung mit dem Vakuum erhält ein Elektron ein 


W3z 


zusätzliches magnetisches Moment du = BE u (zusätzlich zuu= sn) ;o& ist 
die Feinstrukturkonstante. (2er) me 

Offensichtlich haben auch die #-Mesonen nur eine schwache Wechselwirkung 
mit dem Vakuum, so daß die Dirac-Gleichung mit relativ großer Genauigkeit zur 
Beschreibung der Wechselwirkungen der u-Mesonen mit einem äußeren elektro- 
magnetischen Feld verwendet werden kann. 

Zu den Teilchen mit dem Spin 1/2 gehören auch die Nukleonen (Protonen und 
Neutronen). Für die Nukleonen spielt die Wechselwirkung mit dem virtuellen 
sr-Mesonenfeld eine sehr wesentliche Rolle. Bei der Untersuchung von Nukleonen 
ın einem äußeren Feld muß man daher unbedingt auch .deren Wechselwirkung 
mit diesem Feld über das virtuelle Mesonenfeld beachten. Wäre eine solche 
Wechselwirkung nicht vorhanden, dann wäre das magnetische Moment des 
Protons gleich dem Kernmagneton M, = eh/2Mec (M ist die Masse des Protons), 
und das magnetische Moment des Neutrons müßte Null sein. Tatsächlich ergeben 
aber die Experimente für das magnetische Moment des Protons u, = 2,79 Mx 
und für das magnetische Moment des Neutrons un = —1,91 M;,. Eine strenge 
Theorie, die den Einfluß des z-Mesonenfeldes auf die Wechselwirkung der Nu- 
kleonen mit einem Magnetfeld berücksichtigt, gibt es gegenwärtig noch nicht. Man 
ıst daher gezwungen, diese Wechselwirkung phänomenologisch zu berücksichtigen, 
indem man die experimentellen Werte für die magnetischen Momente in die 
nichtrelativistische Pauli-Gleichung und in die Operatoren für die Spin-Bahn- 
Wechselwirkung der Nukleonen mit dem elektrischen Feld einführt. 

In kleinen Abständen sind die Kernkräfte bedeutend größer als die elektro- 
magnetischen. Im Operator für die Spin-Bahn-Wechselwirkung (67.19) wird also 
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der zweite Summand die Hauptrolle spielen, wenn V das skalare Kernfeld be- 
schreibt, das auf das Nukleon wirkt. Dieses Feld wird durch die Kernkräfte 
zwischen den Nukleonen bestimmt. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung 


hö 


Wia> — One? K 


gradV)xp] (67.20) 


infolge des Kernfeldes V ist wesentlich für die Erklärung der Polarisation der 
Nukleonen bei der Streuung an Kernen. Auch das Energiespektrum der Nukleonen 
in Kernen hängt stark von der Spin-Bahn-Wechselwirkung (67.20) ab (s. $ 94). 
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In 859 ıst die Ladungskonjugation für Teilchen mit dem Spin Null behandelt 
worden. Durch Ladungskonjugation ergaben sich aus den Lösungen \ für ein 
Teilchen mit der Ladung e die Lösungen WY, für ein Teilchen mit der Ladung —e 
in demselben Feld. Wir wollen jetzt die Ladungskonjugation für Teilchen mit 
dem Spin 1/2 definieren, d. h., wir wollen eine Transformation suchen, die eine 
Funktion W, welche der Gleichung (65.8) für ein Teilchen mit der Ladung e ge- 
nügt, in eine neue Funktion W, überführt, die der Gleichung (65.8) mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen der elektrischen Ladung genügt. 

Die Funktion W erfülle die Gleichung (65.8). Die durch Ladungskonjugation 
aus W entstehende Funktion muß dann definitionsgemäß die Relation 


(2 Ya (p. u Au) en imeW. — (0 (68.1) 
7 c 
befriedigen. Wir wollen die Transformation bestimmen, die die Funktion $ in 


dıe Funktion Y, überführt. Dazu sehen wir uns die zu (65.8) konjugiert komplexe 
Gleichung an, in der wir vorläufig den Term mit # = 4 für sich schreiben: 


Ion? (p+ 24.) + 3° (+28) = imeter= 0, (68.2) 
c c 
Transformiert man in (68.2) die Funktion nach 
Yy*-CcW, ode W.=C1YP* (68.3) 
mit der unitären symmetrischen Matrix C, die die Beziehungen 
3 — (13% 
Be (68.4) 
y=-yf6 
erfüllt, dann geht Gleichung (68.2) in (68.1) über. 
Symmetrie und Unitarität der Matrix C werden durch die Beziehungen 
Gettse (68.4 a) 


ausgedrückt. 


18 Dawydow, Quantenmechanik 
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Wir wollen jetzt die Transformationseigenschaften der durch Ladungskonjugation ent- 
stehenden Funktion W. bei einer Raumspiegelung untersuchen. Wie in $ 63 gezeigt wurde, 
transformiert sich die Funktion W bei einer Raumspiegelung nach dem Gesetz 


PY = mit A=-+i, +1. 
Folglich ist Pp* = A*y7\*. Aus der entstehenden Gleichung und aus (68.3) finden wir 
PrY, = Per Er 


Ferner verwenden wir (68.4) und (68.3) und erhalten für den Spinanteil der Wellenfunk- 
tionen der verschiedenen Klassen bei einer Raumspiegelung das Transformationsgesetz 


PP, =- Ian, 


Für A = +:i wird also der durch Ladungskonjugation entstehende Zustand W, genauso 
wie W bei einer Raumspiegelung transformiert. Für A = + 1 ist die Parität der Funk- 
tionen W, und W bei räumlichen Spiegelungen entgegengesetzt. 

Gegenwärtig ist es für Teilchen mit dem Spin 1/2 noch nicht gelungen festzustellen, 
welche dieser Möglichkeiten in der Natur realisiert ist. Bei starken und elektromagnetischen 
Wechselwirkungen, die gegenüber Raumspiegelungen invariant sind, werden diese Teilchen 
immer paarweise erzeugt und vernichtet, zum Beispiel Elektron und Positron, Proton und 
Antiproton usw. Deshalb ist bei solchen Prozessen nur die innere Parität des Produktes 
der Funktionen W und W, wesentlich. Man kann aber leicht sehen, daß die innere Parität 
des Produktes der Funktionen W und W, unabhängig vom Wert von A immer negativ ist, wenn 
Y und W. zur gleichen Klasse von Spinorfeldern gehören und [A]? = 1 ist. Tatsächlich ist 
Pyyp.) = (Ay, WP)(- Ay WW. = —(PW,). In diesem Sinne ist die innere Parität eines 
Fermions immer entgegengesetzt zur inneren Parität des Antifermions, d. h. des durch die 
Funktion W, beschriebenen Teilchens. 


Bevor wir die Transformationen der bilinearen Kombinationen aus den Dirac- 
Funktionen bei Ladungskonjugation studieren können, müssen wir uns noch das 
Transformationsgesetz für die Funktionen P (s.8$63) verschaffen. Wenn ein 
elektromagnetisches Feld vorhanden ist, erfüllt $ die Gleichung 


r 
v(2 Yu (Pu Au) : ime) = 0, (68.5) 

c 
und die durch Ladungskonjugation entstehende Funktion P, muß die Gleichung 
1.12 Ya (p. 4 — A,) + ime| = (0 (68.6) 


erfüllen. Aus dem Vergleich von (68.5) mit der zu (68.6) konjugiert komplexen 
Gleichung finden wir | 


= WPrc. (68.7) 
Die zu (68.3) konjugiert komplexe Gleichung ist 
M=CHPT, 
Beachten wir jetzt noch (68.Aa), so erhalten wir 


y=c-ipr 
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Die Ladungskonjugation (68.3) ist also in folgendem Sinne umkehrbar: Wenn 
die Funktion Y. durch Ladungskonjugation aus W entsteht, dann erhält man 
auch die Funktion W durch Ladungskonjugation aus W.. 

Wählt man für die y-Matrizen die Darstellung (63.1), d.h. 


-i(, =) -(( | 
ae 0)’ Flo _ı) 


dann stimmt die Matrix C für die Ladungskonjugation, die die Bedingungen 
(68.4) erfüllt, mit ya überein: 
C=yp. (68.8) 


In diesem Falle bedeutet die Ladungskonjugation die Transformation 
a a (68.3) 


Wir wollen jetzt die Beziehung zwischen den Strömen ın Zuständen unter- 
suchen, die durch Ladungskonjugation auseinander hervorgehen. Nach der Defini- 
tion (63.7) ist 

Ju tecPy W. 


Die Komponenten des vierdimensionalen Stromdichtevektors ım ladungskonju- 
gierten Zustand sind 


(je iecP.y,P.- (68.9) 
In (68.9) setzen wir die Ausdrücke (68.3) und (68.7) ein, verwenden (68.4) und 


bekommen 
j.= lecPyP)*= jecPyWP, 
(ja)e See iec(Pry,P)* =— iecPy,P. 
Die elektrische Ladungsdichte in Zuständen, die durch Ladungskonjugation  aus- 


einander entstehen, unterscheiden sıch also durch das Vorzeichen, die Strom- 
dichten haben das gleiche Vorzeichen: 


(Gde=Jo I =! (68.10) 


Entspricht die Zeitabhängigkeit der Zustände Y,_, ($ 61) den negativen Lö- 
sungen der zeitabhängigen Dirac-Gleichung 


ne 


dann entspricht die Zeitabhängigkeit der durch Ladungskonjugation entstehenden 
Zustände 


Yy= WE, (68.12) 


den positiven Lösungen; das wollen wir jetzt zeigen. 


Tatsächlich haben wir aus (68.12) und (68.11) 


* * 
nel (ir =) cc (1 Te _ Ec-'y* = EW,. 
ot öt öt 


nr 
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Drückt man die Funktion W durch die zweikomponentigen Funktionen (9) 


aus, dann wird der durch Ladungskonjugation erzeugte Zustand durch die 


Funktion 
I (9°) 
Kc 
mit 
Be=-i0g*, X= i0p* . (68.13) 
dargestellt. 


Die Untersuchung ladungskonjugierter Zustände wird bei einer speziellen Wahl 
der Diracschen y-Matrizen besonders einfach. Um das einzusehen, bringen wir die 


Gleichung (65.8) in die Gestalt 


k > Ya + me} Y=- i— 2 YA P. (68.14) 
u 


Wir wählen die Diracschen Matrizen so, daß die Matrix y, imaginär ist: 


0 0, I 0 0 0 0) 
PR — ed = . ‚15 


Ö 
Diese Wahl der y-Matrizen heißt Majorana-Darstellung; die Größen y,„ nn und 
Lu 
YuA,„ sind dabei reell. Durch Vergleich von (68.14) mit der konjugiert komplexen 


Gleichung 


Ö : 
u 


stellen wir fest, daß W* den durch Ladungskonjugation entstehenden Zustand 
beschreibt, d.h. 


y—p* 


In der Majorana-Darstellung der y-Matrizen ıst also die Einheitsmatrix die 
Matrix C für die Ladungskonjugation. 

Beschreibt die Funktion W den Zustand eines Teilchens mit der Ladung e, 
dann beschreibt die durch Ladungskonjugation entstehende Funktion YP, den 
Zustand eines Teilchens mit derselben Masse und demselben Spin, aber mit dem 
anderen Vorzeichen der Ladung (—e) und dem anderen Vorzeichen des magne- 
tischen Momentes und des Impulses. Bedeutet zum Beispiel Y den Zustand eines 
Elektrons (e < 0), so stellt Y, den Zustand eines Positrons (—e > 0) dar. In der 
heutigen Physik bezeichnet man das Elektron als Teilchen und das Positron als 
Antiteilchen. Die Ladungskonjugation bedeutet also den Übergang von Teilchen 
zu Antiteilchen. Diese Bezeichnungsweise wird auch für beliebige andere Teilchen- 
paare verwendet, deren Wellenfunktionen durch Ladungskonjugation ausein- 
ander hervorgehen. 
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Wie schon in den vorangegangenen Paragraphen mehrfach bemerkt worden ist, 
ist die Vorstellung eines einzelnen Teilchens in der relativistischen Quanten- 
mechanik nur beim Studium eines freien Teilchens möglich. Ist ein äußeres Feld 
vorhanden, dann treten neben den Funktionen w in der ®-Darstellung auch die 
Funktionen v auf (der Hamilton-Operator H,„ enthält einen ungeraden Anteil, 
wenn ein äußeres Feld vorhanden ist). Diese Erscheinung ist ein Ausdruck für 
die Paarerzeugung von Teilchen (Teilchen und Antiteilchen). Wegen des Erhal- 
tungssatzes für die elektrische Ladung können neue Teilchen nur paarweise 
erzeugt werden. In Wirklichkeit ist die Paarerzeugung von Teilchen nur dann 
möglich, wenn die Energie der äußeren Wechselwirkung (zum Beispiel die Energie 
des Photons) größer als die doppelte Ruhenergie (mc?) eines Teilchens ist. Reicht 
die Energie zur Paarerzeugung nicht aus, dann kann man die auftretenden 
Zustände als Zustände mit virtuellen Teilchenpaaren ansehen. In diesem Falle 
spricht man von einer Polarisation des Vakuums. Die theoretische Erklärung der 
Polarisation des Vakuums und der Paarerzeugung von Teilchen (und deren Ver- 
nichtung) kann nur auf Grund einer Theorie erfolgen, die zur Beschreibung von 
Prozessen mit veränderlicher Teilchenzahl geeignet ist (s. 88 145, 146). 

In seiner ursprünglichen Theorie hat Dirac die negativen Lösungen der rela- 
tivistischen Gleichung für ein Teilchen als Lösungen zu negativer Energie an- 
gesehen. Die physikalische Interpretation solcher Zustände stößt auf unüber- 
windliche Schwierigkeiten. Ein Teilchen mit negativer Energie muß eine negative 
Masse haben; es muß gegen die Kraftrichtung beschleunigt werden. Die Zustände 
mit betragsmäßig sehr großer negativer Energie würden sich so bemerkbar 
machen, daß ein Teilchen durch Übergang in immer niedrigere Zustände beliebig 
große Energien erhalten könnte. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, hat 
Dirac 1930 folgendes vorgeschlagen: Der leere Raum — das Vakuum — ist ein 
Raum, in dem alle Zustände mit negativer Energie (es gibt unendlich viele solche 
Zustände) mit Elektronen besetzt sind, die Zustände mit positiver Energie sind 
unbesetzt.. In jedem Punkte dieses ‚‚leeren‘“ Raumes gibt es unendlich viele 
Elektronen mit negativer Energie, die einen eigenartigen „Untergrund“ bilden. 
Von diesem Untergrund aus hat man alle physikalischen Größen zu zählen. Jede 
Abweichung der Elektronenzahl von der normalen — ‚„Untergrund-“ — Zahl be- 
deutet, daß Teilchen mit elektrischer Ladung und mit einer Masse vorhanden 
sind, die ein elektrisches bzw. ein Gravitationsfeld erzeugen. Ist ein Elektron 
mit positiver Energie vorhanden, so kann es nicht in Zustände mit negativer 
Energie übergehen, weil diese alle besetzt sind (s. Pauli-Prinzip in 8 87). Einem 
unbesetzten Zustand im ‚Untergrund‘ — einem „Loch im Untergrund“ — soll 
ein Teilchen mit positiver Masse und positiver Ladung entsprechen. Diese Teil- 
chen waren 1930 unbekannt. Dirac versuchte daher, die ‚„Löcher‘‘ mit den Pro- 
tonen zu identifizieren. 1932 wurden die Positronen entdeckt — Teilchen mit der 
Masse des Elektrons und positiver Ladung. Durch die Entdeckung der Positronen 
nahm das Interesse an der Diracschen ‚„Löchertheorie‘“ zu. Viele Eigenschaften 
der Positronen wurden durch die „Löchertheorie‘“ gut beschrieben. Es wurde 
festgestellt, daß ein Positron immer zusammen mit einem Elektron entsteht. 
Dabei wird eine Energie von mehr als 2mc? absorbiert. Die ‚Löchertheorie‘“ 
erklärt diese Erscheinung ganz einfach. Zur Bildung eines Positrons muß man ein 


Elektron aus einem Zustand negativer Energie (—c Yp? -+ m?c?) in einen Zu- 
stand positiver Energie (c Yp? + m?c?) überführen; dazu wird eine Energie von 
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mehr als 2mc? benötigt.!) Beim Übergang eines Elektrons aus einem Zustand 
negativer Energie in einen Zustand positiver Energie wird im Untergrund der 
negativen Energie ein „Loch“ — ein Positron — gebildet; das Elektron mit 
positiver Energie selbst ist ein gewöhnliches Elektron. Der umgekehrte Vorgang — 
die Vernichtung (Zerstrahlung) eines Elektrons und eines Positrons — entspricht 
dem Übergang eines Elektrons in einen unbesetzten Zustand (Auffüllen eines 
Loches) unter Freisetzung der entsprechenden Energie als Photon. Die glänzende 
qualitative und (in erster Näherung) quantitative Übereinstimmung von Experi- 
ment und Diracscher Positronentheorie deutete darauf hin, daß diese Theorie 
die Wirklichkeit bis zu einem gewissen Grade gut widerspiegelt. Durch die Dirac- 
sche Theorie wurde zum erstenmal die Frage nach den physikalischen Eigen- 
schaften des Vakuums als Quelle für Elektronen und Positronen aufgeworfen. 
Es entstand die Vorstellung von einer möglichen elektrischen Polarisation des 
Vakuums. Die Diracsche Theorie war aber mit einer Reihe prinzipieller Mängel 
behaftet. Obwohl diese Theorie die Paarerzeugung als Übergang eines Elektrons 
von einem Zustand in einen anderen ansieht, muß man zur Beschreibung des 
Experimentes gleichzeitig unendlich viele Elektronen in Zuständen mit nega- 
tiver Energie einführen. Um die Vorstellung eines unveränderlichen Teilchens, das 
aus einem Zustand in einen anderen übergeht, künstlich aufrechtzuerhalten, 
mußten die physikalisch sinnlosen Zustände negativer Energie und der un- 
beobachtbare ‚Untergrund‘ mit unendlich großer Elektronendichte eingeführt 
werden. Diese Schwierigkeiten der Diracschen Einteilchen-Theorie sind von der 
heutigen Quantenfeldtheorie überwunden worden, in der man mit den Methoden 
der zweiten Quantisierung Systeme mit beliebiger, veränderlicher Teilchenzahl 
behandeln kann. Diese Theorie erklärt die Naturerscheinungen vollständiger. Mit 
den Grundlagen dieser Theorie werden wir uns in Kapitel XV vertraut machen. 
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1934 ist von Fermi die Theorie des f-Zerfalls unter der Voraussetzung ent- 
wickelt worden, daß bei diesem Prozeß neutrale Teilchen mit der Ruhmasse Null 
freigesetzt werden. Aus dem Drehimpulserhaltungssatz für den ß-Zerfall ergab 
sich, daß diese Teilchen den Spin 1/2 haben müssen. Die Erfolge der Theorie des 
ß-Zerfalls, die experimentellen Untersuchungen des Rückstoßes der Kerne beim 
ß-Zerfall und Versuche mit direkter Einwirkung dieser Teilchen auf Nukleonen 
bestätigten, daß ein solches Teilchen — das Neutrino — tatsächlich existiert. In 
diesem Zusammenhang ist es interessant, die Dirac-Gleichung für Teilchen mit der 
Ruhmasse Null zu studieren. 


1) Ein freies Elektron kann ein Photon weder absorbieren noch emittieren, weil bei 
solchen Prozessen nicht gleichzeitig der Energie- und der Impulssatz erfüllt sind. Zum 
Beispiel werden bei einer. Photonenenergie, die nur wenig größer als 2 mc? ist, ein Elektron 
und ein Positron mit kleinen kinetischen Energien gebildet. Um aber den Impulssatz zu 
erfüllen, muß der Gesamtimpuls der gebildeten Teilchen — 2mc sein. Die Absorption oder 
Emission eines Photons durch ein Elektron ist nur in einem elektrostatischen Kernfeld 
möglich, das die Impulsdifferenz und einen sehr kleinen Teil der Energie aufnimmt (wegen 
der großen Masse). 
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Wir setzen ın (61.8) die Teilchenmasse gleich Null und erhalten die beiden 
Gleichungen | 
p= (ön)x, x= (ön)g, (69.1) 

n = cp/e ist dabei der Einheitsvektor in Richtung des Impulses für die positiven 

Lösungen mit e= E =cp und entgegengesetzt zum Impuls für die negativen 


Lösungen mit e= —cp. Die vollständige Wellenfunktion wird in der üblichen 
Weise durch :die zweikomponentigen Funktionen g und x .ausgedrückt: 


r Y 
wel )=(,..) 69.2 

x’ \ön)g Er 
Aus (69.2) und (69.1) folgt, daß die beiden Komponenten dieser Funktion ihre 


Plätze vertauschen, wenn man den Pseudoskalar ön auf die Wellenfunktion (69.2) 
anwendet: 


(in) = ( r) | (69.3) 


Für Teilchen mit der Ruhmasse Null ist also die Anwendung des Operators (ön) 
auf die Wellenfunktion (69.2) der Multiplikation mit der Matrix 


(in)= (\ n ee (69.3) 


äquivalent, wenn y; durch den Ausdruck (63.24a) gegeben wird. Statt der Funk- 
tionen @ und x kann man die beiden Linearkombinationen 


1 
9-—(W+n=z(1+öng. (69.4) 

1 1 
F-(@-2)=5(1-0n@ (69.5) 


einführen. Wir addieren und subtrahieren die Gleichungen (69.1) und sehen, daß 
die Funktionen ® und F die Gleichungen 


6nr®=©® und önF=-F 


erfüllen. Die Funktionen ® und F, die nur zwei Komponenien haben, sind also die 
beiden Eigenfunktionen des Operatorsön für die Projektion des Spins auf die 
Bewegungsrichtung. Die beiden Eigenwerte +1 und —1 dieses Operators (oder 
des äquivalenten Operators —y;) heißen Spiralität des Teilchens. Die Spiralität 
(englisch: helicity) bezeichnet man mit dem Buchstabenh (k= +1). 

Die Operatoren ön und —y; wirken in gleicher Weise auf die Wellenfunktion. 
Wir können ihre Eigenfunktionen daher in der Form 


1 1 
zu y)W, F=-, (Ur) P 
schreiben. Aus diesen Ausdrücken ist zu entnehmen, daß die vierkomponentigen 
Funktionen durch Multiplikation mit 1 + y; in zweikomponentige Funktionen 
überführt werden. 
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In Zuständen mit bestimmter Spiralität gehört zu jedem Impulswert nur ein 
Spinzustand. Für positive Spiralität sind Impuls und Spin parallel (für Zustände 
mit &= cp). Für negative Spiralität sind sıe antiparallel. Bildlich gesprochen be- 
deutet positive Spiralität eine Rechtsschraube (bei einer Schraube sind Drehung 
und Bewegungsrichtung miteinander verknüpft). Negative Spiralität entspricht 
einer Linksschraube. Diese Zustände können nur bei Teilchen mit der Ruhmasse 
Null realisiert sein, die sich immer mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Ist die Ruh- 
masse eines Teilchens von Null verschieden, dann kann man immer zu einem 
Koordinatensystem übergehen, in dem das Teilchen ruht. In diesem System wäre 
der Impuls Null, und der Zusammenhang zwischen Spin und Impuls wäre verletzt. 
Longitudinale Polarisation (im Sinne der Richtung des Spins), die eindeutig mit 
der Bewegungsrichtung verknüpft ist, ist also nur für m = 0 möglich. Ende 1956 
haben Saram [28], Lanpau [29], Lee und Yanc [30] auf der Grundlage des zwei- 
komponentigen Modells mit bestimmter Spiralität eine Theorie für das Neutrino 
entwickelt. Diese Theorie baut auf der Voraussetzung auf, daß die Eigenschaften 
des Neutrinos nur durch eine der Funktionen (69.4) oder (69.5) beschrieben 
werden. 

Das Neutrino ist ein Teilchen ohne elektrische Ladung, deshalb steht es in keiner 
Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld. Aber auch für solche Teilchen 
erlaubt die Dirac-Gleichung zwei Arten von Zuständen: positive und negative, die 
man als „ladungskonjugierte Zustände‘ ansehen kann. Besser muß man in diesem 
Falle von Zuständen für Teilchen und Antiteilchen sprechen. Wird das Teilchen 
durch W beschrieben, dann muß das Antiteilchen durch die Funktion (s. $ 68) 


y= o-!y* (69.6) 


mit CO’! = ya dargestellt werden, wenn für die y-Matrizen die Darstellung (63.1) 
verwendet wird. 

Die verschiedenen Eigenschaften von Teilchen und Antiteilchen äußern sich bei 
den Wechselwirkungen mit anderen Teilchen. Diese Wechselwirkungen werden 
durch Größen charakterisiert, die dieselbe Rolle wie die elektrische Ladung bei 
Wechselwirkungen mit dem elektromagnetischen Feld spielen. Falls Teilchen und 
Antiteilchen identisch sind, d.h. Y=W,, nennt man das Teilchen elektrisch- 
neutral. Die Theorie der elektrisch neutralen Teilchen ist von Majorana behandelt 
worden [31] (s. a. [32]), der von der Voraussetzung ausging, daß Neutrino und 
Antineutrino gleichartige Teilchen sind. 

Heute hat man festgestellt, daß Neutrino und Antineutrino verschiedene 
Teilchen sind. Ein Neutrino wird beim Positronenzerfall des Protons frei, ein 
Antineutrino beim Elektronenzerfall des Neutrons. Neutrino und Antineutrino 
unterscheiden sich durch die Spiralität. Die Experimente von (GOLDHABER, 
Gropzıns und Sunyar [33] haben gezeigt, daß beim Neutrino der Spin entgegen- 
gesetzt zum Impuls orientiert ist, d. h., das Neutrino hat negative (oder Links-) 
Spiralität. Das Antineutrino muß dann positive (oder Rechts-) Spiralität haben. 

Zweikomponentige Neutrinos sind gegen Raumspiegelung nicht invariant, weil 
der Impuls dabei sein Vorzeichen ändert, der Drehimpuls (Spin) aber unverändert 
bleibt. Bei einer Raumspiegelung geht eine Rechtsschraube in eine Linksschraube 
über, das Antineutrino muß in ein Neutrino übergehen und umgekehrt. Nur bei 
gleichzeitiger Ausführung einer Raumspiegelung und der Ladungskonjugation 
bleibt das Neutrino unverändert. 


$ 70. Das Wasserstoffatom unter Berücksichtigung des Elektronenspins 267 


Das Produkt aus Raumspiegelung und Ladungskonpjugation ist in den Arbeiten 
von Landau als kombinierte Inversion bezeichnet worden. Das Neutrino ist gegen- 
über der kombinierten Inversion invarıant. Alle Erscheinungen, in denen Neu- 
trinos vorkommen, sind invariant gegenüber der kombinierten Inversion, aber 
nicht invariant gegenüber Raumspiegelung und Ladungskonjugation einzeln. Bei 
diesen Erscheinungen wird deshalb die Paritätserhaltung verletzt, die eine Folge der 
Invarianz gegenüber Raumspiegelungen ist. Die Paritätserhaltung wird auch beı 
einigen anderen Erscheinungen verletzt, die mit schwachen Wechselwirkungen 
zusammenhängen (Zerfälle der Mesonen und Hyperonen). 

Zum Schluß dieses Paragraphen wollen wir. noch bemerken, daß der Begriff der 
Spiralität als Eigenwert des Operators ö, = öp/p, d. h. der Projektion der Matrix ö 
auf die Impulsrichtung, auch für Teilchen mit einer Ruhmasse verschieden von 
Null brauchbar ist. Für freie Teilchen kommutiert der Operator ö, mit dem Hamil- 
ton-Operator Hp, daher ist die Spiralität h ein Integral der freien Bewegung. Die 
Operatoren ö, und ‘; hängen aber in komplizierterer Weise zusammen. 

Durch Multiplikation der Gleichung y; = —a,6, mit ö, bekommen wir Ö,y; 
= —a,0oderöpyy = —ap. 

Diesen Wert setzen wir in Hp (61.2) ein und finden für Zustände zum Eigen- 
wert & des Operators Hp» 


Vs=— a | (69.7) 


Fürm =D ist ep/ep® = n mit e= + cp. Demzufolge geht (69.7) in. (69.3a) über. 
Fürm#+#0ıte= +c Yp? + m?c?, deshalb ist der Projektionsoperator für die 


Spiralitäth = 1. 
1 1 e— mc? 
1 ande Lin nd) 


2 2 cp 

Für die Spiralität A = —1 ist der Projektionsoperator 
1 1 e— mc? 
EP FERBEN ER =. 
2 2 cp 
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In 88 38 und 39 haben wir die Bewegung eines Elektrons im Coulomb-Feld eines 
Kerns behandelt, ohne den Spin des Elektrons zu berücksichtigen. Wir wollen 
diese Bewegung jetzt mit Hilfe der Dirac-Gleichung untersuchen und die relati- 
vistischen Korrekturen bis zur Ordnung (v/c)? mitnehmen. Aus dem Vergleich der 
erhaltenen Ergebnisse mit den Lösungen der $$ 38 und 39 können wir die Rolle des 
Elektronenspins im Wasserstoffatom abschätzen. 

Für die stationären Zustände eines Elektrons ım Coulomb-Feld eines Kerns mit 


A Ze? 
der potentiellen Energie V(r) = — = (die Ausdehnung des Kerns vernachlässigen 
wir) gilt die Gleichung e 


(Ho+ Wı+ Wı+ Ws) Y= EW (70.1) 
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mit 
2 Ze? 
H,= 5. eo, (70.2) 


r 


W,, Wı und W3 sind die relativistischen Korrekturen zum Hamilton-Operator 
(70.2) für die nichtrelativistische Bewegung, die wir in $ 66 behandelt haben: 


V?V rZe?h? 


Me a ee vu 
2\2 
(2+ 2) 
W,=- re (70.4) 
20V = 
W;= (2m?c?r)"1 = (s2) = Ze?(2m?c?r?)”"1 (sß). (70.5) 
r 


Ze? 
Die Gleichung (70.1) ist in 8 66 unter der Voraussetzung E + 2.& 2me? ab- 
5: 


Z 2 1,4 Z-1071? cm darf man sie daher nicht ver- 
2 mc? 
wenden. Für die näherungsweise Abschätzung der Korrekturterme W,; ın der 
Gleichung (70.1), die wir in diesem Paragraphen vornehmen wollen, spielen kleine 
r-Werte eine sehr geringe Rolle trotz der Singularitäten für r = 0 in (70.3) und 
(70.5). 

Um die Lösung der Gleichung (70.1) zu vereinfachen, führen wir den Operator 
für den Gesamtdrehimpuls des Elektrons ein: 


geleitet worden. Für r< 


S=82+5s. 


Das Skalarprodukt s£ kann man nun in (70.5) durch die Quadrate der Dreh- 
impulsoperatoren ausdrücken 
25 L=-P—- D— s. (70.6) 


Mit (70.6) und durch Einführung von Kugelkoordinaten bringen wir (70.2) und 
(70.5) in die Gestalt | 


2 10 Ö L? Ze? 
Hz es 2 70.7 
2 2mr? ur ) mr? r’ u 
Ze? 
W J?— L?— sS?). 70.8 
3 mar: ( Ss ) ( ) 


Anhand von (70.7) und (70.8) kann man sich leicht davon überzeugen, daß der 
vollständige Hamilton-Operator (70.1) mit den Operatoren L?, s? und J? ver- 
tauschbar ıst. Es gibt daher stationäre Zustände, in denen die drei zu diesen Ope- 
ratoren gehörigen Größen alle bestimmte Werte haben. Die Abhängigkeit der 
Wellenfunktionen für diese Zustände von den Winkeln und den Spinvariablen 
wird durch die Funktionen (64.11) gegeben; die Drehimpulsoperatoren kann man 
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durch die Eigenwerte (64.12) ersetzen. Die Gleichung für den Radialanteil der 
Wellenfunktion für die stationären Zustände ist 


e? 
1E+ 2 - 2 (7 )-4 1 En mut) [Wı + W3+ W3] pn1j(r), (70.9) 


2mlr?Or\ 9 r 
W, und W; werden durch (70.3) bzw. (70.4) gegeben, 
Ze?h? 


We 
Am?c?r? 


iu Far 1)- = (70.10) 


Die Operatoren W; sind von der Größenordnung (v/c)?, so daß man die Gleichung 
(70.9) nach der Methode der sukzessiven Approximation lösen kann. In nullter 
Näherung haben wir die Gleichung 


ö h?rT108 5.0 I(i+ 1) Ze? | 
nt [arl ne anile)= 0 nn 


r 


die genau mit der nichtrelativistischen Gleichung für das Wasserstoffatom ohne 
Berücksichtigung des Spins übereinstimmt. Aus $ 38 wissen wir, daß zu jedem 
Ennergiewert 
Z’me* 
Eee. wel 2,:sE, 
2 h?n? 


n Radialfunktionen @,,(r) gehören, die sich durch die Werte der Quantenzahl 
i=0(,1,2..., n — 1 unterscheiden. Wir verwenden diese Funktionen und er- 
setzen in Wa die Energie E durch den Wert E„ in nullter Näherung. Die Korrektur 
zur Energie E„ wird dann in erster Näherung durch die Formel 


AE,;j = Enj = EB, ei 92,(Wı + W>+ W;) r?dr (70.12) 


gegeben. Bei der Berechnung von (70.12) benutzt man zweckmäßig die atomaren 
Maßeinheiten. Wir führen die Feinstrukturkonstante 


70.4 
hc 137 nn 
72 
und En = — 53 ein und schreiben (70.12) als Summe dreier Terme: 
n 
0 für I#0 
Zro? Za? 92,(0 
(nl|Wıln!> = BE 92,8(0) ode = 7 u) m | 027% 
2 " 8 —— , ür /=0 
2n? 
a? Z\? ar2Z% / 3 1 
7 a Di 2 En —— 2d — Be 
(nl Walnly rl 7 -) 4 4 Ins An 1 
I+ 7 
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Zoarf.,. 3 1 
ent Walnd = | + 10+ D= | 7 pr?dr = 


+1)" für J=1+ 


ar“ 2° 
 2n3(2l+ 1) 4 
I! für J= 1-5: 


Zur Berechnung dieser Matrixelemente sind die folgenden Ausdrücke für die Inte- 
grale über die Produkte von o* mit den Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms 
verwendet worden: 


1 2 1 2? 
[mzede = m | Pizzede ea 
0 n 0 ( ) 
n’Il+ — 
| 2 
1 73 AZ> 
IK ode = a und 9,(0) = Ey O0: 
Ä n3(1+ 1) (+ z)' 


Die erhaltenen Ausdrücke für die Matrixelemente setzen wir ın (70.12) ein und 
finden die endgültige Formel für die Korrektur der Energiezustände des Wasser- 
stoffatoms infolge der relativistischen Effekte für ein Teilchen mit dem Spin 1/2 
(in atomaren Maßeinheiten): 
arZ° 1 3 
2n?|. 1 An 
(nr 


Formel (70.14) besagt: Die relativistischen Effekte.der Ordnung (v/c)? heben die 
n?-fache Entartung der Niveaus auf, die sich nach der nichtrelativistischen 
Schrödinger-Theorie für ein Teilchen ohne Spin ergibt. Außer von der Haupt- 
quantenzahl n hängen die Energieniveaus jetzt auch von der Quantenzahl, = 1/2, 
3/2, ... ab, die den Gesamtdrehimpuls des Elektrons im Atom angıbt. Die Energie 
hängt nur von der Quantenzahl /, aber nicht von l ab. Daher bleiben die Niveaus 


(70.14) 


1 
mit gleichen n und ; für 2=j + entartet. Diese zweifache Entartung der 


2 
Energieniveaus ist auch in der exakten Lösung der Dirac-Gleichung (s. $ 71) für 
das Coulomb-Feld vorhanden. Da bei Berücksichtigung des Elektronenspins ein 
neuer Freiheitsgrad auftritt, ist die Gesamtzahl der Energieniveaus zu einer 
Hauptquantenzahl n gleich 2n?, d. h. doppelt so groß wie die Zahl der Zustände 
eines Teilchens ohne Spin. 

Bei Berücksichtigung des Elektronenspins wird die Bezeichnung ‚‚n!“ der Zu- 
stände eines Teilchens in einem kugelsymmetrischen Feld durch die Bezeichnung 
„nl;“ ersetzt; die Quantenzahl) rechts unten am Buchstaben ! gibt den Gesamt- 
drehimpuls des Elektrons ın dem betreffenden Zustand an. In einem Wasserstoff- 
atom sind also die folgenden Zustände möglich 


1sıp; As 2pır25 2P3p5 Fein Spa; SPaj2> Sch: 3d;j2. u.s. w. 


Die Zustände mit der gleichen Energie sind unterstrichen. 
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Die Wellenfunktionen für die stationären Zustände eines Elektrons ım Coulomb- 
Feld können auch in der Form 


Inljmy> = @nj(r) Pı1j2jm(Opm;) (70.15) 


geschrieben werden, wobei die Radialfunktionen @,„;(r) in nullter Näherung mit 
den Funktionen @,,(r) der nichtrelativistischen Gleichung für ein Teilchen ohne 
Spin übereinstimmen. Die Funktionen ®;1/2;jm(dpm;) werden durch die Ausdrücke 
(64.11) gegeben. Sie hängen von den Winkeln und den Spinvariablen ab. Die 
Energie der stationären Zustände (70.15) ist nur von den Quantenzahlen n und 7 
abhängig. Jedes Niveau istin der magnetischen Quantenzahll m = +7, + —1), 

. (21 + 1)-fach entartet; die magnetische Quantenzahl bestimmt die Projektion 
des Gesamtdrehimpulses des Elektrons. 

Das System der Niveaus zu verschiedenen Werten von AE,; und für gleiches 
E,„ wird als die Feinstruktur bezeichnet. Aus Formel (70.14) ergibt sich für festes n 
die „Gesamtbreite der Feinstruktur‘‘, d.h. der Abstand zwischen den Niveaus 
Jh=n- 7 und = zZ als 

a?Zi(n— 1) 
Ma 2n‘ 


D= AE,; — ME 


Dieser Wert ist kleiner als die Gesamtbreite der Feinstruktur für ein Teilchen ohne 
Spin (s. (58.24a)); dort war x 
u 2 Zia”(n— 1) 
n32n—1) 


Der Abstand der einzelnen Komponenten der Feinstruktur ist dem Quadrat 
der Feinstrukturkonstanten (70.13) proportional, d.h. von der Größenordnung 
5-10”% atomare Energieeinheiten. Für das Niveaun = 2 des Wasserstoffatoms 

= 1) ist die Energiedifferenz zwischen den Zuständen 2ps3» und 2sın gleich 
&2/32 (= 0,365 em”!). Der Absolutwert der Feinstrukturaufspaltung nimmt mit 
zunehmender Hauptquantenzahl rasch ab. Die Aufspaltung der Spektrallinien zu 
Übergängen zwischen Zuständen mit verschiedenen n wird in der Hauptsache 
durch die Aufspaltung der niedrigsten Niveaus hervorgerufen. Zum Beispiel ist 
jede Linie der Balmer-Serie (die Übergängen in den Zustand n = 2 entspricht) ein 
Dublett; der Abstand zwischen den beiden Linien eines Dubletts ıst von der 
Größenordnung «?/32 atomare Energieeinheiten. 

Viele experimentelle Untersuchungen mit optischen Methoden haben die Aus- 
sagen der Diracschen Theorie über die Feinstruktur der Energieniveaus des 
Wasserstoffatoms bestätigt. In einigen Experimenten wurde eine kleine Aufspal- 
tung des 2sı,- und des 2pı,2-Zustandes beobachtet, aber diese Aufspaltung lag 
innerhalb der Fehlergrenzen (—10 im Verhältnis zur Energie des Übergangs). 
Die Anwendung der Hochfrequenztechnik zur Untersuchung kleinster Differenzen 
zwischen den Energieniveaus erhöhte die Meßgenauigkeit um 3—A Größen- 
ordnungen. So konnten LAms und RETHERFORD [34] mit Sicherheit feststellen, 
daß die Niveaus 2sj, und 2p,, gegeneinander um etwa 10%, der Feinstruktur- 
konstanten verschoben sind. Diese relative Verschiebung des 2s],- und des 2 pıp- 
Niveaus, das sogenannte Lamb-shift, wurde von der Quantenelektrodynamik er- 
klärt. Diese Aufspaltung wird in der Hauptsache von den Strahlungskorrekturen 
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(Wechselwirkung des Elektrons mit dem Vakuum) hervorgerufen. Kleine zusätz- 
liche Korrekturen ergeben sich infolge der endlichen Ausdehnungen und der 
inneren Struktur des Kerns. Die Berücksichtigung aller dieser Effekte führt zu 
einer hervorragenden Übereinstimmung von Theorie und Experiment (s. [35]). 

Bei der Berechnung der relativistischen Korrekturen, die die Feinstruktur des 
Energiespektrums. der Elektronen in einem Atom ergaben, haben wir das Feld des 
Atomkerns als kugelsymmetrisches elektrisches Feld angesehen. Der Kern des 
Wasserstoffatoms und viele andere Atomkerne haben aber ein magnetisches Mo- 
ment. Die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten des Elektrons 
und des Kerns hebt die Entartung (in der Projektion des Gesamtdrehimpulses) der 
Energieniveaus des Atoms auf. 

Die Kernmomente sind ungefähr 10°mal kleiner als das magnetische Moment des 
Elektrons auf Grund seiner Bahnbewegung. Die Aufspaltung der Niveaus infolge 
des magnetischen Kernmoments wird daher etwa 10°mal kleiner als die Aufspal- 
tung infolge der Spin-Bahn-Wechselwirkung (als die Feinstruktur) sein. Man 
nennt deshalb die Aufspaltung der Energieniveaus infolge des magnetischen Kern- 
momentes Ayperfeinstruktur. Die Messung der Hyperfeinstruktur eines Atoms ist 
eine Methode zur Bestimmung der Spins und der magnetischen Momente der 
‚Atomkerne. 


Wir wollen die Größe der Hyperfeinstrukturaufpaltung der Energieniveaus für die 
s-Zustände eines Elektrons in einem Atom abschätzen. Dabei können wir den Atomkern 
als punktförmigen magnetischen Dipol ansehen mit dem Moment u. Ein solcher Dipol 
erzeugt das Potential 


u | x]; Ash) 


Acer? 


zu dem das Magnetfeld 


A A 
s-vx]-v(v—)-7() (70.16) 
rer Arr 
gehört. Der Operator 
w eh _ eh 
me 


beschreibt die Wechselwirkung des magnetischen Momentes des Elektrons mit dem Magnet- 
feld. In erster Näherung der Störungstheorie ist die Niveauverschiebung in den unge- 
störten Elektronenzuständen W gleich AE = (w|W|y). Es si W = p,(r) u; p,(r) sei die 
Radialfunktion des s-Zustandes, u die Spinfunktion. Es ist jetzt 


eh 
Ausg Tr <ulo,|u) <p,|Alp>- 
me 


Für die beiden möglichen Spinzustände haben wir <uls.|a) —= + 1. Wir beachten, daß 
p,(r) nicht von den Winkeln abhängt, setzen (70.16) ein und bekommen 


u 
De 
V Arr 


PslHlpy> = — (a. 9) = u<p, dt)| P> = up, (0). 
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In nichtrelativistischer Näherung wird die Hyperfeinstrukturverschiebung der s-Niveaus 
eines Atoms durch die Gleichung 


eh 
AE=F -— up? (0) 


2me 


gegeben, wenn u das magnetische Kernmoment, m die Elektronenmasse und ®,(0) der 
Wert der Wellenfunktion des Elektrons im Mittelpunkt des Atoms sind. 


$ 71*. Exakte Lösung der Dirac-Gleichung für das Coulomb-Feld 


In diesem Paragraphen wollen wir die exakte Lösung der Dirac-Gleichung für 
2 


ein Elektron im Coulomb-Feld mit der potentiellen Energie V= — studieren. 
| | 2 
Der Hamilton-Operator ist in diesem Falle 
H= cäp+ m2ß+ V(r). (71:1) 


Wegen der Kugelsymmetrie der potentiellen Energie wird man (71.1) zweckmäßig 
in Kugelkoordinaten aufschreiben. 
Auf Grund der Operatoridentität (61.10) haben wir 


(ör) (62) = (ör) (öl x p]) = i{(ör) (rp) - r?(öp)} 


und folglich 


(p) = 2 (en) + i@9)} 

Wegen 

[9 (pP) 

(äp)= on 0 
ist 
(an =), (71.2) 

wobei 

ER (71.3) 


— ıh 1 
pe — --ih(2 +). (71.4) 
Durch die Beziehung | 
khK= B[(6%)+ A] (71.5) 


führen wir den neuen Operator K ein. Der Hamilton-Operator (71.1) erhält damit 
die Gestalt 


H= ca,p, + IM eone Bmc?+V. (71.6) 
5; 
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Der Operator K kommutiert mit den Operatoren ß, «, und p,, deshalb ist er auch 
mit dem ganzen Hamilton-Öperator (71.6) vertauschbar. Wir wollen das Quadrat 
des Operators. (71.5) berechnen. Unter Verwendung von (61.10) und der Operator- 
gleichung [8x 2] = ih£ finden wir 


2 z 1,,\ BR h? = 
WR? = (68)? + 2h(68) + N — (2 5h8) +g=P4z, (MN 

wobei 

102 

2-(2+,,h8) 

y 
das Quadrat des Operators für den Gesamtdrehimpuls des Elektrons ist. Der Ope- 
rator h?K” ist ein Integral der Bewegung und hab die Eigenwerte h?k? mit 


2 
= ju+N+7=(j+5). 
7 p 


Demnach ist 


1 
k=+(j+5)=+1, es (71.8) 


Uns interessieren Zustände mit einem bestimmten Gesamtdrehimpuls des Elek- 
trons und somit auch mit einem bestimmten Wert von k. Die Energie dieser Zu- 
stände wird nach (71.6) aus der Gleichung 


(eu,pr ee E) yo (71.9) 
- 


berechnet, wobei k durch (71.8) gegeben wird. 


Die Matrizen «, und ß antikommutieren miteinander. Man kann die Darstellung 


mit ne 
—i 
= (5 ) “-(; ) 
wählen. Weiter verwenden wir (71.4) und führen die Funktion 
Pin) E sy (71.10) 


ein. So entsteht aus der Gleichung (71.9) das Gleichungssystem 


(ke)! (E- mc’— V) F+ +2 6- 0, 


(TA) 
(ke)! (E+ mc?’— V) re 


ror 
e2 
und führen die Bezeichnungen 


Wir setzen V= — 


Akc= E+ mc‘, Bhc=mce— E (71.12) 
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und die dimensionslose Länge (für den Fall E= mc?) 


o=rD, Dhc= Ym?c‘— E?= he YAB (71.13) 


ein; das Gleichungssystem (71.11) lautet in den dimensionslosen Veränderlichen 


Br2)r-[4+2]o=0 


D oe do 
( 2) ’ £ ä a. (71.14) 
D do 0 


mit der Feinstrukturkonstanten & = e?/hc. 


Die Lösung des Gleichungssystems (71.14) kann man in Reihenform ansetzen: 
F(e)= exp (-0) 2 0°"”a,, 


z (71.15) 
G(e)= exp (-e) 2, 0°'”b,. 


Einsetzen von (71.15) in (71.14) und anschließender Koeffizientenvergleich von 
ost"! ergibt 


k+. — Zaay= 
(k + s) bo ag 0, (71.16) 
—Zabo+ (kk-s)ao=d, 
2 
Det Zea,— (+v+k)b,+b—=0, 
1. 
by Zab,- (s+r-k)a,+u=0, u) 
für #0. | 
Aus dem Gleichungssystem (71.16) folgt 

k?— s?— Z?a?= 0 oder s= (k?— Zar)? (71.18) 


Die Lösungen mit dem negativen Vorzeichen vor der Wurzel in (71.18) sind ver- 
worfen worden, weil sie im Nullpunkt divergente Wellenfunktionen ergeben. 

Wir multiplizieren die erste Gleichung (71.17) mit D und die zweite Gleichung 
mit D, subtrahieren eine von der anderen und finden den Zusammenhang zwischen 
den Koeffizienten a, und b,: 


A A | 
(V42=+ s+ x) (Y#e+ y-+ n- 2a), (71.19) 


Die Reihen (71.15) stellen im Unendlichen reguläre Lösungen dar, wenn sie bei 
einem endlichen » = N abbrechen. Wir setzen in (71.17) anıı =bxn4ı = 0 und 
bekommen 


YBay=- YAby, N=0,1,2,.... (71.17) 


419 Dawydow, Quantenmechanik 
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Weiter setzen wır (71.17a) in (71.19) für » = N ein und erhalten 
B-A 


—— Zu = Xs+N). 


In dieser Gleichung verwenden wir die Ausdrücke (71.12) und (71.13), und es wird 
Z& E= —(s+N) Ym2c‘ — E?. 


Aus dieser Gleichung läßt sich die Energie berechnen. Unter Beachtung von 
(71.18) haben wir 


xZ 21 -1/2 
E= E- mc? = mc? f + an) | = 1 (71.20) 
N + YR2— 022? 


mit 
ker+1;, #2... NV 122: 
Entwickeln wir (71.20) in eine Reihe nach Z?«?, so erhalten wir bis zu Gliedern 


= (Zo)i 
mc?Z? a? (aZy% (1 3 
ZUR ee 71.21 
z ?n? F = n m )| 


mil 
n=N+|k=1,2,... 


als Hauptquantenzahl. Der erste Term auf der rechten Seite von (71.21) stimmt 
mit der Energie überein, die die nichtrelativistische Schrödinger-Gleichung ohne 
Spin ergibt. Der zweite Summand enthält die relativistischen Korrekturen für ein 


Teilchen mit dem Spin 1/2. Wenn wir |k| = j En beachten und atomare Maß- 


einheiten einführen, dann sehen wir, daß die Formel (71.21) mit der Formel (70.14) 
übereinstimmt, die sich nach der Störungstheorie ergeben hat. 

Jetzt gehen wir zum Studium der radialen Eigenfunktionen der exakten Lösung 
der Dirac-Gleichung über. Diese Funktionen werden durch die Formel (71.10) 
gegeben, in der für die Funktionen F und G die Reihen (71.15) zu verwenden sind. 
Die Koeffizienten a, und 5, werden mit Hilfe der Gleichungen (71.17) und (71.19) 
für s= (k? — Z?o«?)1/2 durch ag und bo ausgedrückt. Im Unendlichen ver- 
schwinden diese Funktionen nach demselben Gesetz wie in der Schrödinger- 
Theorie ($ 38). Die Abnahme erfolgt um so rascher, je kleiner die Hauptquanten- 
zahl ist. Das Verhalten der Wellenfunktionen für kleinee wird durch den asympto- 


tischen Ausdruck 
ano-it Ve-Zra: E 
w_( - (71.22) 
boo-!+ Vk2— Z2a2 


gegeben. Für alle stabilen Atomkerne ist Z« < 1. Die Funktion W verschwindet 
daher füre>0fürk= +2, +3, ...; diese k-Werte entsprechen ] = 3/2, 5/2,.... 
Für k= +1 (d.h. für p- und s-Zustände) sind die Diracschen Wellenfunk- 
tionen (71.22) für alle Quantenzahlen n im Koordinatenursprung singulär. Wenn 
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Z« klein ist, ist diese Singularität aber sehr schwach. Bei realen Atomen ist die 
Singularität der Funktionen (für k = + 1) nicht vorhanden, weil die potentielle 
Energie wegen der endlichen Ausdehnungen der Kerne von dem Verlauf für das 
Coulomb-Feld abweicht und für o > O nicht gegen unendlich strebt. 

Genauere Angaben über die Diracschen Wellenfunktionen für ein Elektron ım 
Coulomb-Feld eines Kerns sowohl für das diskrete als auch für das kontinuierliche 
Spektrum kann man in den Arbeiten [36] und [37] finden. 


$S 72. Ein Atom im äußeren Magnetield 


In einem äußeren Magnetfeld ändern sıch die Energiezustände eines Atoms. Die 
Verschiebung der Energieniveaus eines Atoms unter dem Einfluß eines äußeren 
Magnetfeldes heißt Zeeman-Effekt. In diesem Paragraphen werden wir uns mit 
der elementaren (Juantentheorie des Zeemann-Effektes befassen. 

Aus 865 und $ 70 wissen wir, daß der Hamilton-Operator für ein Elektron in 
einem elektromagnetischen Feld mit den Potentialen W und Ay in quasirelati- 
vistischer Näherung durch den Ausdruck 


A 2 
-Za) 
(» c eh 


H= aM + eÄAy = IMec (69H) + W, 3x (72.1) 


gegeben wird; darin sind: M die reduzierte Masse, e die Ladung des Elektrons und 


’ e er ; i ’ 
W,=a(ßs) mita= DATEI der Operator für die Spin-Bahn-Wechselwirkung. 
Das Atom befinde sich in einem äußeren homogenen Feld mit der Feldstärke 9. 
Wir haben dann 
Ze? 1 


eAd=-—, U=Z[5xrl (72.2) 


Für kleine Felder kann man in (72.1) A? vernachlässigen und schreibt 


H= H,+ W (72.3) 
mit 
_ p2 1702 
0 aM ,r W,, (72.4) 


dem Hamilton-Operator für ein Atom ohne äußeres Feld; 


1eh eh 
en ENGEREN 7 SC 2. 
2 Me 2Y 2 Me (69) ve) 


(72.2) setzen wir in (72.5) ein und beachten £ = [rx(-ıhV)]. So kann man den 
Operator (72.5) für die Wechselwirkungsenergie des Elektrons mit dem homogenen 
Magnetfeld in die Gestalt 


W=-0$9 (72.6) 


19* 
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bringen, wobei 


om; (®+ 29) (72.62) 


der Operator für das magnetische Moment des Elektrons und 
| 3=8+5 (72.7) 


der Operator für den Gesamtdrehimpuls sind. 

Ohne Magnetfeld wird die Energie der stationären Zustände des Elektrons durch 
die Gleichung (Ho, — E„;)InjIm > = 0 bestimmt (s. $ 70). Wegen der Kugel- 
symmetrie des Feldes (es gibt keine ausgezeichneten Richtungen) sind die Energie- 
niveaus £„; hinsichtlich der Quantenzahl m entartet. In einem äußeren Feld 9 ist 
das resultierende, auf das Elektron wirkende Feld axialsymmetrisch. Die Ent- 
artung in m muß deshalb aufgehoben werden. 

Wir kommen zur quantitativen Berechnung des Zeeman-Effektes. Wir werden 
die Änderung der Energieniveaus eines Atoms unter dem Einfluß eines äußeren 
Magnetfeldes mit der Störungstheorie berechnen. Wie in $ 47 gezeigt worden ist, 
wird die Energieänderung unter dem Einfluß einer äußeren Störung in erster 
Näherung durch die Matrixelemente des Störoperators mit den Wellenfunktionen 
des ungestörten Problems bestimmt. Im Störoperator (72.6) ist das Magnetfeld 
von den Koordinaten unabhängig. Die ganze Rechnung reduziert sich daher auf 
die Berechnung der Matrixelemente (z-Achse in Feldrichtung) 


<njUm’lu;|njiIm>. (72.8) 
Um die Rechnungen zu vereinfachen, drücken wir über die Beziehung 


e 


5, (3+9) (72.9) 


den Operator für das magnetische Moment (72.6a) durch den Drehimpulsoperator 
(72.7) aus. Der Operator @ darin ergibt sich, indem man (72.9) skalar mit $ multi- 


pliziert: 
G=- 14]. 


= 2 Me J? 


Quadriert man (72.7), so kann man {$s durch die Quadrate der Drehimpulsopera- 
toren ausdrücken. Auf diese Weise finden wir 
e JP”’+s— L 
EEE 1 —— nn —— 
am | ee 
Folglich ist 
u.= GJ.. 


Diesen Ausdruck setzen wir in (72.8) ein und denken daran, daß die Funktionen 
InjImy Eigenfunktionen der Operatoren G und J, sind. Es ergibt sich 


kH 


<nj/m’\a.HlnjiIm) = mg IMG u (72.10) 
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mit dem Lande- Faktor 


_(,,JU+D+sC+ D-1l+ 
2 ne ' 727 um I (72.11) 


1 1 
Für Elektronen sind s = 5 und} —=1!l+ DE 0,152, 


Da nur die Diagonalelemente des Störoperators verschieden von Null sind, wird 
die Energie des Atoms in erster Ordnung der Störungstheorie durch den Ausdruck 


ehH 


I + 212 
Me? a 


Enjim == Enj = 


gegeben; m=+J)+(4-9: 

In einem Magnetfeld wird als die (27 + 1)-fache Entartung völlig aufgehoben. 

Die Verschiebung der Energieniveaus ist symmetrisch zum ungestörten Niveau 

Enj. Der Abstand zwischen zwei benachbarten aufgespaltenen Niveaus 
ehH 


AE=- 


en 79.43 
5.8 ( ) 


ist proportional zur magnetischen Feldstärke und zum Lande-Faktor, der von den 
Quantenzahlen ,, ! und s abhängt. In Tabelle 10 sind die Lande-Faktoren für 
‚einige Atomzustände angegeben (s = 1/2). 


Tabelle 10 
Lande-Faktoren 
Zustand | Sı | Pı | ps | ds | ds 
2 ©; 9 2 2 
5 2 4 & 6 
E les 


Die durch die Formel (72.13) gegebene Aufspaltung der Energieniveaus wird als 
anomaler Zeeman-Effekt bezeichnet. | 
Für ein Teilchen ohne Spin (s = 0) ist der Lande-Faktor g = 1. In diesem Falle 
ist der Abstand zwischen benachbarten aufgespaltenen Niveaus unabhängig von 
der Art des Zustandes gleich 
ehH Ä 


—23Me 


Diese Aufspaltung ist von der klassischen Elektronentheorie vorausgesagt worden. 
Sie heißt normaler Zeeman-Effekt. 

. Der normale Zeeman-Effekt wird für einige Zustände komplizierter Atome be- 
obachtet. Wie wir in $ 93 erfahren werden, kann der Zustand komplizierter Atome 
mit mehreren Elektronen in gewisser Näherung durch die Eigenwerte der Opera- 
toren für den Gesamtspin aller Elektronen © = $,s;, den resultierenden Bahn- 
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drehimpuls £ = 3%, und den Gesamtdrehimpuls 3= 2 + © charakterisiert 
werden. Die Änderung der Energiezustände solcher Atome in einem schwachen 
homogenen äußeren Magnetfeld wird ebenfalls durch die Formel 


ehH 


AE= 
2 Me°® 


mit 
JJ+41)+S(S+A1) -L(L+A) 


= 
Be 3II+HN) 


bestimmt. Für Zustände mit dem Gesamtspin 5 = 0 (Singuletterme von Atomen 
mit einer geraden Anzahl von Elektronen) ist, wie wir diesem Ausdruck entnehmen, 

— 1. In diesem Falle ist AE = ehH/2 Me, das entspricht dem normalen Zeeman- 
Effekt. Diese Aufspaltung wird z. B. bei den Singulettermen des Zinkatoms, des 
Kadmiumatoms und anderer Atome beobachtet. 

Formel (72.12) ist mit der Störungstheorie abgeleitet worden. Sie gilt daher nur 
für Feldstärken, für die die Aufspaltung (72.12) kleiner als die Energiedifferenz 
benachbarter Niveaus im Atom ohne Feld ist, d. h., wenn die Bedingung 


ehH 
2 Mc 


erfüllt ist. 

Der kleinste Abstand zwischen zwei Niveaus des Wasserstoffatoms gehört zu. 
zwei Feinstrukturniveaus (Abstand zwischen den beiden Komponenten eines 
Spindubletts): Eya7 — Eaıy2 = 0,365 em”! == 10717 erg. 

Der anomale Zeeman-Effekt muß also in solchen Magnetfeldern beobachtet 
werden, für die die erzeugte Aufspaltung kleiner als der Abstand der beiden 
Dublettkomponenten voneinander ist. Es ist eh/2 Mc — 9-10”?! erg/®; für die 
ersten angeregten Niveaus des Wasserstoffatoms kann man demnach Magnet- 
felder mit einer Feldstärke 7 < 1000 ® als schwache Felder ansehen. 

Ist die vom Magnetfeld verursachte Aufspaltung AE groß gegenüber der 
Dublettaufspaltung der Niveaus, so spricht man von einem starken Magnetfeld. 
In einem starken Magnetfeld wird die Kopplung zwischen Spin- und Bahndreh- 
ımpuls gelöst, und die entsprechenden magnetischen Momente wechselwirken un- 
abhängig voneinander mit dem Magnetfeld. Für starke Magnetfelder kann man 
daher den Operator für die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Magnetfeld ın 
der Form | 


eH | 
ee u; 2 22. 
Ww uf 3m.‘ „+ 2s,) (72.15) 


schreiben. Bei der Berechnung der Aufspaltung der Energieniveaus in einem 
starken Magnetfeld kann man in nullter Näherung die Spin-Bahn-Wechselwirkung 
vernachlässigen und als ungestörte Funktionen 


Inimım ,> (72.16) 


verwenden, d.h., die Zustände des Elektrons im Atom können durch die Haupt- 
quantenzahl n, die Nebenquantenzahl / und die Quantenzahlen m, und m, für die 
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Projektionen des Bahndrehimpulses und des Spins charakterisiert werden. In 
diesem Falle wird die Anderung der Energieniveaus unter dem Einfluß des Feldes 
durch die Formel 


ehH 


mm = T yo | 


mı+ 2m,) (72.17) 


gegeben, da die Eigenwerte der Operatoren ®, und $,hm, bzw. hm, sind. | 
Jedes Energieniveau Z,„,; spaltet also in 22 + 3-äquidistante Komponenten (Ab- 

stand ehH/2 Mc) auf, entsprechend den 2/2 + 3 möglichen Werten für die Summe 

1 

der Quantenzahlen (m; + 2m,). Für festes ! sind wegen m, = + > diese Zahlen 

i+1,1,1-1,..., —(l +1). Von diesen Komponenten sind die beiden 

höchsten und die beiden niedrigsten nicht entartet, alle übrigen sind zweifach 

entartet, weil man .den betreffenden Wert auf zwei Wegen erhalten kann: 


1 

2957 

‚mı+ 2m, = N 
m, + 2-1 für M=—= 7. 


m, +1 für m,= 


Die Niveauäaufspaltung (72.17) muß in starken Magnetfeldern beobachtet werden. 
Diese Aufspaltung wird als Paschen-Back-Effekt bezeichnet. Sie wird tatsächlich 
für einige Niveaus der Atome von Li, Na,O und anderen in Magnetfeldern mit 
einer Feldstärke von mehr als 30000, 32000 bzw. 72000 A/cm beobachtet. 
Bei strengeren Rechnungen hat man den Operator (70.5) für die Spin-Bahn- 
Wechselwirkung 
Ze? 


Ww, = a(2s) , U = I M?e?r3 (72.18) 


neben dem Operator (72.17) für die Wechselwirkung mit dem äußeren Magnetfeld 
zu berücksichtigen. In starken Magnetfeldern ergibt der Operator (72.18) eine 
zusätzliche (Multiplett-) Aufspaltung der Energieniveaus, die der Aufspaltung 
(72.17) überlagert ist. 

Wir mitteln den Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung (72.18) für Zustände, 
die durch die Funktionen (72.16) beschrieben werden, und erhalten den zusätz- 
lichen Term zu den Energieniveaus des Systems (in atomaren Energieeinheiten) 


AE,= Amım,, (72.19) 
wobei 
Zi? 


1 
In3l(l+ 1) (+) 


A= (nimm lalnimım,> = 


(in atomaren Energieeinheiten) größenordnungsmäßig gleich dem Abstand zwi- 
schen den Feinstrukturkomponenten ist (s. (70.14)). 

Die Korrektur AE, (72.19) zur Energie hängt von den Quantenzahlen m; und 
m, ab. Sie hebt die oben erwähnte Entartung auf und bewirkt eine kleine Verschie- 
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bung der nicht entarteten Niveaus. Der Operator (72.18) muß besonders dann be- 
rücksichtigt werden, wenn die Aufspaltung infolge des äußeren Feldes mit der 
Feinstrukturaufspaltung vergleichbar ist. 

Für sehr starke Magnetfelder muß man auch die Glieder der zweiten Ordnung 
der Störungstheorie für den Operator (72.17) und den Term proportional zu A? in 
(72.4) mitnehmen. Die Änderung der Energieniveaus auf Grund dieser Korrek- 
turen wird proportional zu M?. 


$ 73. Ein Atom im äußeren elektrischen Feld 


Die Änderung der Energie der stationären Zustände eines Atoms in einem 
äußeren elektrischen Feld heißt Stark-Effekt. Ohne Feld gehört zu den stationären 
Zuständen |njm) die Energie E„; (d.h. Entartung bez. der Quantenzahl m). 
Schaltet man ein homogenes elektrisches Feld mit der Feldstärke & ein, so tritt im 
Hamilton-Operator das Zusatzglied 


W=—- &. (73.1) 


auf, wo d = er der Operator für das elektrische Dipolmoment des Elektrons ist. 
Die z-Achse liege in Feldrichtung. Der Hamilton-Operator für das Atom ist dann 


p2 Ze? 


H-H.4Werr at 
Da 2 M r 


— ezE.. (73.2) 


Beim Einschalten eines äußeren elektrischen Feldes ändert sich erstens die Sym- 
metrie des Systems: Aus der Kugelsymmetrie wird Zylindersymmetrie. Weiter 
ändert sich das Verhalten der potentiellen Energie für Z— + ®. Da die potentielle 
Energie für Z>— © (e<0) abnimmt, kann das Elektron mit einer gewissen 
Wahrscheinlichkeit die Potentialbarriere durchdringen, d. h., das Atom kann 
durch das äußere elektrische Feld spontan ionisiert werden. Die Möglichkeit, daß 
das Elektron die Potentialbarriere durchdringen kann, äußert sich in einer Niveau- 
verbreiterung (s. $ 80). Diese Verbreiterung wird mit zunehmendem n größer. Für 
genügend große n (hohe Anregungen des Atoms) nähert sich die Ionisationswahr- 
scheinlichkeit 1. Für die ersten angeregten Niveaus in nicht sehr starken Feldern 
ist dieser Effekt klein und kann in erster Näherung vernachlässigt werden. 

Der Operator (73.2) ist invariant gegenüber beliebigen Drehungen um die Feld- 
richtung und gegenüber Spiegelung an einer beliebigen Ebene, die diese Achse 
enthält. Bei einer solchen Spiegelung ändert sich das Vorzeichen der Projektion 
des Drehimpulses: m > — m. Infolgedessen sind in dem System mit dem Hamilton- 
:Operator (73.2) die Energieniveaus für Zustände mit m und —m gleich, d.h., es 
liegt eine zweifache Entartung vor. Der Hamilton-Operator (72.1) für ein Atom in 
einem Magnetfeld ist gegenüber Drehungen um die Feldrichtung invariant; er ist 
aber nicht gegenüber Spiegelungen an Ebenen invariant, die die Feldrichtung ent- 
halten. Für ein Atom in einem Magnetfeld gibt es daher keine analoge Entartung 
(in m und —m). 

Die quantitative Berechnung der Änderung der Energieniveaus eines Atoms 
beim Einschalten eines elektrischen Feldes kann mit der Störungstheorie erfolgen, 
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wenn das Feld hinreichend schwach ist, d. h., wenn die Änderung der Niveaus 
klein gegenüber dem Abstand zwischen zwei benachbarten Niveaus ohne Feld ist. 
In erster Näherung der Störungstheorie wird die Korrektur zur Energie des 
ungestörten Systems durch den Mittelwert des Störoperators in diesem Zustand 
gegeben. Die Energieänderung im Zustand |njm> infolge der Störung (73.1) ist 


AE = E(njm|dlnjm), (73.3) 


wenn <(njm|d|njm> der Mittelwert des Operators für das elektrische Dipolmoment 
ım Zustand |rjm> ist. 

Der Operator für das Dipolmoment ändert bei einer Raumspiegelung sein Vor- 
zeichen. Deshalb ist sein Mittelwert für alle Zustände mit einer bestimmten Parität 
gleich Null. Wenn %y, eine bestimmte Parität hat, dann ändert sich |y,|? bei einer 
Spiegelung nicht, und es gilt [Iv.al?zdr —= (0; denn der Integrand wechselt bei 
einer Spiegelung sein Vorzeichen. Die nicht entarteten Zustände quantenmecha- 
nischer Systeme haben eine bestimmte Parität. Der Mittelwert des elektrischen 
Dipolmomentes ist daher in diesen Zuständen immer Null. Für entartete Zu- 
stände kann es im allgemeinen ein von Null verschiedenes mittleres Dipolmoment 
geben, wenn die betreffenden Zustände keine bestimmte Parität haben. Ein Bei- 
spiel für einen solchen Zustand ist der erste angeregte Zustand des Wasserstoff- 
atoms, dessen Wellenfunktion die Linearkombination 


Y= P2sın 2: Pyapıy . 
ist. In diesem Zustand ist der Mittelwert für den Operator des Dipolmomentes 
B= arße2 s472l®]2 pıy2> + kompl. kon). 


Quantenmechanische Systeme, die eine Gruppe fast entarteter Zustände haben, 
können ein von Null verschiedenes mittleres Dipolmoment besitzen, wenn sie 
keine ganz bestimmte Energie haben, so daß die Energieunschärfe größer als der 
Abstand zwischen den Niveaus mit verschiedener Parität wird. Solche Systeme 
sind einige Moleküle, zum Beispiel das heteropolare NaCl-Molekül u. a., die sehr 
dicht beieinanderliegende Rotationsniveaus mit verschiedener Parität haben. 
Die Mittelwerte der Dipolmomente dieser Moleküle sind daher schon für schwache 
elektrische Felder von Null verschieden, weil der Abstand zwischen den betref- 
fenden Rotationsniveaus klein gegenüber der Energie der Moleküle im elektrischen 
Feld und gegenüber der thermischen Energie ist. 

Wir wollen jetzt den Stark-Effekt für das Wasserstoffatom behandeln. Das 
elektrische Feld wirkt in nichtrelativistischer Näherung nicht auf den Spin des 
Elektrons. Man braucht deshalb in erster Näherung den Elektronenspin und die 
Feinstruktur infolge der Spin-Bahn-Wechselwirkung nicht zu berücksichtigen. 
Diese Vereinfachung ist für elektrische Felder mit einer Feldstärke größer als 
103 V/em gerechtfertigt, weil dann die Aufspaltung durch das elektrische Feld 
größer als der Abstand zwischen den Feinstrukturniveaus wird. 

Der Grundzustand des Wasserstoffatoms ist ein 1s-Zustand. Er hat positive 
Parität, und seine Energie bleibt beim Einschalten des Feldes in erster Näherung 
unverändert, weıl <1s|W]1s> = 0 ist. Bei der Behandlung des ersten angeregten 
Zustandes fürn = 2 muß man beachten, daß dieser Zustand vierfach entartet ist 
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Zur Berechnung der Niveauverschiebung in erster Näherung der Störungstheorie 
hat man Linearkombinationen aus den entarteten Zuständen zu betrachten: 


4 
P= bw. (73.4) 
i—1 
Jede der Funktionen yı = |2,0,03, ya = |2,1,03, y3=|2,1,1> und w = |2,1, 
— 1) erfüllt die ungestörte Gleichung 


Hovy; = Ey. 


Einsetzen von (73.4) in die Gleichung (Hy, + W) Y = EY ergibt das Gleichungs- 
system 


BN b,[W ;x — Ed;r] — (0) (73.5) 
mite= E— E} und W;x = (ilWik>. 


Von Null verschieden sınd die Matrixelemente 
Wn= Wa= -eE, (2,0,012|2,1,0>= —3eE.a (73.6) 


mit dem Bohrschen Radius a = h?/Me?. 
Die Korrekturen e zu den Energieniveaus ergeben sich aus der Lösbarkeits- 
bedingung für das Gleichungssystem (73.5). Diese Bedingung liefert die Gleichung 


(— 9e?E2a?) e?=0. (73.7) 
Die vier Wurzeln von (73.7) sind 
&= deaE,„ 9&=—deaE,„ ==. 


Beim Einschalten eines äußeren elektrischen Feldes spaltet also das vierfach ent- 
artete Niveau des Wasserstoffatoms in drei Niveaus auf. Eines dieser Niveaus ist 
zweifach entartet (die Zustände mit m = +1). Das stimmt mit den Über- 
legungen auf Grund der Symmetrie des Problems überein. Die Aufspaltung ist pro- 
portional zur elektrischen Feldstärke. Diese Aufspaltung bezeichnet man als 
linearen Stark-Effekt. 

Der lineare Stark-Effekt kann nur an einem System mit Coulombscher poten- 
tieller Energie (am Wasserstoffatom) beobachtet werden, wenn eine Entartung in 
der Quantenzahl / vorliegt. Für alle anderen Atome ist das Feld, das auf das Elek- 
tron wirkt, anders als das Coulomb-Feld; Niveaus zu verschiedenen ! (und somit 
auch mit verschiedener Parität) haben daher verschiedene Energien. Das mittlere 
elektrische Dipolmoment ist in diesen Zuständen Null. In diesem Falle wirkt sich 
das äußere elektrische Feld erst in zweiter Ordnung der Störungstheorie auf die 
Lage der Energieniveaus aus. Die Energieänderung des Zustandes |nim) wird 
durch die Formel 

<nImlz|n’U’my <n’Um]|z|nim)y 
Enm= Ei, + e®E} > a 7 (73.8) 


gegeben. Bei der Berechnung der Matrixelemente in (73.8) ist z=r cos d. Unter 
Verwendung der Gleichung 


cos d9Yım= AYızı,m+ BYı-ı,m 
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sehen wir, daß die von Null verschiedenen Matrixelemente in (73.8) zu Zu- 
ständen gehören, für die sich ! um 1 unterscheidet. 

Die Korrektur zu den Energieniveaus ist dem elektrischen Feld quadratisch 
proportional (quadratischer Stark-Effekt), wie man (73.8) entnimmt. Wegen der 
Entartung der Niveaus m und —m kann der Proportionalitätsfaktor nur eine 
gerade Funktion von m sein, daher ist 


Enm= E9,+ E2(& + Bm). (73.9) 


IX. ÜBERGÄNGE INFOLGE EINER ÄUSSEREN STÖRUNG 


$ 74. Der allgemeine Ausdruck für die Übergangswahrscheinlichkeit 
Auf ein System, das durch einen zeitunabhängigen Hamilton-Operator Hy be- 


schrieben wird, wirke während einer gewissen Zeit eine Störung. Der Störoperator 
sei 


wit) für OStSTr, 
Vi = 
( | 0 für << 0,t>r. 


In diesem Fall ist der vollständige Hamilton-Operator 


H= H,+ Vi) 
zeitabhängig, und die entsprechende Schrödinger-Gleichung 
.„ 0 
ih —_- = {Ho+ V(l)} y (74.4) 


hat keine stationären Lösungen. 

Der Operator V(t) kann die Wechselwirkung zwischen dem betreffenden System 
und anderen Körpern beschreiben. In einfachsten Fällen erfolgt diese zeitab- 
hängige Wechselwirkung durch Änderung äußerer Parameter: Abstandsänderung, 
Änderung der Feldstärke eines äußeren Feldes usw. 

Um die Wellenfunktion zu berechnen, die die Gleichung (74.1) erfüllt, gehen wir 
zur Wechselwirkungsdarstellung über. y setzen wir als Reihe an: 


Y- > An(t) Pn €XPp (- IE, ) . (74.2) 
n L 


-E,„ und 9, sind darin die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators Hy. 
Vor dem Einschalten der Wechselwirkung möge sich das System in dem statio- 
nären Zustand mit der Energie E„ befunden haben. Für t< 0 ist dann in der 
Summe (74.2) nur ein Summand von Null verschieden: 


4 
Ya Ym EXP (-iEn ) oder a,(t)= Om für t<d. 
Nachdem die Störung vorbei ist, d. h. für 2> r, haben die Koeffizienten a, wieder 
konstante Werte, a„m(T). Diese Werte hängen von der Art des Störoperators W(t) 
und dem Anfangszustand ab, der durch den zweiten Index vermerkt wird. 

Für £t>r wird sich also das System in einem Zustand mit der Wellenfunktion 


Vv.- Ba Anm(?) On exp (- IE, +) (74.3) 
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befinden. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das System in einen stationären Zu- 
stand mit der Energie E„ übergegangen ist, wird durch das Betragsquadrat des 
Koeffizienten a„m(T) bestimmt. Die Größe 


Ze m(?) = lanm(e)l? (74.4) 


ist also die Übergangswahrscheinlichkeit, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
das System während der Zeit rt aus dem Anfangszustand m in den Zustand n über- 
geht. 

Zur Berechnung der Koeffizienten a„„m setzen wir (74.2) in die Gleichung (74.1) 
ein. Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit ®*, integrieren über alle 
Variablen, von denen diese Funktionen abhängen, und erhalten das Gleichungs- 
system 


an) = I <nlWt)Iy ei®rta;(t) (74.5) 
l 
mit 
(a WI = f o* W(t) pıdE, (74.6) 
hwnı = En = Er. (74.6 a) 


Im folgenden werden wir uns nur mit Störungen befassen, für die die Diagonal- 
elemente des Störoperators verschwinden, d. h., wo <(n|W{t)|n> = 0 ist. In diesen 


Fällen fehlt in der Summe (74.5) das Glied mit! = n. 


Wenn <n|W(t)| ny # 0 ist, kann man durch die Transformation 
id 
a,(t) = Ay) ort - -, f (n!W(t’) |n> a (74.7) 
°3 


zu den neuen Amplituden A,„(t) übergehen. Diese Amplituden genügen dem Gleichungs- 


system 
., dA„(t) 
ih rs = I, <nlW Il) Al) exp 1218) 
E in) 
mit ü 


t t 
ARnıt = Ent + f (n|W(t)|Iny> dei — [2 a f WII ar 
0 0 


Die Frequenzen Q2,; beinhalten also die Verschiebung der Energieniveaus infolge der 
Störung. In dem Spezialfall, daß (n]W] n)y zeitunabhängig ist, haben wir 

Kon = E, Si <n|W|n) = (Eı T wi). 
Aus (74.7) folgt Ja,(t)? = |A,„(t)]?; daher ergeben die Amplituden A,(t) dieselben Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten wie die Amplituden a,(?). 


Zur Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit hat man das Gleichungs- 
system (74.5) mit der Anfangsbedingung 


AO) = $nm (74.8) 


zu lösen. Sind die Matrixelemente (74.6) klein und ist die Zeit r nicht allzu groß, 
so daß sich die Koeffizienten a„(T) gegenüber den Anfangswerten während der 
Einwirkung der Störung nur wenig ändern, dann kann man das Gleichungssystem 
(74.5) nach der Methode der sukzessiven Approximation lösen. 
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In erster Näherung kann man zur Berechnung von a,„(t) auf der rechten Seite 
von (74.5) die Anfangswerte (74.8) einsetzen. Wir erhalten dann für n+ m das 
Gleichungssystem 

a) 


d | 
ih— = = (n|W(t)Im) ei@ent. (74.5 a) 


Diese Gleichungen lösen wir mit den Anfangsbedingungen (74.8) und bekommen 


1.7 | 
al) = [ wir )Imy ei@ant’ dr. (74.9) 
0 


Diesen Ausdruck verwenden wir auf der rechten Seite von (74.5), und es ergibt 
sich bis zu Gliedern zweiter Ordnung die Gleichung 


da) 
ıh ZU <n|W(t)|m) ei®rmt + 


2 (n|W(t)In’y ei®ant j (mW (!)|my ei®rmt dt. 
Ma, 


Die Lösung dieser Gleichung kann in der Form 


a2) (t) $ | (n|W(t)Im) ei@ant’ dr’ + 


N 2 ee 
ar ey 2 j n|W(!)|n’> ei®rn- „ie j We )|m> x ei®rmt did (74.10) 


(n’ + a 


geschrieben werden. Setzen wir diesen Ausdruck wieder in die Gleichung (74.5) 
ein, so können wir die Lösung bis zu Gliedern dritter Ordnung finden. 

Durch Fortsetzen dieses Prozesses erhalten wir die Lösung in Gestalt einer 
unendlichen Reihe. Diese Reihe kann man kurz als 


(74.11) 
Anm(t)= (n|Pe m) 
schreiben mit 
t 
net [men = 
0 
t v 
Zi war +(5) ww) [ wir) ar ar + 
fm fen 
0 0 0 
ı v " 


113 | 2 
2 (5) [ jr) [ win) F wir) dr dd + (74.12) 
0 


0 0 
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und 
i i 
=” 7 Ho 7 Bot 74.13 
wor ww", 
wobei pF(t) der Störoperator in der Wechselwirkungsdarstellung ist (s. $ 31). 
Sehen wir uns das n-te Glied der Reihe (74.12) an: 


A\ın t tb, 
= () ar age 


Die Integration über die Zeitvariablen in A, erfolgt in „chronologischer‘‘ Reihenfolge: 
K>b>t3>... > t,. Um die A, symmetrischer schreiben zu können, hat Dyson [38] 
den ‚‚chronologischen‘“ Operator P eingeführt. P ordnet das Produkt zeitabhängiger Ope- 
ratoren, so daß die Zeiten in den Argumenten der Operatoren von links nach rechts kleiner 
werden, zum Beispiel 


In-1 


FE di,W Wh). . W(ln) a 
0 


alt,) b(t,) für Lt t 
Palt,) bit,) = (tı) bit) ii» 

b(ts) alt) für b,>h. 
Betrachten wir jetzt das Integral 


— (ef fan.. [anwe (t) w(b).. . Witn)- 
ıh ) d 


Dieses Integral ist in 1, la, ...,t, vollkommen syınmetrisch, deshalb ist es n! mal so 
groß wie das Integral A,, in dem eine bestimmte chronologische Reihenfolge gewählt 
worden ist. Der Beweis kann durch vollständige Induktion geführt werden [39]. Es ist 


also A, = — I„. Demnach kann man 
n! 


: d 
P- ex RE w(t’\ di’ 
pP | J w(t) 
als symbolische Schreibweise für die Reihe (74.12) oder die Reihe 


L 1 
Pro (-, | win)ar) - 2 
ansehen. 


Bei vielen Problemen der Atom- und Kernphysik kann man sich auf dıe Lö- 
sungen (74.9) in erster Ordnung der Störungstheorie beschränken. In diesem Falle 
ist die Übergangswahrscheinlichkeit aus dem Zustand m in den Zustand n infolge 
der Störung während der Zeit durch die Formel 


2 
1 | | 
rm (2) = la) (A)? = [ nlW()Im> ei@amt dt (74.14) 
L 


gegeben. Wenn wir es nicht besonders verabreden, werden wir im folgenden immer 
die erste Ordnung der Störungstheorie verwenden; wir werden deshalb an den 
Amplituden a„m die Indizes für die Ordnung weglassen. 
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Wir wollen die im vorigen Paragraphen abgeleitete Formel (74.14) zur Berech- 
nung der Übergangswahrscheinlichkeit eines Atomelektrons aus dem Zustand m 
in den Zustand n benutzen, wenn ein geladenes schweres Teilchen durch das Atom 
hindurchfliegt. Die Bewegung eines schweren Teilchens ist quasiklassisch. Die Art 
der Bewegung ändert sich bei der Wechselwirkung mit dem Atom praktisch nicht. 
Man kann also annehmen, daß sich das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit v 
bewegt. Den Koordinatenursprung legen wir in den Mittelpunkt des Atoms, die 
Bewegungsrichtung des Teilchens wählen wir als x-Achse. Man kann den Ort des 
Teilchens zur Zeit i durch den Ortsvektor R = {[vt, D, 0} angeben, wenn D der 
geringste Abstand ist, der zur Zeit i = erreicht wird. Der Ort des Elektrons im 
Atom wird durch den Ortsvektor r = {z, y,z} festgelegt. Der Operator für die 
Wechselwirkung zwischen dem Elektron und dem durchfliegenden geladenen 
Teilchen kann dann in der Form 

Ze? Ze  Ze?[xvt+ Dy) 


= — —— : - —— —-{.-.+40.. .1 
un IR— ı] R R® e: ee 


geschrieben werden, wobei R= y(vt)? + D? ist. Für und y< R braucht man in 
(75.1) nur die ersten beiden Summanden zu verwenden. Der erste Summand ent- 
hält die Koordinaten des Elektrons nicht. Das Matrixelement in (74.14) ist daher 
durch den Ausdruck 


n|W (Im = — 


2 


Z 
FF (Enmdt + Dynm) (75.2) 


gegeben, wenn 


und 9, und @„ die Wellenfunktionen der stationären Zustände des Elektrons ım 
Atom sind. 

Setzen wir (75.2) in (74.14) ein und verschieben die Integrationsgrenzen bis — © 
und +0, so erhalten wir als Formel für die Übergangswahrscheinlichkeit des 
Elektrons aus dem Zustand m in den Zustand n 


& 2 
Zrei Enmvt + Dyam u 
nm f T@2+ DIpR ® mtdt|. (75.3) 
Der Integrand in (75.3) nimmt mit wachsendem Abstand rasch ab. Die Wechsel- 
wirkung ist daher nur im Bereich größter Annäherung wesentlich. Als effektive 
'Stoßzeit kann man D/v annehmen. 

Der Stoß heißt adıabatisch, wenn die ee uve Stoßzeit bedeutend kleiner als 
die für das System charakteristische Zeit ®,_} ist, d. h., wenn die Bedingung 


'D 
Onm — >1 (75.4) 
erfüllt ist. Gilt die Ungleichung en dann ist der Integrand in (75.3) während 


des effektiven Stoßes eine schnell oszillierende Funktion, und das Integral ist 
beinahe Null. Ein adiabatischer Stoß bewirkt daher keine Anregung des Atoms. 
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Falls die Ungleichung 


il (75.Aa) 


D 
nm —— 
v 
zutrifft, ist während des effektiven Stoßes. exp (i®nmt) — 1, und das Integral in 

(75.3) kann leicht berechnet werden. Wir setzen viD”! = tg 6 und finden 


oO oO 


Inmdl F Dynm di er Dynm dt 2 Yan 
z (ve)? + D?13/2 ] [(vt)?+ D2]32 vD 


Wenn die Ungleichung (75.4a) gilt, ist also die Übergangswahrscheinlichkeit aus 
dem Zustand m in den Zustand n infolge der Wechselwirkung mit einem Teilchen 
der Ladung Ze, das im Abstand D vom Atommittelpunkt vorbeifliegt, 


/ 4 Zei] ynml” 
| Dez mL. 
: zo nm( ) h?D?2v? 
für D>2a;.a ist der Atomradius. 
Pro Zeit- und Flächeneinheit sollen N geladene Teilchen anfliegen. Die Wahr- 
scheinlichkeit für die Anregung des Atoms ist dann pro Zeiteinheit 


vlOnm 


gr Netz? 
Pam N f InDa.cDaDe | 2 


Du re n so) z ee (75.5) 


AOdnm 


Aus dem erhaltenen Ausdruck entnehmen wir, daß die Anregungswahrscheinlich- 
keit mit abnehmender Teilchengeschwindigkeit so lange größer wird, bis v/o„m 
gleich a wird. Bei weiterer Abnahme der Geschwindigkeit, für 


Aodymv m, (75.6) 


wird die Formel (75.5) ungültig (die Ungleichung (74.4a) ist nicht erfüllt). Wegen 
D>=.a ist dann aber unter der Bedingung (75.6) für alle Werte von D die Un- 
gleichung (75.4) für die Adıabasie erfüllt, und die Anregung des Atoms durch ein 
stoßendes Teilchen wird wenig wahrscheinlich. Die maximale Anregungswahr- 
scheinlichkeit besteht bei der Teilchengeschwindigkeit v = a Wynm- 

Für hohe angeregte Zustände eines Atoms gilt die quasiklassische Näherung. Iu 
diesem Falle ist o&„nm die Kreisfrequenz der Bewegung des Elektrons um den Kern. 
Sind die Bedingungen für die quasiklassische Näherung erfüllt, so wird die maxi- 
male Anregungswahrscheinlichkeit erreicht, wenn die Teilchengeschwindigkeit mit 
der Geschwindigkeit des Elektrons im Atom übereinstimmt. 

Auch wenn bei Gültigkeit der Adiabasiebedingung aw,mV !>1 keine Über- 
gänge im Atom stattfinden, ruft das durchfliegende Teilchen im Atom eine Störung 
hervor (die für große Z groß sein kann). Diese Störung ist mit der Bewegung des 
Teilchens streng korreliert, und sie verschwindet bei Entfernung des Teilchens. 
Derartige Wechselwirkungen werden als adiabatısche Wechselwirkungen bezeichnet. 
Sie verursachen keine Übergänge in Zuständen des diskreten Spektrums. 
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Je größer der Betrag der Energiedifferenz zwischen dem Niveau Z„ und den 
nächsten Niveaus Z, ist, desto besser ist die Adiabasiebedingung für den Anfangs- 
zustand m erfüllt. Für Zustände des kontinuierlichen Spektrums ist die Adiabasie- 
bedingung (76.2) niemals erfüllt, weil die Energiedifferenz zwischen benachbarten 
Niveaus (und |o„„|) unendlich klein ist. 


$ 76. Adiabatisches und plötzliches Ein- und Ausschalten der Wechselwirkung 


Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt: Wenn die Geschwindigkeit eines ge- 
ladenen Teilchens so klein ist, daß die Adiabasiebedingung 


AOnzmv!>i (76.1) 


gilt, dann kann das Teilchen keine Übergänge mit der Frequenz ®,„m verursachen. 
Die Größe a/v ist charakteristisch für die Zeit, in der das Teilchen das atomare 
System durchfliegt. Die Größe w,,} charakterisiert die Schwingungsdauer in dem 
atomaren System. Die Adiabasiebedingung verlangt also ein großes Verhältnis von 
Flugzeit im Atom (Zeit, während der sich die Wechselwirkung ändert) zur Schwin-. 
gungsdauer im atomaren System. | 

Im betrachteten Beispiel ist die Änderungsgeschwindigkeit der Wechselwirkung 
(ihr Ein- und Ausschalten) von der Geschwindigkeit des durchfliegenden Teilchens 
abhängig. Im allgemeinen kann sich die Wechselwirkung beliebig ändern. Wir 
wollen zwei Grenzfälle betrachten: 

a) Bei adiabatischer Änderung der Wechselwirkung ändert sich die Wechsel- 
wirkungsenergie während einer Schwingungsdauer des atomaren Systems nur 
wenig im Verhältnis zum Betrag der Energiedifferenz zwischen den betreffenden 
Zuständen 


| oa! E% <n|W(t)Im> 


En- Em 3 76.2 
| nm di <| | ( ) 


b) bei plötzlicher Änderung der Wechselwirkung ist zu einer gewissen Zeit, zum 
Beispiel beim Einschalten der Wechselwirkung, die Ungleichung 


wi < <n]|W(t)Im> 


ne — E 76.3 
nm di > IEn ml ( ) 


erfüllt. 
Zum Studium dieser Grenzfälle formt man den Ausdruck (74.14) zweckmäßig 
unter Verwendung der Gleichung 


T T 


’ ei®nmt . (n|W(t)| my di= (n|W(t)\my ei®rrt| — 


0 0 


en } (nIWÜt)Im) ei®amt dt (76.4) 
0 
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um. (76.4) setzen wir in (74.14) ein, beachten, daß <(n]|W|m) an den Integrations- 
grenzen gleich Null ıst, und erhalten 


T 2 
f giant <n]W(t)|m> dt |. (76.5) 


0 


1 


nm (7) — BI. 
nm 


Trifft die Ungleichung (76.2) zu, so ändert sich der Faktor vor der Funktion 
eioam! während einer Vorzeichenänderung dieser Funktion nur wenig, und man 
kann ihn vor das Integral ziehen. Die Integration kann nun einfach ausgeführt 
werden, und es ergibt sich für die Übergangswahrscheinlichkeit 


u 4 
BR Om 


T 


2 
rm ee (oa 5) (76.5) 


U nıwio) 
FT (t)Im> 5 


Unter Beachtung von (76.2) erhalten wir die Ungleichung z0,m <& 1. Mit anderen 
Worten: Wird die Wechselwirkung im Sinne der Ungleichung (76.2) genügend 
langsam ein- und ausgeschaltet, so bleibt ein System, das sich vor dem Einschalten 
der Wechselwirkung ım nichtentarteten Zustand m befunden hat, auch nach dem 
Ausschalten der Wechselwirkung in diesem Zustand. | 

Wird die Wechselwirkung plötzlich eingeschaltet, d.h., ändert sich W(t) 
„augenblicklich“ von 0 auf W (während einer Zeit Ät, die klein gegenüber der 
Zeit &_,} ist), ändert sie sich dann adiabatisch und wird auch adiabatisch aus- 
geschaltet, dann trägt nur das Einschalten der Wechselwirkung zum Integral 
(76.5) bei. Während dieser Zeit ändert sich der Faktor ei®rm! nach Voraussetzung 
wenig und kann vor das Integral gezogen werden. Das verbleibende Integral wird 
sofort ausgerechnet, und wir bekommen für die Übergangswahrscheinlichkeit den 
einfachen Ausdruck 


| 2 | 
Wem, (76.6) 


DR) 
Rh? 0%. 


wobei W der Maximalwert der Wechselwirkung beim plötzlichen Einschalten ist. 

Mit Hilfe von (76.6) kann man die Übergangswahrscheinlichkeiten bei kleinen 
plötzlichen Störungen berechnen, auf die die Störungstheorie anwendbar ist. 
Manchmal hat man es aber mit großen und schnellen Änderungen (in bezug auf 
die charakteristische Zeit des Systems) zu tun, so daß die Störungstheorie un- 
brauchbar ist. Zum Beispiel ändert sich die Kernladung beim ß-Zerfall leichter 
Kerne in der Zeit — a/c um 1, die bedeutend kleiner als die Periode der Elektronen- 
bewegung ist. Die Änderung der elektrischen Kernladung muß von einem Umbau 
der Elektronenhülle begleitet sein (mit anschließender Emission von Photonen). 
Man kann die Übergangswahrscheinlichkeiten infolge solcher „plötzlichen“ Ände- 
rungen des Hamilton-Operators leicht berechnen, wenn man daran denkt, daß sich 
die Wellenfunktion des Anfangszustandes während der sehr kurzen Zeit der 
Potentialänderung praktisch nicht ändert. 

Ein System befinde sich zum Beispiel zur Zeiti = 0 in dem Zustand mit der 
Wellenfunktion 9»; 9m sei eine Eigenfunktion des Operators Hy. Für i = (0 soll 
sich der Hamilton-Operator ‚plötzlich‘ ändern und danach wieder konstant und 
gleich H sein (dabei darf H — Hy, groß sein). Wir bezeichnen die Eigenfunktionen 


20* 
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des Operators H mit y, und die Eigenwerte mit E„. Nach unserer Voraussetzung 
wird das System zur Zeiti=( durch die Funktion 9, beschrieben, die auch 
während der plötzlichen Anderung von Hy erhalten bleibt. Es ıst also 


Pt, 0) Ze Pm(t) 2 > An Yn(t) (76.7) 
mit 
Anm=[ Gm (3) Ele) dir. (76.8) 


Die Betragsquadrate der Koeffizienten (76.8) bestimmen die Übergangswahr- 
scheinlichkeit aus dem Anfangszustand ©, in den Endzustand y„. Die an- 


schließende zeitliche Änderung der Funktion (76.7) wird durch die Gleichung 


5! up 
(0), 


bestimmt; demnach ist 


Pr, i)= I Anm Yalt) exp (- = )- > 0. (76.9) 


Als Beispiel berechnen wir die Anregungswahrscheinlichkeit bei einer plötz- 
lichen Änderung der Kernladung: Z >Z + 1 (Elektronen- und Positronenzerfall 
eines Kerns). Zur Vereinfachung der Rechnungen setzen wir voraus, daß das Atom 
ein Elektron im Feld der Kernladung Z besitzt. Der Anfangszustand des Atoms 
wird dann durch die Wellenfunktion 


a 


71312 Zr\ h? 
Y0= 2 — exp (-) Yoo.. 0 = 27 (76.10) 


beschrieben. Nach der plötzlichen Änderung der Kernladung sind die Wellen- 
funktionen der stationären Zustände die wasserstoffähnlichen Funktionen 


Ynılr, 0, 9) = friert) Yım(d, P) (76.11) 


zur Kernladung Z + 1. Nach (76.8) ist die Wahrscheinlichkeit für die Anregung 


auf das Niveau nl durch das Betragsquadrat des Koeffizienten 


Anı, 10= [ vhpıo dr 


gegeben. Mit Hilfe von (76.10) und (76.11) sehen wir, daß nur zu Übergängen in 
s-Zustände von Null verschiedene Werte für A„;, ı0o gehören. Unter Verwendung 
des expliziten Ausdrucks für die Radıalfunktionen f„ı(r) für einen Kern mit der 
Ladung Z + 1 (s. (38.16)) können wir A„o,ı0 berechnen. Speziell für 2s-Zustände 


ıst 


ic) (261) (a 2er) {2er 


und damit 


3/2 937(Z 2 4)1312 
An,.o=2(2) [ fole) e@re Bar (0642 
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Die Wahrscheinlichkeit für den Übergang 1s— 2s bei einer plötzlichen Änderung 
der Kernladung (ZZ + 1) wird also durch den Ausdruck 


2UZUZ+ 4)3 


Wils+ 2)= az op 


(76.13) 


gegeben. Für große Z ist die Änderung der potentiellen Energie w = + e?/r klein. 
Man kann daher die Formel der Störungstheorie (76.6) für Übergänge bei plötz- 
licher Änderung des Hamilton-Operators anwenden. Für ein Atom mit der La- 
dung Z ist die Differenz Ey, — Eis = 3Z?e?/3a, und das Matrixelement W für 
wasserstoffähnliche Funktionen ist (1s|w|2s> = + AY2Ze?/27 a. Mit Hilfe von 
(76.6) erhalten wir nun 


W(1s-> 2s) = 2119-422 — 0,312 Z7. 


Dieser Wert ergibt sich auch aus der exakten Formel (76.13) für genügend große Z. 
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Besonders einfach sieht die Übergangswahrscheinlichkeit (74.14) für den Fall 
aus, daß der Störoperator V(t) zwischen Ein- und Ausschalten den konstanten 
Wert W hat und außerhalb dieses Intervalls gleich Null ist. In diesem Falle 
spricht man von Übergängen unter dem Einfluß einer konstanten Störung?). Das 
Integral (74.14) kann einfach ausgerechnet werden, weil das Matrixelement 
(n|W|m) zeitunabhängig ist. Wir erhalten 


T el@dnmt _ 1 
[ «nlWwimy el®nmt di= rer <n|W|m), 
0 


nm 


und die Übergangswahrscheinlichkeit infolge der Störung ist durch 


‚2 | 
önm(?) —_ 72 \Xn]W|m>]? F(E SE En) (77.4) 
gegeben; dabei ist 


\T 
ae Be 
1— cos (2 nn 
En =) 

h 


1) Manchmal schaltet man die Wechselwirkung durch spezielle Wahl der Anfangs- und 
Endzustände ein und aus. Zum Beispiel kann in einem System mit dem Hamilton-Operator 
H durch die experimentellen Bedingungen zur Zeit t = 0 ein Zustand realisiert sein, dessen 
Wellenfunktion eine Eigenfunktion eines Operators H, ist. Anschließend wird die Ände- 
rung dieser Funktion durch den Operator H bestimmt. So kann man sagen, daß zur Zeit 
t = 0 die Wechselwirkung W = H — H, eingeschaltet wurde. 


F(ER— En) = (77.2) 
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Für E„= Em hat die Funktion F(E„ — E„) Ihren größten Wert —r? Sie.ver- 
schwindet für |E„ — Em| = 2rh/t, Arch/t,.... Ist T gegenüber der charakte- 
KT, genügend groß, so kann man die Funktion 
F(En — Em) durch eine $-Funktion darstellen: 

F(En— Em) = trhö(En— Em): 


ristischen Zeit des Systems 


Die Formel (77.1) für die Übergangswahrscheinlichkeit erhält auf diese Weise die 
Gestalt 


2 Im)]2 
ee u 8ER En). (77.3) 


Die Übergangswahrscheinlichkeit ist der Zeit 7 proportional, in der die Störung 
wirkt. Man kann daher die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (die 
Übergangsgeschwindigkeit. oder die Zahl der Übergänge pro Sekunde) definieren 
als 

5 __ nm 


2 
Ban =, IKnIWIms|?8(En— En). (77.4) 


T 


Praktisch gehören bei allen physikalischen Systemen entweder die End- oder 
die Anfangszustände zum kontinuierlichen (oder beinahe kontinuierlichen) Spek- 
trum. Durch eine Messung wird die gesamte Übergangswabhrscheinlichkeit in alle 
Zustände n bestimmt, die beinahe die gleiche Energie und die gleichen Matrix- 
elemente (n|W|m) haben. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich durch Summation 
von (77.4) über alle Zustände n mit diesen Eigenschaften und durch Mittelung 
über die Anfangszustände m, für die die Matrixelemente (n|W|m> gleich sind. 
Dadurch wird die Verwendung des Ausdrucks (77.4) mit der $-Funktion gerecht- 
fertigt. 

Wir bezeichnen die Zahl der Endzustände der betreffenden Art im Intervall 1 
der Energie E„ mit e(E,). Die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 
einheit wird dann durch den Ausdruck 


2 2 
Pım>= f Pnme(En) dE„= - Ixn]Wimyl?o(E,) (77.4 a) 


mit E„ = Em gegeben. Die letzte Gleichung ist der Energieerhaltungssatz für den 
Übergang. 

Jetzt wollen wir uns den Fall ansehen, daß der Störoperator W(t) zwischen Ein- 
und Ausschalten periodisch von der Zeit abhängt, 


WwE()= w*eti®t, (77.5) 


und außerhalb dieses Intervalls sprungartig auf Null abnimmt. Für diesen Opera- 
tor erhalten wir aus der Formel (74.14) 


5 2r<n|w*|lm>]? 


em (7) = zu; tS(En— Emthow), (77.6) 
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und die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist 
a > | 
Pas = = Kn]lw#E|m>]?S(E,„— Ent ko). (77.68) 


Die Vorzeichen + und — entsprechen den Vorzeichen im Exponenten der äußeren 
Störung (77.5). 

Durch eine periodische Störung werden also Übergänge in Zustände mit der 
Energie E„ hervorgerufen, die aus der Bedingung 


En= En+ hw (17.7) 


zu bestimmen ist. Infolge der Störung W*{t) = w*ei®! verliert das System bei 
einem Übergang die Energie ho, weil E, = Em — hw ist, und durch die Störung 
W(l) = wreii®! gewinnt das System die Energie kw, weil E), = Em + ho ist. 

Der Energieverlust oder -gewinn Aw des betrachteten Systems (wir werden es 
als System I bezeichnen) erfolgt auf Kosten einer Energieänderung des Systems II, 
mit dem das erste in Wechselwirkung steht. Die Gesamtenergie ‘des größeren 
Systems aus den beiden wechselwirkenden Systemen bleibt bei einem Übergang 
des Systems I aus dem Zustand m in den Zustand n unverändert. 

Der Operator für die Wechselwirkung zwischen den Systemen I und II habe die 
Gestalt W*+(t) = wtei®t. Nach (77.6a) kann man dann die Übergangswahrschein- 
lichkeit dafür, daß das System I aus dem Zustand m in den Zustand n übergeht 
(Em > En), in der Form 


TR 
P+, = = Knlaw*|mJ|?8(E+ — E,) (77.8) 
L 


schreiben, mit 


Ea= Emt El; (77.9) 
E„ und El! sind die Anfangsenergien des Systems I bzw. II, es gilt also 
E=E„+ Eil+ho. (77.10) 


Die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit aus dem Zustand m in 
den Zustand n ergibt sich aus (77.8), indem man über alle Endzustände des Ge- 
samtsystems summiert. Wir führen die Dichte der Endzustände o(E}) ein und 
ersetzen die Summation durch eine Integration; so wird 


a 2 IXnlw*im>]?oe(EF) (77.11) 
unter der Bedingung Ef = E, oder E, = Em — hw. 

Der Wechselwirkungsoperator W"(t) = w’ei® entspricht für EZ, > E„ den 
umgekehrten Übergängen aus dem Zustand n in den Zustand m. Die Anfangs- 
energie des Gesamtsystems ist E, = En + El, und die Endenergie ist E, = 
Em + El! —- ho. In diesem Falle ist die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit 
pro Zeiteinheit aus dem Zustand rn in den Zustand m 


2 
Pan= z Kmlw"InJl?e(E,) (77.12) 


unter der Bedingung &, = E, oder E„= En + ho. 
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$ 78. Elementare Theorie der Wechselwirkung eines quantenmechanischen 
Systems mit elektromagnetischer Strahlung 


Die Wechselwirkung eines Teilchens mit dem Spin Null, der Masse u und der 
Ladung e mit einem elektromagnetischen Feld, das durch das Vektorpotential W 
gegeben ist, wird durch den Operator (s. $ 58) 


.A2 (78.1) 
C 


beschrieben. Berechnet man die Übergangswahrscheinlichkeit unter dem Einfluß 
eines elektromagnetischen Feldes nach der Störungstheorie, so verwendet man 
dabei eine Entwicklung der Übergangswahrscheinlichkeit in eine Potenzreihe be- 
züglich des Parameters der Wechselwirkung (78.1). Wir gehen zu dimensionslosen 
Größen über ($ 146), so daß wir die Feinstrukturkonstante als diesen Parameter 
erhalten: 


he 137° 


Dieser Parameter ist klein, und man kann sich vielfach mit der ersten Näherung 
der Störungstheorie begnügen. In der ersten Ordnung der Störungstheorie wird 
nur der erste Summand im Operator (78.1) mitgenommen. Wir bekommen deshalb 


wW=- Up. (78.1 a) 
ue 
Das Vektorpotential für eine ebene Welle mit dem Wellenzahlvektor f und der 
Frequenz w kann folgendermaßen geschrieben werden: 


| 1 ud 1 EEE: 
AU= Aou cos (ft- wi) = 5 Aygueritteiet + D2 AonueifreTiet, (78.2) 


u ist dabei der Einheitsvektor für die Polarisation der Strahlung (Richtung der 
elektrischen Feldstärke). Die Amplitude des Vektorpotentials wählen wir so, daß 
im Volumen V im Mittel N Photonen mit der Energie kw, dem Wellenzahlvektor 
t und der Polarisation u vorhanden sind. Da die elektrische Feldstärke 


E=— nn = Anu sin (fr— ot) 
5 
ist, erhalten wir aus der Bedingung 
1 Et Al? ——— Ai? 
v Nko eg (ft— ot) an 0 
die Beziehung | 
Aue en (78.3) 
wV 


Durch Einsetzen von (78.2) in (78.1a) ergibt sich 
Wt) = wei®!+ wreriet (78.4) 
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mit 


ER V nhN eritt(up). (78.5) 
u oV 


Nach (77.41) ist die Übergangswahrscheinlichkeit aus dem Zustand m in den 
Zustand n unter Emission eines Strahlungsquants Aw gleich 


P+ = = Knlwolmyi2o(E (78.6) 


nm 
mit 
EF=E„+ El+ho und Eu- En=|ho. 


Wir wollen uns zunächst mit dem Matrixelement in (78.6) befassen. Wir setzen 
den Operator w aus (78.5) ein und bekommen 


IchN] 
(n]lw|m> = — —| 2 | (nle"it(up)|m>. (78.7) 
#LwV 
Für atomare Systeme sind die Wellenfunktionen der diskreten Zustände nur im 
Bereich der Atomabmessungen von Null verschieden. Die Integration in (78.7) 
ist daher nur für r<a wesentlich, wenn a = 10”®cm (Atomradius) ist. Die, 
Wellenlängen des sichtbaren und des ultravioletten Lichtes sind bedeutend größer 
als die Abmessungen eines Atoms 
2Ta 


ka= —— - 10°. 
ag 


Dieselbe Beziehung ist auch für viele Arten der y-Strahlung von Atomkernen 
erfüllt (für Kerne ist a == 10”1? cm). Für diese Fälle kann man also die Exponen- 
tialfunktion im Matrixelement (78.7) in eine Reihe 


(-ifr)? 
2! 


exp (-ıfr)= 1- ifr+ tee (78.8) 
entwickeln und braucht zur Berechnung von (78.7) nur das erste Glied der Reihe 
zu verwenden, d. h., man kann 


1/2 
(nlw|m> = — 7] <n|plm>u (78.9) 
al Vo 
selzen. 

Diese Vereinfachung bezeichnet man als Dipolnäherung. Falls das Matrix- 
element (78.9) gleich. Null ist, muß man das nächste Glied in der Entwicklung 
(78.8) verwenden. 

Durch die Beziehung 


(n|plm) = -- (E)— E,) (nltIm) (78.10) 


kann man das Matrixelement des Impulsoperators in (78.9) durch das Matrix- 
element des Ortsoperators ersetzen. 
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Der Beweis der Gleichung (78.10) kann leicht allgemein geführt werden. Der Hamilton- 
2 
Operator sei Hy = — + Ur). Unter Verwendung der Vertauschungsrelationen für Orts- 


und Impulsoperator kann man leicht die Operatorgleichung 


ıh 


herleiten. Jetzt berechnen wir die Matrixelemente beider Seiten dieser Gleichung mit den 
Eigenfunktionen des Operators H) und erhalten die gesuchte Beziehung 


in 
(n|plmy = (nr H, — Hyılm) = (En, — En) £nltjm>. 


Auf dieselbe Weise kann man sich von der Gültigkeit von (78.10) für Systeme aus beliebig 


vielen wechselwirkenden Teilchen überzeugen, wenn 9 = YW P; und r = It; ist. 
i i 


Durch Einsetzen von (78.10) ın (78.9) erhalten wir das Matrixelement für einen 
elektrischen Dipolübergang in Dipolnäherung 


Irch 
(nlw|m> = — 10ym / zu (Ud„m) (78.11) 
wV 
wobei der Vektor 
Ddym > e£nitim) (78.12) 


als elektrisches Dipolmoment des Überganges m > n bezeichnet wird. Die elektro- 
magnetische Strahlung infolge eines von Null verschiedenen Matrixelementes 
(78.12) heißt elektrische Dipolstrahlung und wird kurz als E1 bezeichnet. 

Zur Berechnung von (78.6), d.h. der Wahrscheinlichkeit der Emission eines 
Quants kw pro Zeiteinheit, muß man noch die Dichte der Endzustände o(E}) be- 
stimmen. Die Zahl der Endzustände des Systems Atom plus äußeres elektro- 
magnetisches Feld bei einem Übergang des Atoms in einen diskreten Zustand 
wird durch die Zahl der Freiheitsgrade des elektromagnetischen Feldes bestimmt. 
Berücksichtigt man die quantenmechanischen Eigenschaften dieses Feldes, so 
ergibt sich für jedes Photon mit der Energie e= hw der Impuls p = eg/c. Die 
Zahl der Feldzustände im Volumen V mit einer bestimmten Polarisation des 
Photons, einem Photonenimpuls im Raumwinkel d@& und mit einem Betrag im 
Intervall p, p + dp ist 
Vp?dpd2 Vedpd2 


Daher ist dp/de = 1/c, und die entsprechende Zustandsdichte im Energieintervall 
1 ist 


dN,= 


dN, Vw?d2 
ee el 

de (Brc)’h 
Wir gehen mit (78.11) und (78.13) ın (78.6) ein und erhalten für die Wahrschein- 


lichkeit der Emission eines Photons pro Zeiteinheit in den Raumwinkel d@ mit 
der Polarisation ı: und der Frequenz ® = |o„m| 


(78.13) 


N 3 
dP+, = SE ud,? dR. (78.14) 
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Der Vektor u steht senkrecht auf dem Wellenzahlvektor £. Wir bezeichnen den 
Winkel zwischen f und der Richtung des elektrischen Dipolmomentes d„m mit 0 
und erhalten | 

ud, ml? z [du ml? sin? 0. 


Den Ausdruck (78.14) kann man jetzt in die Gestalt 


3) 3d am? 


5 Sin? 0A (78.14a) 


IP =eN 


bringen. Die Intensität der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel d@ emittierten 
Strahlung ergibt sich, indem man (78.14a) mit der Photonenenergie kw multi- 
pliziert: 

_ 


AJum = 3 |Pnml? sin20d2. 


Gemäß dem Korrespondenzprinzip stimmt der erhaltene Ausdruck (für N=1) 
mit der zeitlich gemittelten Energie überein, die von dem elektrischen Dipol pro 
Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ@ ausgestrahlt wird: 


d(t)= 2 VldnmI? cos ot. 


Integrieren wir (78.14a) für N=1 über alle Richtungen der Strahlung, so 
erhalten wir als Gesamtwahrscheinlichkeit für die Emission eines Photons pro 


Sekunde 
4 w° 4 3 
Pam hc 97.3 BER = () (= 2 ) ww“. (78.15) 


Um die Größenordnung der Übergangswahrscheinlichkeit (78.15) abzuschätzen, 
setzen WIr nm = a, wo a die linearen Ausdehnungen des Systems sind; es ist 
dann 

22 


'o (wa\? wo /wa\? 


Für Systeme mit Coulomb-Wechselwirkung ist a = e?/hw, deshalb erhalten wir 


109) 


Em? (137)3 


(78.16 a) 


Aus (78.16a) ergibt sich für die Emission optischer Frequenzen (w = 1015 s”!) 
die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde größenordnungsmäßig zu 109 s!. 
Für die Emission von y-Strahlung (w = 1021 s”!) ist Pam z 10% sTt. 

Die Wahrscheinlichkeit für die Emission eines Photons (78.14) beim Übergang 
eines atomaren Systems aus dem Zustand m in den Zustand n ist proportional 
der Zahl N der Photonen pro Volumeneinheit in der elektromagnetischen Welle, 
die in dieses System einfällt. Der Ausdruck (78.14) heißt daher Wahrscheinlichkeit 
der induzierten Lichtemission pro Zeiteinheit. 

Durch Wiederholung der obigen Überlegungen für den Operator (wreiier (78.4) 
kann man die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der beim Übergang eines ato- 
maren Systems aus dem Zustand n in den Zustand m pro. Sekunde ein Photon 
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absorbiert wird. Wird das Licht mit der Polarisation u aus dem Raumwinkel 
d@2 absorbiert, dann ist die entsprechende Absorptionswahrscheinlichkeit pro 
Sekunde 
Eu 
EL ap Mn? dR. (78.47) 


mn 


Befindet sich die elektromagnetische Strahlung anfänglich mit einem schwarzen 
Körper der Temperatur T im Gleichgewicht, dann muß die Photonenzahl N in 
den Formeln (78.14) und (78.17) durch den Mittelwert der Photonenzahl bei der 
betreffenden Temperatur 

ho 41 
N= (cr? - ı) 


ersetzt werden. In diesem Falle sind die Strahlungsrichtung und die Polarisation 
beliebig. Deshalb ist in den Formeln (78.14) und (78.15) zu summieren, damit man 
die Wahrscheinlichkeiten für die gesamte induzierte Emission und die gesamte 
Absorption der Photonen mit der Frequenz ® pro Zeiteinheit erhält: 


Aw? 
P+ ar 
nm N Ihe > |dnml?, 
Aw® 
P- = 2 
mn Ns 3 nn“. 


Wie Einstein gezeigt hat, ist ein statistisches Gleichgewicht zwischen Strahlung 
und Körper nur dann möglich, wenn es neben der zur Strahlungsdichte propor- 
tionalen induzierten Emission noch eine spontane Emission gibt, die auch dann 
erfolgt, wenn keine äußere Strahlung vorhanden ist. Die spontane Emission 
wird durch die Wechselwirkung des atomaren Systems mit den Nullpunktsschwan- 
kungen des elektromagnetischen Feldes verursacht. Wie in $ 136 gezeigt wird,. 
ergibt sich die Wahrscheinlichkeit für die spontane Emission aus (78.14) für N =1, 
es ist also 


(dPF)sp = 


nm 


2 78.18 
PET A nml . ( u ) 
Die Gesamtwahrscheinlichkeit für die Emission eines Photons pro Sekunde bei 
einem Übergang m — n ıst demnach durch 


dPi+N,n+-N,m)= (1+N) z, Bm“ da (78.19) 


m 


gegeben. Die Gesamtwahrscheinlichkeit für die Emission eines Quants der Fre- 
quenz ® mit beliebiger Polarisation und in eine beliebige Richtung ist pro Zeit- 
einheit 


Pi+N,n-N,m)= (1+ nt dan? 


> 


In den obigen Formeln haben wir die Zustandsänderung eines Elektrons in 
einem atomaren System behandelt. Enthält das atomare System nicht nur ein, 


$ 78. Quantenmechanisches System und elektromagnetische Strahlung 303 


sondern mehrere Elektronen, so muß man das Matrixelement für den Dipol- 
übergang eines Elektrons durch das Matrixelement für den elektrischen Dipol- 
übergang aller Elektronen ersetzen, d. h., man hat die Substitution 


zZ 
Dnm> B3; Dimilt) 
1 
vorzunehmen, wobei Z die Zahl der Elektronen ım System ist. | 
Das Matrixelement des vollständigen Wechselwirkungsoperators (78.1) für 
ein Teilchen ohne Spin der Masse u und der Ladung e in einem elektromagnetischen 
Feld mit dem Vektorpotential X kann in der Form 


2 


e ee _ 
<n|W(t)Im> = f vr --; App + Inc “| Um dr= Ion dr 
geschrieben worden. Der Integrand 
1 eh e? 
nm=— —U mE * m Ym *] — Apr m 
L : erica2, YmVvyn] Inc "vn Y 


kann als Dichte des Übergangsmatrixelementes bezeichnet werden. Darin ist die 


Größe 


. OL nn eh OYyn pr e? 
Em EEE .. = EU Apr 78.20 
amlı C 9A, | N dx, m En) We IV. Ym ( ) 
die !-te Komponente der elektrischen Stromdichte beim Übergang m — n. Für 
rn = m geht der Ausdruck (78.20) (s. (58.6)) in die /-te Komponente der elektrischen 
Stromdichte im Zustand n über. 
Aus (78.20) ergibt sich für die Dichte des Matrixelementes 


Aı 
1 3 
Ge [ürmidar (78.24) 
a | 
0 


Hängt die Stromdichte beim Übergang nicht explizit vom Vektorpotential ab, so 
wird aus (78.21) der einfachere Ausdruck 


1 
LS er Mn (78.21 a) 
C 


Die Schreibweise (78.21) für das Matrixelement ist deshalb zweckmäßig, weil 
sie auch für Teilchen mit Spin verwendet werden kann, wenn man den Strom- 
dichtevektor für die betreffenden Teilchen einsetzt. Für Teilchen mit dem Spin 1/2 
zum Beispiel muß der Stromdichtevektor für den Übergang in nichtrelativi- 


stischer Näherung als (s. (65.13)) 


eh e iu 


F eh a | 
Inm = Imi [PIE VYpm s-- (VgQ!) pm! 27 Plpm ze I, (p1öp.) xV] (78.22) 
Al RC A 


gewählt werden, wobei ® zweikomponentige Funktionen sind. 
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Das Matrixelement (78.21) für die reine Spinwechselwirkung ist demnach 


eh 
2uc 


(n|wspIm> = <n]6[V x Allm). (78.23) 
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Multipolstrahlung 


Nach (78.17) und (78.19) ist die Wahrscheinlichkeit für die Absorption und 
Emission elektrischer Dipolstrahlung pro Zeiteinheit dem Quadrat der Projektion 
des Matrixelementes für das Dipolmoment auf die Richtung der Polarisation des 
Photons proportional 

ud,. = ubletla>. (79.1) 


Der Zahlenwert dieses Matrixelementes hängt von den Wellenfunktionen des 
Systems ab, in dem die Übergänge vor sich gehen. Für Systeme mit einem kugel- 
symmetrischen Feld wird die Winkelabhängigkeit der Wellenfunktionen des 
Anfangs- und des Endzustandes durch die Kugelfunktionen gegeben, d. h., 

1a)= Ru(r) Yım,(89); (79.2) 

Ib» — R;(r) Yım,(0P) . 
la, Ma; iv und m, sind die Quantenzahlen für das Quadrat des Drehimpulses und 
dessen Projektion auf die z-Achse für Anfangs- (a) und Endzustand (b). Der Spin- 
zustand ändert sich bei einem elektrischen Dipolübergang nicht. Wir haben 
daher die Spinfunktionen bei der Definition der Zustände ja) und |5y nicht 
aufgeschrieben. Wegen der einfachen Winkelabhängigkeit der Wellenfunktionen 
(79.2) kann man ganz allgemein die Zustände angeben, für die die Matrixelemente 
(79.1) von Null verschieden sind. Die Bedingungen, unter denen Emission und 
Absorption elektrischer Dipolstrahlung möglich ist, werden als Auswahlregeln 
für die elektrische Dipolstrahlung bezeichnet. Wir wollen diese Auswahlregeln jetzt 
herleiten. Der Einheitsvektor u für die Polarisation des Photons zeige in z-Rich- 
tung; dann ist 


ur zer VE ander). 
3. 
Diesen Wert und (79.2) setzen wir in (79.1) ein und erhalten 


U,dpda >= VEESRoRer dr f Rn, EL Er: Ma d2. (79.3). 


Auf Grund der Orthogonalitätseigenschaften der Kugelfunktionen und der 
Gleichung 
Yı, oYz,, Mar A Lit, Na 4 BYu-ı, Ma 


(A und B sind von /!,„ und m, abhängige Koeffizienten) überzeugen wir uns, daß 
(79.3) nur dann von Null verschieden ist, wenn die Bedingungen 

h=LlL+t1l. Mma= m) (79.4) 
(Auswahlregeln) erfüllt sind. 
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Es ist bequemer, die beiden Linearkombinationen u, + iu, für die beiden 
möglichen zirkularen Polarisationen der Photonen zu behandeln, als die beiden 
anderen Richtungen des Polarisationsvektors u, und u, getrennt zu unter- 
suchen. Unter Verwendung von 


== 
(u,+ Iu,) I=sce+1ly=-—r y* Yıı; 
(79.5) 


(u iuy)i=2-iy=r y* Me 


erhalten wir die folgenden Gleichungen als Auswahlregeln für die Emission und 
Absorption zirkular polarisierter Photonen: 


,=4L+1, m=m,+t1. (79.6) 


Sind die Auswahlregeln (79.4) oder (79.6) nicht erfüllt, so ist eine elektrische 
Dipolstrahlung unmöglich. In diesem Falle kann ein Übergang aus dem Zustand a 
in den Zustand 5b durch Emission einer allgemeineren Art von Strahlung erfolgen, 
wenn man im Matrixelement (78.7) die nächsten Glieder der Entwicklung (78.8) 
berücksichtigt. Nimmt man zum Beispiel das zweite Glied der Entwicklung 
(78.38) mit, so wird das Matrixelement (78.7) proportional zu 


M= <b|(fr) (up)lay. 


Der Vektor u soll in y-Richtung zeigen, f in x-Richtung. Das Matrixelement M 
kann dann er werden in. 
J 


Ö 
M,= — ıkh = —— — — — Y— 
1 leg a) ar x ö, biz du En 


la» und |b) seien RER des Operators Ho. Mit Hilfe der ÖOperator- 
gleichung 


R/( 8 ö 
zyH,— Hozy = —(e in, +y 5) 


können wir nun den en zwischen den Matrixelementen finden: 


> 


| 6) 
Denkt man ferner an die Beziehung — ih Ei —_ ‚*) — L,, so kann man das 
Matrixelement M, in die Gestalt 0Y 0x 


1. k 
M,=- D_ ikoaucblaylay + 7 <b|L.|a> (79.7) 


bringen. Für die anderen Richtungen von u und £ finden wir in gleicher Weise 


\ k 
a) = -ikwapucblyzla)+ 5 <bIL.la), 


ö 
Me= irn) u 
/ 1 a Yo, 
(79.8) 


M,=-ikh C 


k 
| = —ıkwaucblzrlay + D7 <blL,la>. 
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Die Produkte xy, yz und zx drücken wir durch Kugelfunktionen aus und können 
zeigen, daß die Matrixelemente 


Cblzylay, <ölzyla), <ölzela) 


nur dann von Null verschieden sind, wenn die Auswahlregeln 


2 I fü 0; y=2 für L= 
=, +2 für LEO; ,=2 für u (79.9) 


m —- m =0, +1, +2 


erfüllt sind. Ist das der Fall, so liegt die sogenannte elektrische Quadrupoistrahlung 
vor. 
Die bei Übergängen mit den Matrixelementen 


(bIL,;lay, <bjL,la) und <b|L,la> (79.10) 


emittierte Strahlung wird als magnetische Dipolstrahlung bezeichnet. 

Für Systeme mit einem kugelsymmetrischen Potential werden Anfangs- und 
Endzustand durch die Eigenfunktionen des ÖOperators L. beschrieben. Für 
|b >» # |a> haben wir daher <b|L,|ay = 0. Die Operatoren L, und L, lassen die 
Radialfunktion und die Quantenzahl ! unverändert, ändern aber (s. $40) die 
Quantenzahl m um +1. In einem kugelsymmetrischen Feld haben aber Zu- 
stände, die sich nur durch den Wert von m unterscheiden, die gleiche Energie. 
Deshalb sind Übergänge zwischen diesen Zuständen von keiner Emission oder 
Absorption von Energie begleitet. Für ein Atom in einem äußeren Magnetfeld 
werden die Energieniveaus von der magnetischen Quantenzahl m abhängen. °In 
diesem Falle sind M1-Übergänge zwischen zwei Zeemann-Komponenten der Fein- 
strukturniveaus (Al =0,Am= +1) möglich. Diese Übergänge kann man zur 
Messung der Zeemann-Aufspaltung verwenden. In einem System mit nicht kugel- 
symmetrischem Potential ist der Bahndrehimpuls kein Integral der Bewegung, 
die Matrixelemente (79.10) können deshalb von Null verschieden sein. Bei Sy- 
stemen mit großer Spin-Bahn-Wechselwirkung (Atomkerne) können die Matrix- 
elemente (79.10) auch für M1-Übergänge eine Rolle spielen. Ist aber ein Spin 
vorhanden, dann muß man beachten, daß die M1-Übergänge auch durch den 


Spinoperator verursacht werden können. Für Y= — Aouexpi(wt — fr) kann 


2 
man die Matrixelemente für diese Übergänge nach (78.23) in der Form 
ıehAy 
Auc 


blwspla) = <bIö [EX u] e”itlay (79.11) 


schreiben. Läßt man die Spin-Bahn-Wechselwirkung unberücksichtigt und ist 
die Wellenlänge der Strahlung bedeutend größer als die Ausdehnungen des 
Systems, so liefert das erste Glied in der Reihenentwicklung von et keinen 
Beitrag zum Matrixelement (79.11), weil die Ortsfunktionen der Zustände |a) 
und |b> orthogonal sind; deshalb ist 


<blw;pla) = 


70 BlApEx u) (Ela). (79.12) 
he 
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Das Verhältnis von (79.12) zum Matrixelement des elektrischen Dipolüberganges 


1@ 


| A 
<blwlayeı = - - <blurla> 
C 


ist größenordnungsmäßig 


<blwsylarmı _ Ak? Ak (79.12.a) 
blwlanıı Ho ne | 


Für die Emission von Photonen sichtbaren Lichtes (k = 10° cm”!) durch atomare 
Systeme (h/uc = 1011 cm) ist dieses Verhältnis 10”6. Die Übergangswahrschein- 
lichkeit ist dem Quadrat des Matrixelementes proportional; demzufolge haben 
M1-Übergänge infolge des Spinoperators eine 10!?mal kleinere Wahrscheinlichkeit 
als die elektrischen Dipolübergänge. Ist eine Spin-Bahn-Wechselwirkung vor- 
handen, dann werden die M1-Übergänge gleichzeitig von den Operatoren für den 
Bahn- und für den Spindrehimpuls verursacht. In diesem Falle gelten die Aus- 
wahlregeln (79.16). 

Nach der klassischen Elektrodynamik wird die elektrische Dipolstrahlung durch 
zeitlich veränderliche elektrische Dipole emittiert. Die magnetische Feldstärke 
steht dabei immer senkrecht auf der Fortpflanzungsrichtung der Welle. Die elek- 
trısche Feldstärke kann in der Nähe des Dipols auch eine Komponente parallel 
zur Fortpflanzungsrichtung haben. Die magnetische Dipolstrahlung wird durch 
veränderliche magnetische Dipole emittiert, d.h. durch veränderliche Kreis- 
ströme. In diesem Falle steht die elektrische Feldstärke immer senkrecht auf der 
Fortpflanzungsrichtung, und die magnetische Feldstärke kann eine longitudinale 
Komponente haben. 

Die Auswahlregeln (79.4), (79.6) und (79.9) für die Emission und Absorption 
von Photonen elektrischer Dipol- und Quadrupolstrahlung sind Folgerungen aus 
den Erhaltungssätzen der Parität (II), des Betrages des Gesamtdrehimpulses (J) 
und dessen Projektion auf die z-Achse. Für die Photonen der elektrischen Dipol- 
strahlung ist das Symbol E1 gebräuchlich. Diese Photonen haben den Drehimpuls 
J = 1 und negative Parität (IL(E1) = —1). Auf Grund der Erhaltungssätze für 
Parität und Drehimpuls ändert sich in einem atomaren (oder nuklearen) System 
bei Emission und Absorption von Photonen der elektrischen Dipolstrahlung der 
Gesamtdrehimpuls um 1, und es ändert sich die Parität des Zustandes. 

Die Photonen der elektrischen Quadrupolstrahlung bezeichnet man mit dem 
Symbol E2. Sie haben den Gesamtdrehimpuls J = 2 und positive Parität. Bei 
Emission und Absorption solcher Photonen ändert sich die Parität deshalb nicht, 
und der Gesamtdrehimpuls verändert sich um 2, 


Na -2lEp=SJat 2; 


wenn ja und 7» die Drehimpulse des Anfangs- bzw. des Endzustandes sind. In 
den einfachsten Fällen, in welchen die Zustände durch die Quantenzahlen / 
charakterisiert werden, reduziert sich diese Forderung auf die Auswahlregeln 
(79.9). Im allgemeinen Fall haben die Photonen EJ der elektrischen Multipol- 
strahlung den Drehimpuls J und die Parität Il(ZJ) = (—1)/, wodurch die ent- 


sprechenden Auswahlregeln bestimmt werden. 


21 Dawydow, Quantenmechanik 
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Man kann die Photonen als Teilchen mit der Ruhmasse Null ansehen, die sich 
mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Wie in $ 135 gezeigt wird, werden die Pho- 
tonen durch die Energie Aw, den Gesamtdrehimpuls J und die Parität charak- 
terisiert. Der kleinste Wert des Gesamtdrehimpulses eines Photons (in Einheiten }) 
ist der Spın des Photons. Da der kleinste Wert für den Drehimpuls eines Photons 1 
ist, kann man sagen, daß der Spin des Photons 1 ist. 

Der Gesamtdrehimpuls eines Photons ist die Vektorsumme aus dem Bahn- 
drehimpuls ZL und dem Spindrehimpuls 5 = 1. Photonen mit einem bestimmten 
J-Wert können deshalb drei verschiedene Bahndrehimpulse haben: 


L=J+1, J-1, J. (79.13) 
Da die Photonen (Juanten eines Vektorfeldes sind, ist ihre Parität 
Io = (-ı)FM. (79.14) 


Wie in $135 gezeigt wird, können Photonen mit einem bestimmten Dreh- 
impuls in zwei Arten unterteilt werden: in Photonen der elektrischen Strahlung EJ 
und in Photonen der magnetischen Strahlung MJ. Der Bahndrehimpuls von Pho- 
tonen der magnetischen Strahlung ist gleich dem Gesamtdrehimpuls, d.h., es 
liegt in (79.13) der Fall L = J vor. Nach (79.14) haben die Photonen der magne- 
tischen Strahlung M.J dann die Parität 


TUMJ) = (-1)Jt1, (79.15) 


Bei Emission und Absorption von Photonen der magnetischen Dipolstrahlung 
(J = 1) müssen daher im allgemeinen die Auswahlregeln 


ja-AlSjsSja+ 1 und keine Paritätsänderung (79.16) 


gelten. Ist der Zustand des Systems durch ein Teilchen bestimmt, dann können 
die Auswahlregeln (79.16) erfüllt werden, wenn sich der Bahndrehimpuls des 
Teilchens nicht ändert und die Richtung des Spins verändert wird, d.h. durch 
„Umklappen‘“ des Spins. 

Für die Emission und Absorption der magnetischen Quadrupolstrahlung müssen 
nach (79.15) die Auswahlregeln gelten: 


ja- 21lSJvSJua+ 2 und Paritätsänderung. 


Die Photonen der elektrischen Dipolstrahlung haben den Bahndrehimpuls 
L=0und L=2. Nach (79.14) ist ihre Parität negativ. Die Photonen der elek- 
trischen Quadrupolstrahlung haben ebenfalls keinen bestimmten Bahndreh- 
impuls, weil die Strahlung durch eine Linearkombination der beiden Zustände mit 
L=1und_L= 3 dargestellt wird, d. h., es liegen die ersten beiden Möglichkeiten 
von (79.13) vor. Nach (79.14) hat aber die Parität einen bestimmten Wert, sie 
ist positiv. Auch die Photonen der elektrischen Strahlung für J > 3 haben keinen 
bestimmten Drehimpuls, sondern sie werden durch eine Linearkombination der 
Zustände mit L= J +1 charakterisiert. Die Parität der Photonen der EJ- 
Strahlung ist dabei II(EJ) = (—1)V. 

Aus der Tatsache, daß der Drehimpuls eines Photons nicht kleiner als 1 sein 
kann, erhalten wir noch eine wichtige Auswahlregel: Übergänge zwischen 
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Zuständen mit dem Gesamtdrehimpuls Null (sogenannte 0-0-Übergänge) unter 
Emission oder Absorption eines Photons sind verboten. 

Zur Abschätzung der Matrixelemente für die Multipolstrahlungen entwickelt 
man in den Matrixelementen (78.7) und (79.11) exp (—-ifr) besser nicht in eine 
Potenzreihe, sondern nach Legendreschen Polynomen: 


Seiner Tal Bleosh: (79.17) 


d ist der Winkel zwischen £ und t; jz(kr) ist die sphärische Bessel-Funktion erster 
Art von der Ordnung L; ın der Näherung für lange Wellen haben wir für diese 
Funktion den asymptotischen Ausdruck 


(kr)* 


BEE 


Jı(kr) = 


Der Emission und Absorption von Photonen der MJ-Strahlung entspricht in 
dieser Reihe der Summand mit L = J, zur Emission und Absorption von Photo- 
nen der EJ-Strahlung gehören die Glieder mit L= J +1. 

In der Reihe (79.17) enthalten die Summanden mit L=#+0 den Faktor (kr). 
Die entsprechenden Matrixelemente unterscheiden sich daher vom Matrixelement 
für einen elektrischen Dipolübergang (L = 0) durch einen Faktor (ka)”. wenn a 
die Ausdehnungen des atomaren Systems sind. Die Übergangswahrscheinlichkeit 
ist deshalb ungefähr gleich der Übergangswahrscheinlichkeit für einen elektrischen 
Dipolübergang, multipliziert mit (ka)?L. Für ka = 10”? ist die Übergangswahr- 
scheinlichkeit, die dem Matrixelement mit L = A entspricht, 10!6mal kleiner als 
die Wahrscheinlichkeit für einen elektrischen Dipolübergang. 

Höhere Multipolstrahlungen werden relativ häufig bei Atomkernen und sehr 
selten bei Atomen beobachtet. Dieser Unterschied ist in der Eigenart der Energie- 
spektren begründet. Bei Atomen unterscheiden sich benachbarte angeregte Zu- 
stände ım Gesamtdrehimpuls selten um mehr als 1. In Atomkernen dagegen kann 
sich der Drehimpuls des ersten angeregten Zustandes vom Grundzustand um 
mehrere Einheiten unterscheiden. Zum Beispiel haben alle Kerne mit gerader 
Neutronen- und gerader Protonenzahl im Grundzustand j = (0. Der erste an- 
geregte Zustand solcher Kerne hat gewöhnlich j = 2. Die beiden Zustände haben 
entgegengesetzte Parität, deshalb müssen die elektromagnetischen Übergänge 
zwischen ihnen E2-Übergänge sein (elektrische Quadrupolübergänge). Bei einigen 
Atomkernen, zum Beispiel bei 33 Y, 33Y, $3Zn, 21Ge, 21Nb, ?3Te u.a., ist der Dreh- 
impuls des ersten angeregten Zustandes vom Drehimpuls j des Grundzustandes 
um 4A verschieden, und die beiden Zustände haben verschiedene Parıtät. Für diese 
Kerne entspricht die niedrigste Multipolstrahlung MA. 

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung der Nukleonen in den Atomkernen beträgt 
etwa 100), der gesamten Wechselwirkung, d.h., sie ist viel stärker als die ent- 
sprechende Wechselwirkung für die Elektronen. Die: Abschätzung (79.12a) für 
das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten der M1- und E4-Übergänge, die durch 
getrennte Behandlung des Spinoperators gewonnen wurde, ist daher für Atom- 
kerne unbrauchbar. In Atomkernen kann die Wahrscheinlichkeit für M1-Über- 
gänge sehr beträchtlich sein. 


I1* 


- 
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Magnetische Dipolstrahlung (M1) kann auch von Atomen bei Übergängen 
zwischen Zuständen mit demselben /-Wert und A) = +1 beobachtet werden. 
Diese Übergänge sind zwischen den Komponenten eines Feinstrukturmultipletts 
möglich, zum Beispiel Übergänge der Art 2pıj2 * 2pa72. Die Frequenzen dieser 
Übergänge sind sehr klein, deshalb liegt die entsprechende Strahlung im Mikro- 
wellen- oder Hochfrequenzbereich, aber nicht im optischen Bereich. Wegen der 
schwachen Spin-Bahn-Kopplung ist die Wahrscheinlichkeit für solche Übergänge 
sehr gering. Optische M1-Übergänge können auch zwischen den Komponenten 
verschiedener Feinstrukturmultipletts vorkommen, wenn die entsprechenden Zu- 
stände die gleiche Parität haben. Auf Grund der geringen Emissionswahrschein- 
lichkeit von M1-Quanten unter gewöhnlichen ‚Bedingungen verliert ein Atom 
seine Anregungsenergie in Wechselwirkungen mit anderen Atomen (inelastischen 
Stößen) strahlungslos. In stark verdünnten Gasen (interstellaren Nebeln) sind 
Stöße zwischen Atomen sehr selten. In diesem Falle kann das Atom seine An- 
regungsenergie nur durch Emission eines M1-Quants abgeben (wenn die Emission 
von E1-Photonen verboten ist). Diese magnetische Dipolstrahlung wird tatsäch- 
lich bei Übergängen in Atomen eines interstellaren Gases beobachtet (Glimm- 
linien der Nebel; hier entspricht die magnetische Dipolstrahlung Übergängen in 
zweifach ionisierten Sauerstoffatomen). 

Die Intensitätsverteilung der Multipolstrahlungen EJ und MJ über die Winkel ist von 
der Art der Strahlung (elektrische oder magnetische) unabhängig, sie wird durch die Werte 


von J und m bestimmt, m = m, — m,; m, und m, sind die magnetischen Quantenzahlen 
für den Anfangs- bzw. Endzustand. Die Winkelverteilung der Strahlung ist durch die 


Funktion (s. [47], 8 78) 
Fm)= 3% 1Dap (pr) (79.18) 
p—1, —1 
gegeben. Darin sind 0-der Winkel zwischen der Strahlrichtung und der z-Achse, auf die die 
magnetischen Quantenzahlen m, und m, bezogen werden, DD; die in $ 43 definierten ver- 


allgemeinerten Kugelfunktionen, die von den Eulerschen Winkeln 9, 6 und y abhängen. 
Die Funktion (79.18) hat die folgenden Eigenschaften: 


F jm(0) = F im (rn — ®), (79.19) 


J 
F jm (6) = F7,_m(0); I Fym(0) unabhängig von 6; 


m=—J 
[ F.m(6) dA unabhängig von m. 


Aus (79.19) und den Eigenschaften der Funktionen Des folgt, daß F 7; (0) ein Polynom in 
cos? 0 mit dem maximalen Grad J ist, d.h. 


J 
F jm(6) = I) al) cos?k 6, 
k=0 
Insbesondere gilt für Dipolstrahlung 


(1 + cos? 9). 


m| » 


Fo = sin? 6, Fj, +1 = 


Für Quadrupolstrahlung ist 


1 
Fa, = 3 sin? 6 cos?6, F) 19 = z sin?0 (1 + cos? 6) usw. 
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Da ein System aus einem bestimmten angeregten Zustand spontan in niedrigere 
Energiezustände übergehen kann, darf man angeregte Zustände nicht als streng 
stationäre Zustände ansehen. Ist die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit in 
alle niedrigeren Zustände klein, so nennt man den betreffenden angeregten Zu- 
stand beinahe stationär oder quasistationär. | 

Ein quasistationärer Zustand wird durch ein Zerfallsgesetz £(t) charakterisiert. 
Die Funktion Z£(t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, das System nach der Zeit t 
immer noch in dem betreffenden angeregten Zustand zu finden. Nach genügend 
großen Zeiten (im Vergleich zur charakteristischen Zeit für den betreffenden 
Zustand) hat das „Zerfalls“-Gesetz für einen angeregten Zustand die Form einer 
Exponentialfunktion: 


LW=et. (80.1) 


Die Größe T = T! hat die Dimension einer Zeit und wird als Lebensdauer des 
angeregten Zustandes bezeichnet. 

Zur Berechnung der Lebensdauer angeregter Zustände wollen wir das Glei- 
chungssystem (74.5) genauer betrachten. Wir suchen eine Lösung des Systems 


ine = > <n]W(t)In’y a„.(t) exp (ion) (80.2) 
n’=n 
mit den Anfangsbedingungen 
an(0) = One (80.3) 
Wir formen (80.2) um, indem wir die Gleichung für a„ herausnehmen: 
‚„ danft 
no u = > <mlW(t)Iny a„(t) ®mrt, (80.4) 
di n+#m 
da, 
ıh an = > <n|Wft)In’> a„.(t) dr! für n$m. (80.5) 
n’=#n 


(80.4) bestimmt die Änderung der Amplitude des Anfangszustandes. Damit das 
Zerfallsgesetz mit (80.1) übereinstimmt, muß 


L()= la„[)?= e-f! (80.6) 


sein, wobei 1/I' die geeignet definierte Lebensdauer des Zustandes ist. Damit 
(80.6) erfüllt ist, braucht nur 


le (-Zr‘) (80.7) 


gesetzt zu werden. Zur Berechnung der Koeffizienten a„(t) (n=+ m) sind in $ 74 
auf der rechten Seite der Gleichungen (74.5) die Anfangswerte eingesetzt worden, 
d. h., es wurde ersetzt 


an-(t) > An.(0) = Oie 
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Wie man aus (80.7) ersieht, ist eine solche Näherung nur für nicht sehr große Zeiten 
gerechtfertigt, wenn !'t <1 ist. Wir wollen Lösungen von (80.5) für Zeiten mit 
Tt = 1 erhalten. Dazu setzen wir, WEısskoprF und WIGNer [AU] folgend, auf den 
rechten Seiten der Gleichungen (80.5) nicht die Anfangswerte, sondern die Werte 


Ant) = $nm EXP (-zr}) 


ein. Durch Verwendung von (80.7) erhalten dann die Gleichungen (80.4) und 
(80.5) die Gestalt 


—ihT=2) <mlW(iin) a„(t) exp N [om — zT je 


n#=#m 


a (80.8) 
..„ da, j 1 
ıh = (n|W(t)|m> exp 1 [on + gr t für n=#m, 
di > ) 
mit 
W(t) = wei®t + wieni®t, (80.9) 


wobeı w durch (78.5) gegeben ist. 

Es kann nur dann spontane Übergänge aus dem Zustand m in den Zustand n 
geben, wenn E„ < Em ist. Diese Bedingung kann man kurz als Ungleichung 
n < m schreiben. In (80.8) braucht man daher nur die Werte n < m zu berück- 
sichtigen. 


Wir setzen (80.9) in (80.8) ein, beachten, daß fürn < m 
n|W (Im) = <nlwimy ei®!, 
mW (t)Iny = <n|W(t)Imy* = <nlwlmy* eti®! 
gilt, und erhalten 
HAD=3 5 nlwlmS* exp i [on - ie a7] N anl), (80.10) 


n<m 


da, ' 
ıh - = nlelm) exp [on + o+ zT] 1 für n=#m. (80.11) 


Mit den Anfangsbedingungen und ®ynn = —@nm > 0 folgt aus der Gleichung 
(80.11) | 


1— exp li(o- om+ ri} 
An(t) = (nlwim) en nm. (80.12) 
r(o- omn+ zT) 
2 
Diesen Ausdruck setzen wir in (80.10) ein und bekommen eine Gleichung für die 
Größe I’ bei der Emission von Photonen einer bestimmten Frequenz 


’ exp |i(omn - e-zr)ı)-1 
r- . 2 
27 >, Knlwlmy — 


Be (o- Omnt 5) 
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Der erhaltene Ausdruck muß noch über alle Zustände der emittierten Photonen 
integriert werden. o(e) de sei die Zahl der Photonenzustände mit der Energie 
e = hw ım Intervall e,e + de; damit wird 


> exp |-ile- romn+ zn) | —1 
5 ıy IXnlwImyl?o(e ee end 
nn (: > u) 


Uns interessiert nur der Realteil von /’ (der Imaginärteil von J’ bewirkt eine 
Frequenzverschiebung). Für genügend großes { ist (s. Anhang (A.19)) 


az a 
Im f oe ee de= inola). 
Daher erhalten wir endgültig 
It 
=: -T Knlwim)|2o (En En)- (80.13) 


n+m h 


In (80.13) wird über alle Zustände des atomaren Systems mit Energien E, < En 
summiert; o(Em — En) ist die Dichte der Zustände der emittierten Photonen mit 
der inergie hvo= Em — 

Jeder Summand in der Röriel (S. 13) entspricht nach (77.14) der Übergangs- 
wahrscheinlichkeit aus dem m-ten in den n-ten Zustand pro Zeiteinheit. Die 
Größe /', die der reziproken Lebensdauer des Zustandes m proportional ist, ist 
also gleich der Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit in alle 
Zustände mit einer kleineren Energie als E„. 

Mit Hilfe von (80.13) kann man die Lebensdauer angeregter Zustände be- 
rechnen. Die Lebensdauer des ersten angeregten Zustandes ist der Übergangs- 
wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit aus diesem Zustand in den Grundzustand um- 
gekehrt proportional. Die Lebensdauer angeregter Atomzustände ist von der 
Größenordnung 108 bis 10°9s. Zum Beispiel ist die Lebensdauer des 2pı,2- 
Zustandes im Wasserstoffatom T = 1/I’ = 1,595-10”° s. Der 2s1j,2-Zustand im. 
Wasserstoffatom ist metastabil (T = 0,144 s), weil die E1-, E2- und M1-Über- 
gänge in den Grundzustand verboten sind. Der wahrscheinlichste Übergang 
2517 > 1sıp ist die gleichzeitige Emission zweier Photonen mit der Energie- 
differenz dieser Zustände als Gesamtenergie. 

Die. Lebensdauer angeregter Kernzustände bezüglich der Emission elektrischer 
Dipolstrahlung ist von der Größenordnung 10”!? bis 10°15 s. Wie aber bereits in 
$ 79 bemerkt worden ist, erfolgt bei vielen Kernen der Übergang aus dem eısten 
angeregten Zustand in den Grundzustand durch, Emission höherer Multipol- 
strahlung. Diese angeregten Zustände sind sehr langlebig. Es ist ka = wa/c = 
aAE/hc mit der Energiedifferenz AE zwischen angeregtem und Grundzustand. 
Die Lebensdauer eines angeregten Zustandes, der durch Emission höherer Multi- 
polstrahlung in den Grundzustand übergehen soll, wird demnach besonders groß, 
wenn sich seine Energie nur wenig von der des Grundzustandes unterscheidet. 
Die Lebensdauer der ersten angeregten Zustände einiger Kerne beträgt Stunden, 
Tage und sogar Jahre. Aus diesem Grunde können längere Zeit gleichartige Kerne 
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existieren, die sich nur durch die Anregungsenergie voneinander unterscheiden. 
Solche Kerne nennt man isomere Kerne. Die Erscheinung der Kernisomerie ist 
zuerst von Kurrtscuarow und Mitarbeitern [41] bei der Untersuchung radio- 
aktiver Bromisotope entdeckt und erklärt worden. 

In der Atomphysik bezeichnet man langlebige angeregte Zustände als metasta- 
bile Zustände. Zum Beispiel ist. der in $ 79 erwähnte angeregte Zustand des zwei- 
fach ionisierten Sauerstoffatoms, der die Emission von M1-Strahlung in inter- 
stellaren Nebeln verursacht, metastabil mit der Lebensdauer von etwa AO s. 

Aus dem Ausdruck (80.12) kann man die Wahrscheinlichkeit dafür erhalten, 
daß ein Atom in der Zeit t aus dem Zustand m ın den einzelnen Zustand n über- 
geht: 


rt 
1+ @Tt— 2er cos (w— mn) 


Zönmlt) = \Knlw|m>|? 1 (80.14) 
h? | — mn) + | 
1 ni 
Ist die Ungleichung w&,} <t< F erfüllt, so gilt die Beziehung 
114 eTt_Ie-1RTt = 
nn Dt er 
Rh R 5 Dr)” 2: | 
und (80.14) geht in den Ausdruck (77.6) für Photonenemission über. 
Für t > © wird die Übergangswahrscheinlichkeit (80.14) zu 
2 
7 5 SERIEN (80.15) 


1 
(Em— En) ko] +—T?R? 
k 


Diesen Ausdruck integrieren wir über alle Zustände der emittierten Photonen, 
dx 
x? + a? 
. 0 . 
wahrscheinlichkeit aus dem Zustand m in den Zustand n: 


N 2 
Zee 2 Tate. = 2); 


1 Ar 
(En— En— 8)?+ ZT?R? 
4 


— und erhalten die gesamte Übergangs- 
a 


verwenden die Gleichung | 


Die Summe der Wahrscheinlichkeiten (80.15a), daß das System nach unendlich 
langer Zeit in irgendeinen niedrigeren Zustand (E„ < E„) übergeht, entspricht 
einem mit Sicherheit eintretenden Ereignis (das System muß unbedingt in irgend- 
einen Zustand übergehen), folglich ist 


1= 2 Znm() -772 IXnlwimy?e(Em— En): (80.16) 


Aus (80.16) folgt wiederum die Formel (80.13). 
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(80.15) gibt die Gesamtwahrscheinlichkeit für die Emission von Photonen mit 
der Energie Aw beim Übergang des Systems aus dem Zustand m in den Zustand n 
an. Die maximale Emissionswahrscheinlichkeit gehört zu der Photonenenergie 
ho= Em — En. Diese Wahrscheinlichkeit sinkt auf die Hälfte ab, wenn die 


1 
Photonenenergie von der Differenz E„ — E„ um + >= Ih abweicht. Die Größe 


AE= hl nennt man die Breite eines angeregten Niveaus. Aus (80.13) finden wir, 
daß die Breite eines angeregten Niveaus gleich der mit A multiplizierten ge- 
samten Übergangswahrscheinlichkeit aus dem betreffenden Zustand in alle Zu- 
stände mit kleinerer Energie ist: 


h 
AEm= hIn=—- = 2m 3 Knlwm)l?e(Em— En); (80.17) 
m n+m 


wo 7'„ die mittlere Lebensdauer des m-ten angeregten Zustandes ist. Aus (80.17) 
folgt die wichtige Beziehung zwischen der mittleren Lebensdauer T und der 
Breite AE eines angeregten Niveaus 


TAE=h. (80.18) 


Die Beziehung (80.18) besagt, daß quasistationäre Zustände keine scharfe Energie 
haben, d. h., Zustände mit endlicher Lebensdauer haben keine scharf definierte 
Energie. Die Niveaubreite AF ist ein integrales Charakteristikum für diese Un- 
schärfe. 

Wie bereits in $ 19 erwähnt wurde, ist die Zeit in der Quantenmechanik kein 
Operator. Der Energieoperator eines Systems ist der Hamilton-Operator. Die 
Beziehung (80.18) ist daher keine Unschärferelation zwischen der Energie und 
der Zeit und darf nicht als Analogon zu den Unschärferelationen zwischen Ort 
und Impuls [42] aufgefaßt werden. 

Da ein angeregter Zustand eine endliche Lebensdauer hat, ist er kein stationärer 
Zustand. Ist die Lebensdauer gegenüber der charakteristischen Zeit h/E groß — 
E ist die mittlere Energie des Systems in diesem Zustand —, dann bezeichnet 
man den betreffenden Zustand als quasistationär. In einem quasistationären 
Zustand hat die Energie des Systems keinen scharfen Wert. Fock und Kryrow 
[43] haben gezeigt, daß die Verteilungsfunktion für die Energie in einem quasi- 
stationären Zustand direkt mit dem Zerfallsgesetz dieses Zustandes zusammen- 
hängt. Wir wollen diesen Satz jetzt beweisen. Das System bestehe aus zwei 
schwach miteinander wechselwirkenden Teilsystemen 1 und 2. Der vollständige 
Hamilton-Operator habe ein kontinuierliches Spektrum und könne in der Form 


H(1,2)= H(1)+ H(2) + V(1, 2) (80.19) 


geschrieben werden. Wir setzen ferner voraus, daß der Operator Hy, = H(1) + H(2) 
bei fehlender Wechselwirkung diskrete Eigenwerte E,„ hat, zu denen die Wellen- 
funktionen %,„(xı) Pn(&2) gehören. Insbesondere können zum Beispiel H(1) der 
Hamilton-Operator eines Atoms, H(2) der Operator eines elektromagnetischen 
Feldes und V(1,2) der Operator für die Wechselwirkung zwischen Atom und 
Feld sein. y„(z1) @„(x:) kann dann dem Fall entsprechen, daß das Atom angeregt 
ist und keine Photonen vorhanden sind. 
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Zur Zeit i=( sei der Zustand des Gesamtsystems durch die Wellenfunktion 
Yulzıza0l) = Ynlaı) On(xa) beschrieben. Dies ist kein stationärer Zustand des Ge- 
samtsystems mit dem Hamilton-Operator (80.19). Wir entwickeln y,(2ı220)=]|a)> 
nach den Eigenfunktionen yz(zı22) des Operators (80.19): 


lay= [ Ca(E) yelzıza) dE, (80.20) 


wobei C,(E) die Wellenfunktionen des Zustandes ja) in der Energiedarstellung 
sind. 

Da vw; Eigenfunktionen des Operators (80.19) sind, kann man auf Grund von 
(80.20) den Wert dieser Funktion zur Zeit £ angeben (s. $ 16): 


iEt 
v(zızal) = [ Cs(E ) vel (2125) €” "ri dE. (80.21) 


Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeit £/, daß sich das System zur Zeit I 
noch im Zustand (80.20) befindet. £/ wird durch das Betragsquadrat des Koeffi- 
zienten A,(t) bestimmt, der den Beitrag des Zustandes (80.20) zum Zustand 
(80.21) angibt. Der Koeffizient A,(t) selbst ist das Skalarprodukt von (80.20) 
und (80.21) 

) = f vr(2120) ylaızat) dei das, 
daher ist 


Lt) = 1A,())? _ fe” = W.(E)dEN. (80:22) 


W,(E) = |C.(E)|? kann man dabei als Verteilungsfunktion der Energie im Zu- 
stand |a) ansehen. Die Größe W,(E) dE gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß das 
System im Zustand |a) eine Energie im Intervall E, E + dE hat, und befriedigt 
die Gleichung 

[ W,(E)dE=1. (80.23) 


Formel (80.22) stellt das „Zerfallsgesetz‘“ des Zustandes |a) durch die Verteilungs- 
funktion für die Energie W,(E) in diesem Zustand dar. Das Zerfallsgesetz £,(t) 
ist durch das Betragsquadrat des Koeffizienten C,(E) bestimmt, der die Wellen- 
funktion des Zustandes |a) ın der Energiedarstellung ist. Zur Berechnung von 
Z/,(t) braucht man diese Funktionen also nur bis auf einen Phasenfaktor zu 
kennen. 

Wenn W,„(E) eine stetige Funktion der Energie ist, dann folgt aus (80.22) 
£(t)>0 für it o. Man kann zeigen [43], daß die Stetigkeit von W,(E) als 
Funktion von E die notwendige und hinreichende Bedingung für den Zerfall ist, 
d.h. die Bedingung £(t) > 0 für t > ©. Wir wollen zwei einfache Beispiele be- 
handeln: 

a) W,(E) sei eine stetige Funktion der Energie und werde durch eine Disper- 
sionsformel gegeben: 


kr 


WR)= 5. 


(80.24) 
"(E- E)+ 


In diesem Falle ist 
iEt 


few Wi(E) dE= ig 
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Aus (80.22) folgt daher ein Exponentialgesetz für den Zerfall: 
LU)=eT. (80.25) 


b) Der Operator (80.19) habe ein diskretes Eigenwertspektrum E,„. Die Ent- 
wicklung (80.20) wird dann durch die u 


Yal (21220) = 2, Ca( E, (183) 


ersetzt. In diesem Falle haben wir 


y(azızat) = 2 Cl „„a)e R; (80.21a) 
deshalb ist 
| iEnt 
)=\I ICa(En)l?e r = 
| n 
= 3 W:i(ER)+ I WalEn) Wa(Em) cos (En E,) n (80.26) 
" en 


Die Funktion £/,(t) ıst eine oszillierende Funktion der Zeit für quasistationäre 
Zustände von Systemen, deren Hamilton-Operator ein diskretes Spektrum hat. 
In diesem Falle ist die Zerfallsbedingung für den Zustand ja), lim Z,(t) = OÖ für 
t — 00, nicht erfüllt. 

Zum Schluß dieses Paragraphen bemerken wir, daß die oben gefundenen 
Formeln für die Breite angeregter Zustände auch die sogenannte natürliche 
Linienbreite bestimmen. Die natürliche Breite eines Zustandes wird von der 
spontanen Photonenemission bestimmt. Es gibt aber auch andere Ursachen für 
die Verbreiterung angeregter Zustände. In atomaren Systemen wird eine solche 
zusätzliche Verbreiterung (die häufig beträchtlich größer als die natürliche 
Breite ist) hauptsächlich durch die Wechselwirkung zwischen den Atomen (ins- 
besondere durch Stöße) oder durch äußere elektrische Felder verursacht; bei 
der Wechselwirkung zwischen den Atomen geht die Anregungsenergie strahlungs- 
los in die kinetische Energie der Atome über. Bei nuklearen Systemen haben wiır 
folgende Ursachen für die zusätzliche Verbreiterung: Übertragung der Anregungs- 
energie des Kerns auf die Atomelektronen (innere Konversion) oder Kernumwand- 
lungen, bei denen Teilchen aus dem Kern herausfliegen (Nukleonen, Elektronen 
usw.). 


S 61. Polarisierbarkeit eines quantenmechanischen Systems. 
Elementare Quantentheorie der Dispersion 


Auf ein quantenmechanisches System (Atom, Molekül, Atomkern u.a.) falle 
eine elektromagnetische Welle mit einer Wellenlänge, die bedeutend größer sei 
als die linearen Ausdehnungen des Systems. In diesem System wird dann ein 
elektrisches Dipolmoment d induziert, das der elektrischen Feldstärke im Mittel- 
punkt des Atoms proportional ist: 


d= BE. (81.4) 
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Der Proportionalitätsfaktor ß in (81.1) ist im allgemeinen ein Tensor und wird als 
Polarisierbarkeit bezeichnet. 

Zur Berechnung der Polarisierbarkeit einiger quantenmechanischer Systeme be- 
trachten wir die Schrödinger-Gleichung 


0 
(ir - Mm) y=-erey. (81.2) 
Darin ist H der Hamilton-Operator des ungestörten Systems und —erE€ der 
Operator für die Wechselwirkung des Teilchens der Ladung e mit der elektro- 
magnetischen Welle (nur die elektrische Dipolwechselwirkung ist berücksichtigt); 
es ist 


1_,, | 
&= — Eofeiet + erien) (81.3) 


mit der Amplitude &, der elektromagnetischen Welle im Mittelpunkt des Atoms. 
%m und E„ seien Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte des Operators H. Für kleine 
elektrische Feldstärken in der elektromagnetischen Welle kann man die Lösung 
der Gleichung (81.2) für den m-ten stationären Zustand des ungestörten Systems 
in der Gestalt 


Ym> {Pm + B3 (Amk ei®t + Dink eriet) Pr ei®mt (81.4) 
k 


mit Om = Em/h ansetzen. 
(81.4) setzen wir ın (81.2) ein und verwenden (81.3). So erhalten wir für die 
Größen erster Ordnung die Gleichung 


er 
2 (Omx = ©) Ani: Tr (Omk Zi: w) en PR = > 
k 


5%; (ei®t as erie:) Om 


mit 
Omk= OmT DOx- 
Wir multiplizieren beide Seiten der letzten Gleichung mit 9 und integrieren 
über alle Veränderlichen, von denen die Wellenfunktionen » abhängen. Durch 


Koeffizientenvergleich der gleichen Exponentialfunktionen der Zeit erhalten wir 
die unbekannten Koeffizienten in der Funktion (81.4) 


RR e&ockltim) _ nr e&ockliimy 
m homo) Ihlomr + ©) 


(81.5) 


mit 
<klelm> = f PL pm AT. 

Die oben entwickelte Methode zur Berechnung der Wellenfunktion (81.4) war 
auf die Voraussetzung gegründet, daß die Differenz |y„ — „| klein ist. Die 
Lösungen (81.5) können daher nur dann verwendet werden, wenn die Frequenz des 
einfallenden Lichtes w + w„.x Ist. 

Zur Berechnung des elektrischen Dipolmoments des Atoms, das von der elektro- 
magnetischen Welle induziert wird, hat man den Mittelwert des Dipolmoments in 
dem durch die Wellenfunktion (81.4) beschriebenen Zustand auszurechnen. Wir 
setzen ın 


dn= f vrery„dr 
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den Ausdruck (81.4) ein, berücksichtigen (81.5) und nehmen nur die Glieder erster 
Ordnung in der Störung mit: 
IE Omr<mitlky (<klelmyEo) 
dm = e(m|t|lm> — 2 nn cos wi. (81.6) 

Der erste Summand in (81.6) entspricht dem permanenten elektrischen Dipol- 
moment des Systems im Zustand m. Für alle Zustände m mit einer bestimmten 
Parıität ist <m|t|m> = 0. Der zweite Summand ist von der Frequenz w der ein- 
fallenden elektromagnetischen Strahlung abhängig. 

Wir wollen aus (81.6) den Tensor für die Polarisierbarkeit in expliziter Form 
gewinnen. Dazu führen wir ein kartesisches Koordinatensystem ein, dessen Achsen 
mit den Hauptachsen dieses Tensors zusammenfallen. Dann ist 


dz, — Dez 55 dd = TE 2 di, = Des 


Es ergibt sich also aus (81.6) 
2: Ogm|<mlzlk)]? 
a ee 


= Mohn 0) 


Die beiden anderen Hauptkomponenten des Polarisierbarkeitstensors erhalten wir 
aus (81.7), indem wir das Matrixelement der Koordinatex durch die Matrix- 
elemente der Koordinaten y bzw. z ersetzen. 

Ferner führen wir die dimensionslose Hilfsgröße 


2 w m 
Ffm = TE" IKktalm)1?, (81.8) 
die sogenannte Oszillatorstärke des Überganges m > k, ein. Die z-Komponente des 
Polarisierbarkeitstensors kann dann für den Zustand m in der Form 


2% ö 
e =: 
Pzz Ze 2: Oo == @*) e (81.9) 
k 4 
geschrieben werden. Für ein isotropes System ist die Polarisierbarkeit ein Skalar: 


Pxx = Byy= Pz:= P. 


Die Oszillatorstärke des Überganges m > k ist nach (81.8) positiv für £,> E„ und 
negativ, wenn die umgekehrte Ungleichung gilt. Insbesondere sind die Oszillator- 
stärken aller Übergänge 0 > k, die die Polarisierbarkeit des System im Grund- 
zustand bestimmen, positiv. 

Als Beispiel berechnen wir die Oszillatorstärken der Übergänge zwischen den Zuständen 
eines harmonischen ÖOszillators. Mit dem Ausdruck (33.21) für die Matrixelemente des 
ÖOrtsoperators und mit @9 = ®„-+1, m EThalten wir 


= —m, Fer mzm+1. (81.8a) 


f mei, m 
Die Oszillatorstärken aller anderen Übergänge sind Null. Die Polarisierbarkeit des Oszilla- 
tors ist daher nach (81.9) 
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Die Oszillatorstärken eignen sich gut zur Charakterisierung der Übergänge in 
einem System. Es gibt einfache Sätze für die Summen der Oszillatorstärken, die 
mit Hilfe der Vertauschungsrelationen für Orts- und Impulsoperatoren bewiesen 
werden. Zum Beweis des grundlegenden Satzes über die Summe von Öszillator- 
stärken (Satz von Tumomas, ReicHe und Kunn) bringen wir (81.8) in die Form 


MOkm 


[km = ri [ <klalmy*<klelmy + <klalmy*<kleim> }. 


Wir verwenden den Zusammenhang zwischen den Matrixelementen (s. (78.10)) 


1uU@xm(klelm)> == <klp.\m) 


und die Hermitezität der Operatoren und bekommen 


1 
2, = — [ (mlalky <klpzlm) — <mIp.lk) <klzim)}. 


km i 7 


Den erhaltenen Ausdruck summieren wir über alle k (sind Zustände mit kontinuier- 

lichem Spektrum vorhanden, so ist die Summation durch eine Integration zu er- 
setzen), benutzen die Multiplikationsregel für Matrizen und die Vertauschungs- 
regel [x,9.] = ıh und erhalten 


1 
Sim =D [Kmlelky <kipzim) — 
k ıh k 


1 
ih 


Speziell für einen harmonischen Oszillator folgt die Summenregel (81.10) direkt 


aus (81.8a) 
2 Im ERBE [a+1,m 1. 


(81.10) ist die Summenregel für die Oszillatorstärken zu den Quantenzuständen 
eines Teilchens im System. Sie gilt für eine beliebige Richtung der z-Achse ım 
System und für einen beliebigen Zustand m. Sind in einem atomaren System Z 
Elektronen vorhanden, dann ist die Summenregel der Oszillatorstärken für das 


ganze System 
2 km — Z, 


da jedes Elektron unabhängig zur Summe beiträgt. 

Die Oszillatorstärke für den Übergang 15 > 2p im Wasserstoffatom ist 0,4162. 
Nach der Summenregel (81.10) ist die Summe der Oszillatorstärken für die Über- 
gänge aus dem Grundzustand As in alle anderen Zustände (außer in den 2p-Zu- 
stand) 0,5838. Die Übergänge in Zustände des kontinuierlichen Spektrums sind 
an der Summe mit 0,4359 beteiligt. 

Um die Oszillatorstärken theoretisch zu berechnen, muß man die Wellenfunk- 
tionen der Zustände kennen, zwischen denen die Übergänge erfolgen. Diese Funk- 
tionen sind nur für den harmonischen Oszillator, das Wasserstoffatom und einige 
andere einfache Systeme gut bekannt. Für kompliziertere atomare Systeme 
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können diese Funktionen mit Näherungsverfahren berechnet werden, die wir in 
den folgenden Kapiteln kennenlernen werden. 


Alle in diesen Paragraphen abgeleiteten Formeln sind im Falle einer Resonanz unbrauch- 
bar, d. h., wenn gleich einer Frequenz &,„ ist. Um Ausdrücke zu gewinnen, die auch für 
den Fall einer Resonanz brauchbar sind, muß man die endliche Lebensdauer angeregter 
Zustände oder (was dasselbe ist) die Energieunschärfe in angeregten Zuständen berück- 
sichtigen. Der angeregte Zustand k habe die Lebensdauer !'. Das Quadrat der Amplitude 
für die Wahrscheinlichkeit, das System in diesem Zustand k anzutreffen, wird durch die 
Formel Ja,(t)? = exp (—T’,t) gegeben. 

Die Zeitabhängigkeit von a,(t) im Zustand k kann daher in der Form 


IRT 
a,(t) = exp ji —1 (Ei — ) Pr , 


a*(t) = exp 1i(2 be on 


2 /R 


geschrieben werden. Man kann also die Lebensdauer angeregter Zustände berücksichtigen, 
indem man formal zu komplexen Energien übergeht: 


RR Z Ark. (81.14) 


Wir nehmen die entsprechenden Substitutionen in (81.5) vor und erhalten die Wellen- 
funktion des m-ten Zustandes in der Form 


et 
Ym = u D/<klel m) x 
2h x 


ejwt e-iwt 
> Sn m Eee p% e io mt 4 
Om BO gUrtFm) Om te ZUR rt Im) 


Ferner behandeln wir nur den Fall, daß die Frequenz w der einfallenden Wellen in der Nähe 
einer Frequenz &,m > 0 liegt; dann ist 
e&, <k|r| m ei] 
Ym a 0‘ | | > ER eri® mt (81.12) 
1 = 
®xkm — @ u 1: 
2 
mit 7’= T,+ T,„. Der Mittelwert des elektrischen Momentes des Atoms im Zustand 
(81.12) ist 
2 kS)<klr| my ei®t 
d = eos DS aD + konj. kompl. 


2, [or 2 sr] 

Der Faktor 
e2\<k|&|m>1? (om —o+ Sr) 

a Pr rate GE 


’ 


r? 
h [Kin = @)? = 7 
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Mr, Ey ei®t ist die komplexe Polarisierbarkeit des Atoms, wenn die Frequenz w in der 


Nähe von wm > 0 liegt. Mit der Definition (81.8) der Oszillatorstärke kann man die 
komplexe Polarisierbarkeit eines Atoms im Bereich der Resonanz bei der Frequenz w,„ 
durch die Formel 
2 fx 1 E 
em \Pkm — © ag on 


Prx = (81.12) 


Tr? 
2UOkm (or u @)? Ar 7 
darstellen. Zu diesem Ausdruck ist die Polarisierbarkeit (81.9) der Zustände mit ® + Om 


zu addieren. Die gesamte Polarisierbarkeit eines Atoms im Zustand m ist dann im Frequenz- 
bereich ® == &,m durch die Formel 


i 
er, [ok —®o+ srl 


z= Im 
a a ee 
2 UO,m [Keim — w)2 + „| © 1#k Im 


gegeben. 


Im allgemeinen Falle gilt für die Polarisierbarkeit eines Systems die Formel 


1 
e? Pin [or = D% Pin 


Pzx (81.12 b) 


wre TI] 
wir tm | (tm — 0) + zT 

mit 

Im= I, + an: 


Kennt man die Polarısierbarkeit der Atome, so kann man die dielektrische 


Permeabilität e oder den Brechungskoeffizienten der Substanz n = Ye be- 
rechnen, wenn man den Zusammenhang zwischen der dielektrischen Permeabilität 
und der Polarisierbarkeit der Atome (oder Moleküle) aus der klassischen Elektro- 
dynamik verwendet. Für ein verdünntes Gas ist dieser Zusammenhang einfach 


e=n?=1+4rNß, (81.13) 


wenn ß die Polarisierbarkeit eines Atoms ist; N ist die Zahl der Atome pro Vo- 
lumeneinheit. Für ein kompaktes isotropes Medium ist dieser Zusammenhang 
komplizierter: 
n?—1 Ar 
29° ß. (81.13a) 
Wir setzen in (81.13) den Ausdruck für die Polarisierbarkeit (81.9) für den 
Grundzustand eines Atoms (m = 0) ein und können so die Abhängigkeit des 
Brechungskoeffizienten des Stoffes von der Frequenz des einfallenden Lichtes 
bestimmen; die Frequenz des einfallenden Lichtes & soll dabei nicht mit der 
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Frequenz eines Überganges übereinstimmen. Für ein Gas ist diese Abhängigkeit 


durch 


29 
„ko 
= n=A1+4ArnN $ —— 81.14 
e=n + Ari PIE Bee ( ) 


gegeben. Je größer die Oszillatorstärke des Überganges ist, desto mehr trägt der 
entsprechende Summand zur Summe (81.14) bei, die den Brechungskoeflizienten 
in Abhängigkeit von der Frequenz des einfallenden Lichtes darstellt. Die Fre- 
quenzabhängigkeit des Brechungskoeffizienten bezeichnet man als Dispersion des 
Lichtes. Befinden sich die Atome im Grundzustand, dann ist fxo > 0, und der 
Brechungskoeffizient nimmt mit wächsender Frequenz zu (solange Formel (81.14) 
brauchbar ist). Diese Frequenzabhängigkeit des Brechungskoeffizienten bezeichnet 
man als normale Dispersion (Abb. 10). 


n(w) 
11(7)) Fm<0 
/ .- 
. @xg 7 @)xm 1 
Abb. 10. Normale Dispersion Abb. 11. Anomale Dispersion 


Befinden sich die Atome in angeregten Zuständen (m), so ist der Brechungs- 
koeffizient durch 


e? 
BE: >; 
u km 
n=1+2rN 2 
Fon w° 


gegeben. In diesem Falle sind die Oszillatorstärken für Zustände k mit der Energie 
Ex < Em negativ. In der Nähe der entsprechenden Übergangsfrequenzen nimmt 
daher der Brechungskoeffizient mit wachsender Frequenz ab. Diese Frequenz- 
abhängigkeit des Brechungskoeffizienten heißt anomale Dispersion (Abb. 11). 


Die oben abgeleiteten Formeln gelten nur für Frequenzen w, die nicht mit &,„ über- 
einstimmen. Berücksichtigt man die Lebensdauer der angeregten Zustände, so kann man 
auch Ausdrücke für die Frequenzabhängigkeit des Brechungskoeffizienten für = Om 
herleiten. Verwendet man zum Beispiel für die Polarisierbarkeit eines Atoms den Ausdruck 
(81.12b), dann ergibt sich nach (81.13) für ein Gas die dielektrische Permeabilität (im 
Bereich der Resonanz) 


r 
| m 
Ee= em —=1H+ Ä : r PR - —: (81.15) 
Hd km (im > @)” ne a I#k im. 


22 Dawydow, Quantenmechanik 
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Wir setzen = (n + ix)? = n? — x? + 2inx mit dem Brechungskoeffizienten n und dem 
Extinktions- oder Absorptionskoeffizienten x und finden 


Ir Ne fm (Om — ©) 


1 
HO%m Io = ©)? Tr „| 


?—- —-1= , 


rc Ne? I l 


2 1 2 | 
240m (Oxm = w) + za 


nx = 


Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen kann man n und x berechnen. Der physikalische 
Sinn dieser Größen ist leicht einzusehen, wenn man beachtet, daß die ebene Welle E,= 
En, exp i(kz — ot) in <dlem Gas in die Welle 


E,= Eor € *F= exp fi(nkz — ot)! 
übergeht. 


$ 82. Streuung von Licht an einem atomaren System 


Als Streuung von Licht an einem Atom oder allgemeiner an einem atomaren 
System bezeichnet man den Prozeß, bei dem das Atom im Zustand |a) ein ein- 
fallendes Photon » mit der Energie kw absorbiert und anschließend unter Emission 
eines Lichtquants »’ mit der Energie kw’ in den Zustand |b) übergeht. Sind An- 
fangs- und Endzustand des Atoms gleich (Ja) = |b)), so ändert sich die Frequenz 
des Quants bei der Streuung nicht, es ändert sich im allgemeinen nur seine Bewe- 
gungsrichtung. Diese Streuung bezeichnet man als kohärente oder Rayleigh- 
Streuung. Wenn sich der Zustand des Atoms bei der Streuung eines Photons ändert 
(a) # |b>), dann ist die Energie des emittierten Photons nicht gleich der des ein- 
fallenden Photons. Diese Streuung heißt inkohärente oder Raman-Streuung!?). 

Bei der elementaren theoretischen Untersuchung der Streuung von Licht werden 
‘wir von dem Gleichungssystem (s. (80.2)) 


.„dBnlt 
in = 3 <mIW(t)Iny B„(t) ei" mat (82.1) 
nm 
mit 
wn„etet für Absorptionsprozesse 
mwN) =} > u . BE (82.2) 
RER: für Emissionsprozesse 
ausgehen. 


Das Gleichungssystem (82.1) beschreibt nur die Emission und Absorption eines 
Photons. Zur Untersuchung der Streuung von Photonen muß man Zwischen- 
zustände einführen und die Streuung als Prozeß in zwei Etappen ansehen. Die 


1) Die inkohärente Streuung von Licht wurde 1928 von Manpeistam und LANDSBERG 
bei der Streuung von Licht an Kristallen und von Raman bei der Streuung von Licht an 
Flüssigkeiten entdeckt. 
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Streuung eines Photons kann über zwei Arten von Zwischenzuständen vor sich 
gehen, was man symbolisch durch das Diagramm 


darstellen kann; a + » bezeichnet dabei den Anfangszustand (Atom im Zustand 
la» und Photon »), b + »v’ ist der Endzustand. Ein Zwischenzustand erster Art (I) 
entspricht dem Fall, daß das Atom das Photon » absorbiert und in den Zustand 
|p> übergeht; im Zwischenzustand sind also keine Photonen vorhanden. Der 
Zwischenzustand I geht durch Emission des Photons »’ in den Endzustand über, 
das Atom gelangt dabei aus dem Zustand |p> ın den Zustand |by. Der Zwischen- 
zustand zweiter Art (II) entsteht, indem das Atom das Photon »’ emittiert und 
dabei aus dem Zustand ja) in den Zustand |d) übergeht. In diesem Zwischen- 
zustand sind zwei Photonen vorhanden, » und »’. Beim Übergang in den End- 
zustand wird das Photon v absorbiert, und das Atom geht aus dem Zustand |d) in 
den Zustand |b) über. 

Die Einführung der Zwischenzustände dient als Rechenhilfsmittel. Diese Zu- 
stände sind in der Natur nicht realisiert; das äußert sich speziell darin, daß der 
Energiesatz für einen Übergang in einen Zwischenzustand nicht gilt. Nur dann, 
wenn in der Summe über die Zwischenzustände (s. u.) einer besonders ausgezeich- 
net ist (Resonanz), kann man sagen, daß es ein realer Zwischenzustand ist. 

Wir setzen auf der rechten Seite von (82.1) die Amplituden für den Anfangs- 
zustand ein und erhalten zwei Gleichungen zur Bestimmung der Änderung der 
Amplituden in den Zwischenzuständen: 


I II 
ıh ne = w,,ell@ram ot; ıh a > wi, eil@aato)t, 


Die allgemeinen Lösungen dieser Gleichungen sind bis auf willkürliche Kon- 
stanten, die die gesuchte Streuwahrscheinlichkeit nicht beeinflussen, 


eil®pa—-®) t eilwaatw’) £ 


Der Übergang aus den beiden Arten von Zwischenzuständen in den Endzustand 
wird ebenfalls durch die Gleichung (82.1) beschrieben, wenn man auf der rechten 
Seite die Amplituden der Zwischenzustände einsetzt und die Matrixelemente in 
Übereinstimmung mit der Bedingung (82.2) wählt. Auf diese Weise haben wir 


dB;(t £ 
TeıO, = % wi Bil) eemtrot +2, w,,Bil(t) ellma-olt, (82.4) 


di pe 


22* 
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Nach (78.11) sind die Matrixelemente für elektrische Dipolübergänge unter Emis- 
sion und Absorption von Photonen in der Näherung für langwellige Strahlung 


wi, = — je V2rho’ Urp)); Wo, ie Y2rkiw (Utpa); | (82 5) 


wi, = —ie Yarhw (wrg); wg = ie Yarrko (urz,), 


u und w’ sind die Einheitsvektoren der Polarisation des einfallenden bzw. des ge- 
streuten Photons. Die elektrische Feldstärke in der elektromagnetischen Welle ist 
auf ein Photon pro Volumeneinheit normiert. 

In (82.4) setzen wir die Amplituden der Zwischenzustände aus (82.3) ein (in der 
zweiten Summe ersetzen wir den Summationsindex d durch p), verwenden (82.5) 
und erhalten nach einfachen Umformungen 


Bylt 
in‘ AN = Mya exp!i(E.—Eanı) Er (82.6) 
di | h y 
mit 
Ee= E+Rkw, Eanı= Eat kw, (82.7) 
Mus= Inc: Yoo I (82.8) 
p#b| 97T Opa © T Opa | 


(82.6) wird unter der Anfangsbedingung B,(0) = 0 gelöst. Es ergibt sich die Über- 
gangswahrscheinlichkeit zur Zeit t: 


1 (Eo— E | 

— cos anf 
Rh 

B,()l? = 2 


Für t> h/E, kann man wie in $ 77 die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 
einheit berechnen: 


—. 


P(bv’ av) = z |Moal? SEe— Eanı)- (82.9) 


Aus (82.9) und (82.7) folgt, daß bei der Streuung der Photonen der Energiesatz 
erfüllt ıst: 
E+hw = Ent ho. 


Durch Summation von (82.9) über alle möglichen Endzustände für die Streuung 
der Photonen in den Raumwinkel d2 finden wir 


dP(bv’ <a) = = |M;al? de(E.), (82.10) 
wo 
(0) dQ 
do) a2 
e(E.) Omo)ih (82.14) 


die Zahl der Endzustände pro Volumeneinheit und pro Energieeinheit für die 
Streuung der Photonen in den Raumwinkel d@ angibt. 
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Für Rayleigh-Streuung (a =b, w& = w) vereinfacht sich das Matrixelement 
(82.8). Wir legen die z-Achse in Richtung des Vektors u und bezeichnen den 
Winkel zwischen der z-Achse und der Streurichtung mit 6. Für ein isotropes 
atomares System haben wir dann 


2 
Opal 
M.a= Are’w > ®palap| ,;, 0. (82.12) 
a 2 3 
p+a OT Dpa 


Durch Einsetzen von (82.12) in (82.10) und unter Verwendung von (82.11) finden 
wir für die Wahrscheinlichkeit, daß ein Photon pro Zeiteinheit durch Rayleigh- 
Streuung in den Raumwinkel d@ = sin dd8 dp gelangt, 


N (mp4 2\2 
de | peter) sin? Hd. (82.13) 
h?c? p+a Dr Opa 


Dasselbe Ergebnis kann man auch quasiklassisch erhalten. Unter dem Einfluß des 
elektrischen Feldes € = Eyu cos wi wird in einem atomaren System das elektrische 
Moment 


d= Bud, cos wi 


induziert. Nach der klassischen Elektrodynamik sendet dieser Dipol elektro- 
magnetische Wellen aus. Die mittlere Intensität der Strahlung, die pro Sekunde 
ın den Raumwinkel d.Q emittiert wird, ist 


2 714,02 
Dr RL 


I = 
a Arcc? Src3 


sın?20d2, 


wobei die Zeitableitung durch Punkte gekennzeichnet ist. 
Den erhaltenen Ausdruck dividieren wir durch die Energie ih w eines Quants und 
erhalten die Streuwahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit 


2 n3,22 
dPray= ; a sin?0d2. (82.14) 


Normieren wir die Amplitude der elektromagnetischen Welle auf ein Quant pro 


Volumeneinheit (Ey = 2 Y2rho) und setzen wir in (82.14) die Polarisierbarkeit 
für ein isotropes quantenmechanisches System (s. (81.7)) 


2.e? © polZopl? 


= P.= > 


pro hKlopo — ©?) 


ein, so gelangen wir wieder zum Ausdruck (82.13). 
Um die Lebensdauer eines angeregten Zustandes zu berücksichtigen, muß man 
die Polarisierbarkeit (81.12b) ın (82.14) einsetzen. So erhalten wir 


1 2 
[20 [@,0- o+ Tl 


wä et 
2 
Ach uf | pr0 


dPray = sın?0d2. 


oo | (&r0- @)°+ zT Ä 
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Die Intensität der Rayleigh-Streuung nimmt zu, wenn sich die Frequenz des ein- 
fallenden Lichtes einer Resonanzfrequenz w,, des Atoms nähert, und erreicht für 
@ 2 @,, Ihren Maximalwert. In diesem Falle (» == w,,) bezeichnet man die Streu- 
ung des Lichtes als AResonanzfluoreszenz. Eine ausführlichere Darstellung der 
Theorie der Resonanzfluoreszenz gibt HEırrer [44]. 


S 83. Elementare Theorie des Photoeffektes 


Wird die Photonenenergie Aw größer als die lonisierungsenergie des Atoms, so 
kann bei der Absorption von Photonen ein Elektron aus einem gebundenen Zu- 
stand in einen Zustand des kontinuierlichen Spektrums übergehen. Diese Erschei- 
nung heißt Photoeffekt. Der Photoeffekt spielt bei der Absorption von Röntgen- 
strahlen und y-Quanten in Materie und bei einigen anderen physikalischen Er- 
scheinungen eine wesentliche Rolle. 

Wir wollen die elementare Theorie des Photoeffektes entwickeln. Die Absorp- 
tionswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit unter Emission eines Elektrons wird durch 
die.allgemeine Formel (77.4) gegeben. Der Endzustand des Elektrons liegt im 
kontinuierlichen Spektrum. Die Dichte der Endzustände für die Elektronen- 
emission in den Raumwinkel d.@ ist in nichtrelativistischer Näherung E = p?/2u 

Vp’dQ2dp Vpu 


wenn V das Volumen des Systems ist. 


Zur Vereinfachung der Rechnungen werden wir die Wechselwirkung zwischen 
Elektron und Atom im Endzustand nicht berücksichtigen, d. h., wir werden den 
Endzustand des Elektrons durch ebene Wellen beschreiben 


1 p uv 
Ya=oz*P (iqt), ae (83.2) 
die auf das Volumen V normiert sind. Diese Näherung ist zulässig, wenn die 
Energie der emittierten Elektronen groß gegenüber der lonisierungsenergie des 
Atoms ist, d. h., wenn die Ungleichung 


v? Zei Ze? 
ri oder = ei (83.3) 
erfüllt ist. Die Größe &? ıst das Verhältnis der Ionisierungsenergie zur kinetischen 
Energie des emittierten Elektrons. Wegen uv?/2 = hw — Ifolgt aus (83.3), daß 
die Photonenenergie genügend groß sein muß. Andererseits muß die Energie der 
Photonen klein gegenüber der Ruhenergie der Elektronen sein, damit man das 
Problem in nichtrelativistischer Näherung lösen kann. 

Als Anfangszustand des Elektrons wählen wir die Wellenfunktion des 1s-Zu- 
standes: 

B2 

meZ 


(83.4) 


yo= (na?) 112 erla, d 
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Durch Einsetzen von (83.1) in (77:4) finden wir die Wahrscheinlichkeit für die 
Emission eines Elektrons pro Sekunde in den Raumwinkel d 2 unter Absorption 
eines Photons 


Vpu | 


Der Operator für die Absorption der elektromagnetischen Welle ist nach (78.4a) 
und (78.5) auf ein Photon pro Volumeneinheit normiert und hat die Gestalt 


e 
w*= 7, V?r* em -inuv). (83.6) 
163) 


Wir benutzen (83.2) und ve in (83.5) und finden 


[eit-n:(uV) yo dr Er (83.7) 


un 


In diesem Ausdruck integrieren wir partiell und verwenden die Orthogonalität der 
Vektoren fund u. Weiter führen wir den Vektor k8t des auf das Atom übertragenen 
Impulses 


K=t-gq (83.8) 
ein und erhalten mit Hilfe von (83.4) 
fert-9t@V) yo dr= (ua) [ Yoeitt dr = 


Ar(ug) 8 Yr (ug) a3? 
= K f vor) r (sin Kr) dr = (1+ a2K?)2 
Mit diesem Ergebnis gehen wir in (83.7) ein und bekommen 
32e?a’(ug)”q 
dP= _—  ——_— dQ. 83.9 
khuo(1+ a?®K?)* .. 


Die Formel (83.9) liefert die Winkelverteilung der emittierten Elektronen. Wir 
bezeichnen den Winkel zwischen dem Vektor f des Photons und dem Vektor q des 
Elektrons mit 9 und den Winkel zwischen den Ebenen fq und uf mit ®. Damit 
bekommen wir 


(ug)?= q? sin? 9 cos? ® (83.10) 
und weiter aus (83.8) 
K?= k?+ q?— 2kg cos. 
Auf Grund der Ungleichung (83.3) ist die kinetische Energie des Elektrons un- 


gefähr gleich der Photonenenergie kw = 7 av, demnach ist 


und somit k/q == v/2c. Weiter finden wir unter Verwendung von (83.4) ka = v/c& 
— 1. Aus (83.3) und (83.4) folgt ga = 1/€£ > 1. Die erhaltenen Beziehungen ergeben 
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die Näherungsgleichung 
Ei E (i ne 0). (83.11) 
c | 


Einsetzen von (83.10) und (83.11) in (83.9) liefert 


29975 a) 2 
= en 6 cos 0 (83.12) 
N (1- eos 0) 
C 


mit dem Boärschen Radius ag = h?/ue?. 

Die meisten Elektronen werden also in Richtung der elektrischen Feldstärke in 
der elektromagnetischen Welle (d = r/2, ®= 0) emittiert, d.h. senkrecht zur 
Einfallsrichtung des Photons. Der Winkel 9 im Nenner von (83.12) verschiebt das 
Maximum der Emission ein wenig nach vorn. Diese Verschiebung des Maximums 
wird mit zunehmender Geschwindigkeit der Elektronen größer. Im relativistischen 
Fall ıst das Maximum stark nach vorn verschoben. 

Die Wahrscheinlichkeit des Photoeffektes durch Ausschlagen eines Elektrons 
aus dem 1s-Zustand eines Atoms nimmt mit wachsendem Z stark zu (wie Z°). 
Wegen kg® — (Rw)’!? nımmt die Wahrscheinlichkeit des Photoeffektes im Gültig- 
keitsbereich der durchgeführten Rechnungen (/<hw<uc?) mit wachsender 
Frequenz des Photons rasch ab. 
 Dividieren wir die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (83.12) durch 
die Stromdichte der einfallenden Photonen, die bei der Normierung (83.6) gleich c 
ist, so erhalten wir den effektiven differentiellen Querschnitt des Photoeffektes. 

Ist die Energie eines Photons nur wenig größer als die lonisierungsenergie /, 
dann kann man den Endzustand des Elektrons nicht durch ebene Wellen be- 
schreiben, sondern muß die exakten Elektronenfunktionen im kontinuierlichen 
Spektrum verwenden. Die nichtrelativistischen Rechnungen mit den Wellen- 
funktionen des kontinuierlichen Spektrums ım Coulomb-Feld sind von STOBBE 
[45] durchgeführt worden. Die Rechnungen zeigen, daß die Coulomb-Wechsel- 
wirkung die Wahrscheinlichkeit des Photoeffektes um den Faktor 


I exp (-AE arcctg &) 
m et 


herabsetzt. Liegt kw sehr dicht bei /, dann geht 2 ©, und der Faktor F(£) 
strebt gegen 0,12. 
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Wir wollen jetzt Übergänge infolge zeitunabhängiger Wechselwirkungen behan- 
deln. Zu diesen Übergängen gehören: a) die innere Konversion, d.h. die Über- 
tragung der Anregungsenergie des Kerns auf die Atomelektronen, und b) der Auger- 
Effekt — der Umbau der Elektronenhülle von Atomen mit mehreren Elektronen, 
wobei ein Elektron aus dem Atom hinausfliegt. 
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In diesem Paragraphen behandeln wir die innere Konversion. Diese Bezeichnung 
stammt von dem ursprünglich eingenommenen falschen Standpunkt, nach dem 
die Übertragung der Anregungsenergie des Kerns auf die Atomelektronen als 
Kernphotoeffekt infolge vom Kern emittierter Photonen angesehen wurde. 
Später stellte sich heraus, daß die Anregungsenergie des Kerns auch dann auf die 
Elektronen übertragen werden kann, wenn die Emission eines Photons absolut 
verboten ist, d.h. zwischen Zuständen mit dem Gesamtdrehimpuls Null (0 — O- 
Übergänge, s. $ 79). Die innere Konversion und die Photonenemission durch den 
Kern sind zwei verschiedene Möglichkeiten, durch die der Atomkern aus dem an- 
geregten in den Grundzustand übergehen kann. Der Berechnung der Wahrschein- 
lichkeit für die innere Konversion sind viele Arbeiten gewidmet [46], die sich 
durch die verwendete Näherung für die Wellenfunktionen der Atomelektronen 
‚und den Übergangsoperator voneinander unterscheiden. Hier behandeln wir die 
elementare Theorie der inneren Konversion, in der die Wellenfunktionen der 
emittierten Elektronen als ebene Wellen angesetzt werden und die nichtrelati- 
vistische Näherung verwendet wird (s. $ 83). 

Wir beschreiben also den Anfangszustand des Elektrons durch die Funktion 


h? | 
yolr)= (rad)ieTrlı, a= 1 (84.1) ° 
und den Endzustand durch die Wellenfunktion 
ylr)= Vil2eitt, (84.1a) 


Die Wellenfunktionen für den Anfangs- und den Endzustand des Kerns seien 


o0o(g) bzw. @,(g). Die Wellenfunktionen für Anfangs- und Endzustand des ganzen 
Systems sind dann 


0 = Yolr) Ylg) und Ikby= yx(r) p(g)- (84.2) 


Die Wahrscheinlichkeit der inneren Konversion pro Zeiteinheit wird für ein Elek- 
tron ım 1s-Zustand durch den allgemeinen Ausdruck 


49 
dP,0= == I<kbIWI0)]? de (84.3) 


gegeben, wenn do = VuhkdQ2/(2rch)? die Zahl der Endzustände der pro Energie- 
einheit in den Raumwinkel dQ2 emittierten Elektronen ist. 

Ist die Wellenlänge, die der Anregungsenergie des Atomkerns entspricht, be- 
deutend größer als a, dann ist die Retardierung der Wechselwirkung gering, und 
der Operator W reduziert sich auf die Coulomb-Wechselwirkung zwischen dem 
Elektron und den Protonen des Kerns, 

Do. 


W= (84.4) 


Pre gel 


tr und q, sind dabei die Ortsvektoren des Elektrons und der Protonen vom Massen- 
mittelpunkt des Kerns aus. Der Operator (84.4) enthält keine Spinvariablen, 
daher können wir nicht die Übergänge im Kern beschreiben, bei denen magne- 
tische Multipolstrahlung emittiert wird. 
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Für r> a, kann man den Operator W nach Kugelfunktionen entwickeln 


ya (ga)? 
W = 2 3% Bir: () Yıu(9, Pd) Yyu(029.)- (84.8) 


Die Winkel © und ® geben die Richtung von ran, 6, und 9, bestimmen die Rich- 
tung von q.,. 


Mit (84.2) und (84.5) bekommen wir 


<kb| W|0) = 2 ae Ö 2% Yın(02 9.) 


LITE 


Setzen. wir die Wellenfunktionen (84.1) und (84.1a) ein, so wird aus dem Matrix- 
element mit der Integration über den Ort des Elektrons. das Integral 


Yın(9, Pd) BE ug 
g u 1 0)= kr Aue Yın(9, ®) exp (-— - it) dr. 


Ferner entwickeln wir exp (—ifr) nach Kugelfunktionen 


exp (- ifr)= Ar I (-ül julkr) Yım (8, 9) YılılO, ®), 


‚m 


ee” 


Ch Yınd Ze a 0). (84.6) 


Ö und 9 sind die Winkel zur Festlegung der Richtung von f. Nach Integration über 
die Winkel © und ® erhalten wir 


Yım( 9, D) 
re n- 
T Ä 
4 Yıu(®, ©) ee ! Iı(kr) exp(-). dr. (84.7) 


Bei der Ausrechnung des Integrals muß man beachten, daß in unserer Näherung 
(ka> 1) wegen der raschen Oszillation der sphärischen Bessel-Funktionen nur 
kleine r in dem Integral wesentlich sind; deshalb ist 


el; kr) | ie ne 
IRB Or Fo 


0 


Diesen Wert setzen wir in (84.7) ein, anschließend verwenden wir (84.6) in (84.3) 
und erhalten durch Integration über die Winkel des emittierten Elektrons (unter 
Beachtung der Orthogonalität der Kugelfunktionen) die Wahrscheinlichkeit für 
die innere Konversion (an einem Elektron) pro Zeiteinheit 

12-3 


Dane O>P. (84.8) 


(ha)? # [1-3-5...(21+1)]2 


| 8% Yınld.9%) 


Das Quadrat des Matrixelementes in (84.8) ist der reduzierten Wahrscheinlich- 
keit des Überganges im Kern proportional, der der Emission von elektromagne- 
tischer Strahlung des Typs El entspricht (s. [47]). Wir erinnern daran, daß die 
Formel (84.8) unter den Bedingungen v/c <A und Ze?/kv <1 abgeleitet worden 
ıst. 


$ 85*. Übergangswahrscheinlichkeit mit S-Matrix 333 
8 85*. Übergangswahrscheinlichkeit mit S-Matrix 


In $ 74 haben wir den allgemeinen Ausdruck (74.11) für das Matrixelement 
Anm(t) gefunden, das den Übergang aus dem Zustand |m) ın den Zustand |n) ın- 
folge der Störung W kennzeichnet. Die Zustände |m> und |n) und ihre Energien 
Em und E„ sollen Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton-Operators Hy 
zweier Teilsysteme sein, der Operator W für die Wechselwirkung zwischen diesen 
Teilsystemen soll für die Übergänge verantwortlich sein. In der Schrödinger-Dar- 
stellung ist der Operator W zeitunabhängig.') 

Ist die Anfangszeit —oo und die Endzeiti= , dann bezeichnet man die 
Matrixelemente Anm() mit (n|S|m) und nennt sie Matrixelemente der S-Mairiz. 
Demnach ist 


(n|S|m> = (. P exp -;/ W(t) di .) (85.1) 


| 
ei 
+ 
Sr | 
in 
S 
E 
Ba 
SI, 
S 
: 
= 
E 
z 


(&) 
Ai di; f dis f WWW) + -- (85.2) 


W(t)=exp (+ Hoi) W exp (- Mei) (85.3) 


Da (85.2) durch eine Reihe dargestellt wird, kann man die Matrixelemente (85.1) 
als Summe von Matrixelementen verschiedener Ordnungen schreiben: 


<n|S|Im) = >> (n|S()|m>. (85.4) 
Dabei sind ö 
(n|SOIm> = <n|m), 
<n|St Dim) = 5( Ei Wit au m). 
4\2 50 I u u 
(n|S@ Im) = (>) f di f dt W (tı) W (ts) m) 
usw. 


1) In $ 74 ist der Fall behandelt worden, daß der Operator W nur zu einem Teilsystem 
gehört (zum Beispiel zum Atom). W war dann eine äußere Störung mit der entsprechenden 
Zeitabhängigkeit (zum Beispiel eine Lichtquelle). 
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Mit Hilfe von (85.3) kann man das Matrixelement erster Ordnung in die Gestalt 
(n|SW Im) = — z <n]|W|m) f eilEnEmlt/Rk = —2nıd(E,— Em) n]W|m> (85.5) 


bringen. Weiter wollen wir das Matrixelement zweiter Ordnung umformen: 


1\2 = ee i eı 2 
sm) = (>) 2 f duaniwea)if [ ds <FIW (t2)Im} = 


t 


1 2 er ı 
— (-) > <n|WIf> <fIW Im) f eilEn- Er)tılh di; [ eitEr-EmltalR dia. 
f 2 


— 009 


Zur Berechnung des zweiten Integrals in dem erhaltenen Ausdruck substituieren 
wir Er — Em> Er— Em — ın, wobei n eine kleine positive Größe ist, die die 
Konvergenz des Integrals an der unteren Grenze gewährleistet. In den endgültigen 
Ausdrücken muß man zur Grenze 7 > 0 übergehen. Auf diese Weise wird 


t] tı eilEr—Em-in)t,/h 
[ eif&r-Emlem dt [| eilEr-En-intin di= ih ——— 
et re Em- Er+ ıNn 


und folglich 


nıW|f> <FIWIm) 
Em- Er+1 1Nn 


(n|SWIm)> = . 2 f« eilEn- Een) t/h di= 


— oo 


= —?rıd(En„— Em Pe de 


Em- E+tın 


(85.6) 


Ähnlich können auch die Matrixelemente der nächsten Ordnungen umgeformt 
werden. 

Im folgenden werden wir nur die Übergänge betrachten, bei denen der End- 
zustand nicht gleich dem Anfangszustand ist. Dann ist (n|m) = 0 (der allgemeine 
Fall wird in $ 107 behandelt). 

Unter Verwendung von (85.5) und (85.6) und durch ähnliche Umformungen der 
anderen Summanden in (85.4) kann man die Elemente der S-Matrix also in die 
Gestalt 


(n|S| my = —2rıd(E„— Em) (nl TIm) (85.7) 
bringen mit 
<n]WIf> <fIWIm) 
En- E+in 


lWwın <FIWIFY <FIWIm> 


<n)T|m> = <n]W|m> + P3 
f 


(85.8) 


Das Matrixelement <n] T|m> ist ein Element der Übergangsmatrix auf der Energie- 
schale. 
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Die Funktionen |f) der Zwischenzustände sind Eigenfunktionen des Operators 
H,, daher kann man (85.8) einfach umformen. Zum Beispiel kann man die ein- 
zelnen Summanden in der zweiten Summe in (85.8) in der Form 


<nlWIf> <fIWIm> 


= Br | 
EB = Er+ 7 = <n|WIf> </KEn Ho,+ ın) | f> <fIWIm)> 


schreiben. Man kann also die Energienenner in (85.8) als die Mittelwerte des 
Operators (E„n — Ho + ın)"! in den entsprechenden Zwischenzuständen auf- 
fassen. Somit kann man die Gleichung in Operatorform bringen: 


T=W+W(En- Ho+in)'W+W(En—- Ho+ in) !W(En- Ho+ in) 'W + ---. 
Die erhaltene Operatorgleichung kann als Lösung der Operatorgleichung 
T=W+W(E„—- Ho+ in)! T (85.9) 


durch sukzessive Approximation angesehen werden. 
Die Übergangswahrscheinlichkeit nach unendlich langer Zeit wird nach (85.7) 
durch die Gleichung 


U m(©) = \Xn]SImy]? = Are? (En - Em) Tim)? 


gegeben. Das Quadrat der d-Funktion schreiben wir in der Form 


S(En- En). 2, SEn- En). z 
SE. —- E.\ = 1 Er -Enltfhdt= — —__——— U |] dt 
En Em im je ee 


und erhalten für die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit 


„ 
Die emor -— 3(En— En) KnlTim>i2. (85.10) 
T 
im [ d 
T->o -T 


In erster Ordnung der Störungstheorie ist T = W, und (85.10) stimmt mit (77.4) 
überein. Ist der Operator W klein, so kann man einen guten Ausdruck für die 
Übergangswahrscheinlichkeit bekommen, wenn man in der Reihe (85.8) nur die 
ersten paar von Null verschiedenen Summanden mitnimmt. Für große Werte von 
W muß man viele Glieder der unendlichen Reihe (85.8) verwenden oder die Inte- 
gralgleichung lösen, die der Operatorgleichung (85.9) entspricht. 

Die Matrixelemente der verschiedenen Ordnungen in (85.8) stellt man graphisch 
durch Graphen oder Feynman-Diagramme dar [48]. Wenn W ein konstantes 
äußeres Feld ist, das auf ein Teilchen wirkt, dann gehört zu dem Matrixelement 
erster Ordnung das Diagramm 


\n) 
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in dem Anfangs- und Endzustand durch gerade Linien und das äußere Feld W 
durch eine gestrichelte Linie dargestellt werden. Dieses Diagramm stellt die 
Streuung eines Teilchens an einem äußeren Feld dar. 

Dem Matrixelement zweiter Ordnung in (85.8) entspricht das Diagramm 


| 
| 
: | 
<FUEm-Ho +in) "If? | 
\n? Im} 


das die zweifache Streuung eines Teilchens an einem äußeren Feld darstellt. Auf 
diese Weise kann man Vielfachstreuungen darstellen. Die Feynman-Diagramme 
für die Wechselwirkung von Elektronen mit einem veränderlichen elektromagne- 
tischen Feld werden wir in $ 146 behandeln. 


X. SYSTEME AUS GLEICHARTIGEN TEILCHEN 


$ 86. Die Schrödinger-Gleichung für ein System aus gleichartigen Teilchen 


Bisher haben wir in allen Paragraphen die Bewegung eines Teilchens in einem 
gegebenen äußeren Feld behandelt. Jetzt wollen wir sehen, wie man diese Ergeb- 
nisse für die Bewegung mehrerer Teilchen verallgemeinern kann. Unser System soll 
aus N miteinander wechselwirkenden Teilchen bestehen. Beachtet man, daß die 
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wechselwirkung endlich ist, dann hängt bereits 
die klassische Wechselwirkungsenergie von der ganzen Geschichte der Teilchen ab 
und wird nicht durch die Orte der Teilchen zu der betreffenden Zeit bestimmt. 
Falls aber die Relativgeschwindigkeiten der Teilchen in dem System klein gegen- 
über der Lichtgeschwindigkeit sind, dann ändert sich die Konfiguration des 
Systems (d. h. dieräumliche Anordnung der Teilchen) während der Zeit nur wenig, 
die zur Übertragung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen notwendig ist. 
In diesem Falle kann man bis zu Gliedern der Größenordnung (v/c)? (s. [49] und 
8 65) die klassische Hamilton-Funktion als Funktion allein der Orte und der Im- 
pulse aller Teilchen des Systems definieren. Sind die Geschwindigkeiten der 
Teilchen mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar, dann muß man neben den 
Teilchen auch das Feld betrachten, das die Wechselwirkung überträgt. Das 
System wird deshalb unendlich viele Freiheitsgrade haben. 

Wir wollen Systeme behandeln, für die die nichtrelativistische Näherung brauch- 
bar ist. In diesem Falle kann man den Hamilton-Operator in der Form 


N 92 
HZ 2, 5 Minen) (86.1) 
i=1 2M; 


schreiben. V ıst dabei der Operator für die Wechselwirkungsenergie als Funktion 
der Orte aller Teilchen; W ist der Operator für die Spin-Bahn-Wechselwirkung, 
für die Wechselwirkung zwischen den Spins der Teilchen und dem Teil der poten- 
tiellen Energie, der von den Impulsen der Teilchen abhängt und die Retardierung 
der Wechselwirkung teilweise berücksichtigt. Der Operator W ist also eine Funk- 
tion der Spin- und Impulsoperatoren der Teilchen. Die durch den Operator W 
beschriebene Wechselwirkung ist von der Größenordnung (v/c)* und kann in der 
nichtrelativistischen Theorie mit der Störungstheorie behandelt werden. 
Die Wellenfunktion, die der Schrödinger-Gleichung 


(iR: -H)y= 0 (86.2) 


mit dem Hamilton-Operator (86.1) genügt, ist je nach der Wahl der Darstellung 


eine Funktion der Zeit, der Spin- und der Ortskoordinaten oder eine Funktion der 
Zeit, der Spinvariablen und der Impulse der Teilchen usw. 
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Sind alle Teilchen eines Systems gleichartig (m = m; usw.), d.h. voneinander 
nicht zu unterscheiden, dann bleibt der Hamilton-OÖperator (86.1) bei der Ver- 
tauschung eines beliebigen Teilchenpaares unverändert. Wir bezeichnen den Ope- 
rator für die Vertauschung der Teilchen mit den Nummern k und ! mit P,,; ma- 
thematisch besagt dann die Gleichheit der Teilchen im System, daß der Hamilton- 
Operator (86.1) mit dem Operator für die Vertauschung eines beliebigen Teilchen- 
paares vertauschbar ıst: 

P„.H= HP... (86.3) 


Da die Operatoren P,; und H miteinander kommutieren, sind die Eigenwerte des 
Operators P,ı Integrale der Bewegung. 

Zur Bestimmung der Eigenfunktionen und der Eigenwerte des Vertauschungs- 
operators zweier Teilchen P,, betrachten wir ein System, das nur aus zwei gleich- 
artigen Teilchen besteht. In diesem Falle müssen die Eigenfunktionen des Opera- 
tors P,, die Gleichung 

Pa y(l, 2) = Ayll, 2 (86.4) 


befriedigen, wobei A ein reeller Eigenwert ist (der Operator P,, ist hermitesch). 
Wendet man auf diese Gleichung den Vertauschungsoperator P;, noch einmal an, 
so ergibt sich 


PM, v(1,2)= Ayll,2). (86.5) 
Andererseits folgt aus der Definition des Vertauschungsoperators 
Payll,2)= y2,1), 
daher ist P2, y(1,2) = y(l, 2). Mit diesem Resultat erhalten wir aus (86.5) 
#*=1 oder /= +1. 


Der Vertauschungsoperator hat also nur die beiden Eigenwerte +1. Die Eigen- 
funktion y,(1, 2) zum Eigenwert A = 1 heißt symmeirische Funktion und gehorcht 


der Gleichung 
P»v,(1,2)= y,(1, 2). (86.6). 


Die Eigenfunktion y,(1,2) zum Eigenwert A= —1 wird als antısymmetrische 
Funktion bezeichnet. Sie ist durch die Gleichung 


Pi yall,2)=— Yall, 2) 
definiert. 

Wie die Erfahrung lehrt, wird ein System aus zwei Elektronen oder zwei Pro- 
tonen oder zwei Neutronen in allen Zuständen nur durch antisymmetrische Funk- 
tionen beschrieben. Ein System aus zwei &-Teilchen wird immer durch eine sym- 
metrische Funktion beschrieben. Die Symmetrieeigenschaft bei Vertauschungen 
eines Teilchenpaares ist also ein Integral der Bewegung (wegen der Vertauschbar- 
keit von Pia und H) und wird durch die Art der Teilchen im System bestimmt. 

Diese Feststellung kann unmittelbar auch auf Systeme verallgemeinert werden, 
die aus beliebig vielen gleichen Teilchen bestehen. Da die Teilchen gleichartig sind, 
muß die Wellenfunktion des Systems die gleichen Symmetrieeigenschaften (Sym- 
metrie oder Antisymmetrie) bei der Vertauschung eines beliebigen Teilchenpaares 
haben. Formal mathematisch können die Wellenfunktionen für Systeme mıt mehr 
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als zwei Teilchen auch eine kompliziertere Symmetrie haben; denn alle diese 
Funktionen sind Lösungen der entsprechenden Schrödinger-Gleichung. Die Er- 
fahrung lehrt aber, daß in der Natur nur symmetrische oder nur antisymmetrische 
Zustände bezüglich der Vertauschung eines beliebigen Teilchenpaares realisiert 
sind. 

Die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen eines Systems können auch 
durch eine äußere Störung nicht verändert werden, da eine äußere Störung wegen 
der Gleichartigkeit der Teilchen immer symmetrisch in bezug auf Vertauschungen 
von Teilchenpaaren sein muß. 

Je nach der Teilchenart werden also in der Quantenmechanik die Zustände von 
Systemen gleichartiger Teilchen entweder durch symmetrische oder durch antı- 
symmetrische Wellenfunktionen beschrieben. Antisymmetrische Funktionen be- 
stimmen Systeme aus Elektronen, Protonen, Neutronen und anderen Teilchen 


1 5 
(zusammengesetzten oder einfachen) mit halbzahligem Spin 6 h, = h, > Mscka ) ; 


Systeme aus (einfachen oder zusammengesetzten) Teilchen mit ganzzahligem Spin 
(0,A,2%h,...) haben symmetrische Wellenfunktionen. Diese Regeln sind Verall- 
gemeinerungen experimenteller Erfahrungen und bilden ein Grundpostulat — das 
Prinzip der Ununierscheidbarkeit gleichartiger Teilchen. Teilchen in Systemen, 
die durch antisymmetrische Funktionen beschrieben werden, heißen Fermionen. 
Teilchen in Systemen mit symmetrischen Wellenfunktionen werden als Bosonen 
bezeichnet. Erfahrungsgemäß sind alle in der Natur vorkommenden Teilchen ent- 
weder Fermionen oder Bosonen. 

Im Zusammenhang mit dem Prinzip der Ununterscheidbarkeit gleichartiger 
Teilchen muß man das in $ 3 besprochene Superpositionsprinzip präzisieren. Nicht 
jede Linearkombination aus beliebigen Lösungen der Schrödinger-Gleichung für 
ein System gleichartiger Teilchen wird mögliche. Zustände dieses Systems dar- 
stellen. Die möglichen Zustände des Systems werden nur durch solche Linear- 
kombinationen gegeben, die die Symmetrieeigenschaften bei Vertauschungen von 
Teilchenpaaren nicht verändern. Zum Beispiel können für Systeme von Elektronen 
nur antisymmetrische Wellenfunktionen in eine Linearkombination eingehen. 
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Die allgemeinen Lösungen der Schrödinger-Gleichung (86.2) können bestimmte 
Symmetrieeigenschaften haben oder auch nicht. Von allen diesen Lösungen darf 
man für Fermionensysteme nur diejenigen verwenden, die antisymmetrischen 
Funktionen entsprechen, und für Bosonensysteme diejenigen zu symmetrischen 
Funktionen. Wir werden zeigen, wie man Lösungen mit den angegebenen Symme- 
trieeigenschaften erhalten kann. Das System soll aus zwei Teilchen bestehen, und 
die Funktion y(1, 2) sei eine Lösung der Gleichung (86.2). Wegen der Gleichartig- 
keit der Teilchen ist dann auch die Funktion y(2, 1), die durch. Vertauschung der 
Teilchen 1 und 2 aus (1, 2):hervorgeht, eine Lösung der Gleichung (86.2). Aus 
diesen beiden Lösungen kann man leicht Funktionen mit der erforderlichen 
Symmetrie bilden. Bis auf einen Normierungsfaktor sind die antisymmetrische 
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Funktion und die symmetrische Funktion 


Yya= A [y(l,2)- v2, 1)], 
v= B [y(ll,2)+ v2, 2]. 


Dieses Verfahren zur Antisymmetrisierung und zur Symmetrisierung von Wellen- 
funktionen kann man auch für den Fall von Systemen aus N gleichartigen Teilchen 
verallgemeinern. In einem solchen System sind N! verschiedene Vertauschungen 
der Teilchen möglich. Die Funktion zu einer bestimmten Permutation der Teilchen 
kann aus der ursprünglichen Funktion y(1,2,...., N) durch fortgesetzte Vertau- 
schung von Teilchenpaaren gewonnen werden. P, y(1, 2, ..., N) soll die Funktion 
bedeuten, die sich aus y(1, 2, ..., N) durch » aufeinanderfolgende Vertauschungen 
von Teilchenpaaren ergibt. Abgesehen von einem Normierungsfaktor erhält man 
die symmetrische und die antisymmetrische Funktion nach der Regel 


AD En, 2, ...), N), (87.1) 
= BI (-1YPayl, 2... N). (87.2) 


Die Summation läuft über alle N! Funktionen für die verschiedenen möglichen 
Permutationen der N Teilchen des Systems. 

Die exakte Lösung des Vielkörperproblems stößt in der Quantenmechanik auf 
unüberwindliche mathematische Schwierigkeiten. In einigen Fällen können aber 
die wesentlichen Eigenschaften quantenmechanischer Systeme erklärt werden, 
indem man die Methode der sukzessiven Approximation anwendet. In nullter 
Näherung sieht man dabei. die Teilchen als voneinander unabhängig an. In höheren 
Näherungen wird die Wechselwirkung mit Hilfe der Störungstheorie behandelt. 
In nullter Näherung ist also der Hamilton-Operator eines Systems gleich der 
Summe der Hamilton-Operatoren der einzelnen Teilchen: 


N 
Ho= 3 H() 


In diesem Fall wird die Eigenfunktion des Operators H, als Produkt oder als 
Linearkombination von Produkten aus den Eigenfunktionen der Operatoren H(l) 
der einzelnen Teilchen dargestellt; der Eigenwert von Hy, ist die Summe der Eigen- 
werte der Operatoren H(!). 

Die Funktion 9,,(l) soll die Gleichung 


[Hl — 8] Pl) = 0 


erfüllen, wobei n; die Gesamtheit der Quantenzahlen zur Bestimmung des Zu- 
standes des /-ten Teilchens ist. Die Eigenfunktionen des ÖOperators H, zum 
Eigenwert E = %e, sind dann lLinearkombinationen aus den Funktionen 


ı 
Pn(l) On?) PnylN). 
Für Bosonensysteme hat man als Wellenfunktion das symmetrisierte Produkt 


y= A % P,Pn.(1) 9.2) --- PnylN) 
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zu nehmen, wobei A ein Normierungsfaktor ist. Für Fermionensysteme muß die 


Wellenfunktion nach (87.2) die Gestalt 
a 
“= yN% 
haben. Man kann die antisymmetrische Wellenfunktion auch als Determinante 
On) Pr?) PnlN). 
Pn.(1)  Pnzl2) -»- Pnz(lN) (87.4) 


(-1PP,pn(1) 92)». PrylN) (87.3) 


nn 
Va YN! 


m) Pal) >=: PnylN) 


darstellen. Die Vorzeichenänderung der Funktion (87.4) bei der Vertauschung 
eines beliebigen Teilchenpaares folgt unmittelbar aus der Vorzeichenänderung der 
Determinante bei der Vertauschung zweier Spalten. 

Aus (87.4) folgt das sogenannte Pauli-Prinzip: Ein System aus gleichartigen 
Fermionen kann sich nicht in einem Zustand befinden, der durch eine Wellen- 
funktion (87.4) mit zwei oder mehreren gleichen Einteilchen-Zuständen beschrieben 
wird. 

Wenn unter den Einteilchen-Zuständen n;, no, ...,nwy auch nur zwei gleich 
sind, dann verschwindet die Determinante identisch. 

In einem System aus gleichartigen Fermionen können sich also nicht zwei (oder 
mehrere) Teilchen in denselben Zuständen befinden. Natürlich kann man das 
Pauli-Prinzip in dieser Formulierung nur auf Systeme mit schwach wechsel- 
wirkenden Teilchen anwenden, wenn man (wenigstens näherungsweise) von den 
Zuständen der einzelnen Teilchen sprechen kann. 

Im allgemeinen Falle kann man sagen, daß ein System das Pauli-Prinzip erfüllt, 
wenn es nur durch Wellenfunktionen beschrieben wird, die bei Vertauschungen 
von Teilchenpaaren antisymmetrisch sind. Weiter'muß folgendes bemerkt werden: 
Obwohl die Funktion (87.4) Zustände des Systems beschreibt, für die sich die ein- 
zelnen Teilchen in den Einteilchen-Zuständen n4, na, ..., nn befinden, kann man 
nicht angeben, welches Teilchen sich gerade in einem dieser Zustände befindet. 

In nichtrelativistischer Näherung (und wenn kein äußeres Magnetfeld vor- 
handen ist) enthält der Hamilton-Operator für ein System gleichartiger Teilchen 


NV 
) 
> P; + vr, r9, ..0.9 N) 
2m Zi 


H 


keine Spinoperatoren. Die Wellenfunktion des Systems kann daher als Produkt 
einer reinen Ortsfunktion ® und einer Funktion x geschrieben werden, die nur von 
den Spinvariablen abhängt (Spinfunktion): 


v(tsı, 1959, .. >) = (rt, 19,» &) x(sı, 59, ».» % (87.5) 


oder als Linearkombination solcher Produkte. Die Wellenfunktion (87.5) als Pro- 
dukt aus Orts- und Spinfunktion wird häufig auch als erste Näherung für Systeme 


mit Hamilton-Operatoren benutzt, in denen eine Spin-Bahn-Wechselwirkung ent- 
halten ist. 


23* 
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Die oben angegebenen Symmetrieforderungen an die Wellenfunktionen bei Ver- 
tauschungen von Teilchen bezogen sich auf die vollständige Funktion, da die Ver- 
tauschung von Teilchen sowohl die Vertauschung der Orte als auch die der Spin- 
variablen bedeutet. Wird die Funktion y als Produkt aus Spin- und Ortsfunktion 
(oder als Linearkombination solcher Produkte) dargestellt, dann kann die erforder- 
liche Symmetrie der Funktion (87.5) durch mehrere Funktionenpaare ® und x er- 
reicht werden, die bei einer Vertauschung der entsprechenden Koordinaten ver- 
schiedene Symmetrien haben. Um alle möglichen Arten festzustellen, verwendet 
man zweckmäßig die Youngschen Schemata. 

Jedes Youngsche Schema gehört zu einem bestimmten Symmetrietyp bei der 
Vertauschung der unabhängigen Variablen, die der Vertauschung von Teilchen 
entspricht. Die Youngschen Schemata für die Ortsfunktion ® von N Veränder- 
lichen r4, to, .:.,ty werden durch die möglichen Zerlegungen der Zahl N in eine 
Summe der Summanden N + Na + -- = N bestimmt. Diese Zerlegung wird 
anschaulich durch die Anordnung von N Karos in Zeilen dargestellt. In jeder Zeile 
sind in abnehmender Reihenfolge N,, Ns, ... Karos enthalten. Zum Beispiel 
kann man die Zahl N = A ın fünf verschiedenen Arten darstellen 


4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1r+r1. 


Dementsprechend gibt es für N = 4 fünf Youngsche Schemata: 
4 — Eu : (87.6) 


Zur kürzeren Bezeichnung der Youngschen Schemata kann man eckige Klam- 
mern verwenden, in denen man die Zahl der Karos ın den einzelnen Zeilen des 
Youngschen Schemas angibt. Die oben angegebenen Youngschen Schemata für 
N = 4 werden demnach durch | 


25 132. 12,02, BI, 


bezeichnet. Die Wellenfunktionen zu einem bestimmten Youngschen Schema er- 
hält man durch Symmetrisierung in den Variablen einer jeden Zeile und durch 
Antisymmetrisierung in den Variablen einer jeden Spalte. 

Zum Youngschen Schema [4] gehört eine vollkommen symmetrische Wellen- 
funktion. Dem Youngschen Schema [1, 1, 1, 1] entspricht eine völlig antisymme- 
trische Funktion. Die restlichen Youngschen Schemata in (87.6) stellen Wellen- 
funktionen gemischter Symmetrie dar. 

Die Variablen der Spinfunktion y nehmen für Teilchen mit dem Spin 1/2 nur 


die beiden Wertes = + zan; deshalb kann die Funktion x in nicht mehr als zwei 


Variablen antisymmetrisiert werden. Die Funktionen y können mit anderen 
Worten nur zu Youngschen Schemata mit nicht mehr als zwei Zeilen gehören. Zum 
Beispiel haben wir für ein System aus vier Teilchen für die Spin-Wellenfunktionen 


8 87. Symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen 343 


nur die Youngschen Schemata 


tt HEN N. (87.7) 


Die Pfeile in den Karos sollen hier die Spinzustände symbolisieren. 

Es kann folgendes gezeigt werden): Für Systeme aus Teilchen mit dem Spin 1/2 
stellen die Wellenfunktionen zu jedem Youngschen Schema Zustände mit einem 
bestimmten Gesamtspin dar. Wir werden den Gesamtspin in Einheiten von Ah im 
folgenden mit dem Buchstaben S bezeichnen. Zum Beispiel beschreiben die Spin- 
funktionen zu den Youngschen Schemata (87.7) Zustände mit dem Gesamtspin 2, 


1 bzw.0. Die Youngschen Schemata FEERIT 3 A für dieSpinfunktionen eines 


Systems aus drei Teilchen mit dem Spin 1/2 stellen die beiden möglichen Zustände 


mit den Spins 3/2 und 1/2 dar; die Youngschen Schemata [19] : } für ein 


System aus zwei Teilchen mit dem Spin 1/2 beschreiben die Zustände mit den 
Spins 1 und Ö. 


1) Die Spinfunktion zum Youngschen Schema 3 |ist antisymmetrisch in den Spin- 
variablen der Teilchen 1 und 4. Die Abhängigkeit dieser Funktion von den Spinvariablen 


der Teilchen 1 und 4 kann durch eine Determinante dargestellt werden, die sich bei Dre- 
hungen des Koordinatensystems nicht ändert. Die Spinfunktionen zu den Youngschen 


Schemata und 1] haben daher die gleichen Transformationseigenschaften bei 


einer Drehung des Koordinatensystems, d. h., sie gehören zu denselben irreduziblen Dar- 
stellungen der Drehgruppe. Im allgemeinen Fall hat man bei der Bestimmung der irredu- 
ziblen Darstellung einer Spinfunktion mit zwei Zeilen mit x bzw. ß Karos alle gefüllten 
Spalten wegzulassen, d h., die Youngschen Schemata 


a Zellen 
m— Hl 
Hd. DO SR RD BE 
ie a—ß Zellen 
mn mn) 
ß Zellen 


gehören zu einer irreduziblen Darstellung. Die Funktion b) ist in «—ß Spins vollkommen 
symmetrisch. Eine solche Funktion entsteht, wenn alle Spins in eine Richtung zeigen; sie 


gehört zu Zuständen mit dem resultierenden Spin S = —( — ß). Die 25 + 1 Spinfunk- 


tionen %,m zu den Youngschen Schemata a) und b), die sich in den 2$ + 1 Werten der 
Projektion des resultierenden Spins unterscheiden, transformieren sich bei einer Drehung 
des Koordinatensystems mit Hilfe der verallgemeinerten Kugelfunktionen Ds ineinander, 


d.h., 
Xsm’ = = DivmXem u 


m 
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Die Youngschen Schemata für die Spinfunktionen werden allein durch den 
Gesamtspin bestimmt. Jedes Youngsche Schema zum Gesamtspin S stellt daher 
25 + 1 verschiedene Spinzustände dar, die sich nur durch die Projektion des 
Gesamtspins voneinander unterscheiden. 

Die Wellenfunktionen für die beiden möglichen Spinzustände eines Teilchens 
mit dem Spin 1/2 bezeichnen wir mit & und ß. Die Spinfunktion zum Youngschen 


Schema H (Gesamtspin 0) ıst dann 


Xa(1, 2) = = {#(1) (2) — (2) BA). (87.8) 


Zum Youngschen Schema Eikl (Gesamtspin 1) gehören die drei Spinfunktionen 


1 

Xsı(l, 2) = = fall) PR) +2) PN); 

v2 (87.9) 
{s.(1,2)= a(1)a(2), 

%s3(1, 2) = P(l) BQ). 


Zu jedem Spinzustand eines Systems von N Teilchen, d. h. zu jedem Youngschen 
Schema für die Spinfunktion x, kann man ein solches Youngsches Schema für die 
Ortsfunktion ® finden, daß die gesamte Funktion bei gleichzeitiger Vertauschung 
‚der Orts- und Spinvariablen zweier beliebiger Teilchen antisymmetrisch wird. 
Wenn zum Beispiel für ein System aus vier Teilchen die Spinfunktion y dem 
Youngschen Schema [4] entspricht, dann muß man diese Funktion mit der Orts- 
funktion zum Youngschen Schema [1, 1, 1, 1] multiplizieren. Allgemein kann man 
zeigen, daß die gesamte Wellenfunktion y antisymmetrisch wird, wenn die Spin- 
funktion zu einem möglichen Youngschen Schema mit der Ortsfunktion zum 
transponierten Youngschen Schema multipliziert wird.!) Zum Beispiel sind für 
ein System aus vier Teilchen drei antisymmetrische Funktionen möglich (die In- 
dizes am y geben den Gesamtspin in dem betreffenden Zustand an): 


y; = ® X 


Hl 


1) Jedem Youngschen Schema kann man einige Wellenfunktionen zuordnen. Die anti- 
symmetrisierten Wellenfunktionen sind daher im allgemeinen Linearkombinationen aus 
Produkten von Funktionen zu den angegebenen Youngschen Schemata. Diese Kombina- 
tionen werden so gewählt, daß sie Eigenfunktionen des Gesamtdrehimpulses und anderer 
Integrale der Bewegung sind. 


%»-® X 
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Für ein System aus Teilchen mit halbzahligem Spin s > 1/2 wird die Spinfunk- 
tion nicht mehr als (2s + 1) Zeilen enthalten. In diesem Falle wird der Gesamt- 
spin eines Systems aus mehr als zwei Teilchen im allgemeinen nicht eindeutig das 
Youngsche Schema für die Spinfunktion bestimmen. 

Die Wellenfunktionen für Systeme aus Teilchen mit ganzzahligem Spin müssen 
symmetrisch sein; sie sind daher Produkte aus Orts- und Wellenfunktion zu dem- 
selben Youngschen Schema oder Linearkombinationen aus solchen Produkten. 
Einige Probleme der Symmetrie der Wellenfunktion eines Systems aus zwei 
Teilchen mit beliebigem Spin werden wir im Rahmen der Streutheorie behandeln 


($ 102). 


S 86. Elementare Theorie des Grundzustandes von Atomen mit zwei Elektronen 


Wir wollen die Energiezustände eines Systems aus zwei Elektronen im Coulomb- 
Feld eines Kernes mit der Ladung Ze untersuchen. Solche Systeme sind das Helium- 
atom mit zwei Elektronen und dem Kern mit Z =2, das einfach ionisierte Lithium- 
atom, das zweifach ionisierte Berylliumatom und andere mehrfach ionisierte 
„heliumartige‘“ Ionen. Unter Vernachlässigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung 
können wir den Hamilton-Operator des Systems in der Form 


H= Hol, 2)+ Vı > (88.1) 
mit 
R2 A 
Hide! Weeze +): (88.12) 
2u z nm 


dem Hamilton-Operator für zwei Elektronen im Coulomb-Feld des Kerns, schrei- 
ben. VYj2 = e?/rıa ist der Operator für die Wechselwirkung zwischen den Elek- 
tronen. 

In nullter Näherung (wenn man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen 
vernachlässigt) reduziert sich das Problem für die beiden Elektronen auf das in 
$ 38 behandelte Problem eines Elektrons im Coulomb-Feld —Ze?/r. Die Energie 
eines Elektrons wird in diesem Falle durch die Formel 


Z?e? 
Dan? 


En = 


gegeben, in der a = h?/we? der Bohrsche Radius und n die Hauptquantenzahl sind. 
Zum Energieniveau &, gehören die Wellenfunktionen @ım = fnı[r) Yım(0, 9), und 
fnı(r) wırd durch (38.16) gegeben. 

Der Grundzustand des Systems entspricht in nullter Näherung dem Zustand, 
in dem sich beide Elektronen im 1s-Zustand befinden. Die Energie dieses Zu- 
standes ist 

353 
Die, (88.2) 


dad 


und dıe Wellenfunktion ıst 
11/213 
ee (>) exp | ee 2] | (88.3) 
T a A 
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Die Wellenfunktion (88.3) ist gegenüber einer Vertauschung der Orte der beiden 
Teilchen symmetrisch. Um eine antisymmetrische Gesamtfunktion zu erhalten, 
muß man (88.3) mit der antisymmetrischen Spinfunktion für die beiden Teilchen 
Xa(1, 2) multiplizieren. Die Funktion x.(1, 2) entspricht dem Youngschen Schema 


- und beschreibt den Zustand mit dem Gesamtspin Null. In der ersten Näherung 


der Störungstheorie ist die Energie des Grundzustandes des Systems 


E= Eo+ 0, (88.4) 


wobeı 


= [MM — = ph, (2) dr drz (88.5) 


der Mittelwert der Energie der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den beiden 
Elektronen im Zustand (88.3) ist. | 

Zur Berechnung des Integrals (83.5) entwickelt man 1/rıg nach Kugelfunk- 
tionen: | 


Are 1 rg ı 
| n Sernl,,) Yinlıoo Yınlam) 
1 _ 1 nr für rı > 9; 
r9 mtl 1 4r 1 Pl 
r, (21+1) (=) 1 (0191) Y ım(02 93) D 


für n>n, 


d,, pı und ®,, 9, sind die Polarwinkel der Ortsvektoren rt, bzw. r9. Diese Entwick- 
lung und (83.3) werden in (88.5) eingesetzt. Da die Funktion (88:3) nicht von den 
Winkeln abhängt, verschwinden bei der Integration über die Winkel alle Glieder 
außer denjenigen mit = m =(. Auf diese Weise ergibt sich für das Integral 


(88.5) 


oO r] oO 
he? 1 7\6 _2Zr |1 2 Zra 
(= — (>) e a |— [ e?2rlaridra+ | e a ndry|ridr.. 
r \a r | 
0 0 rı 


Durch partielle Integration erhalten wir den endgültigen Ausdruck für den Mittel- 
wert der Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen 


5Zei 
0-7 


(88.6) 


Mit (88.6) und (88.2) gehen wir in (88.4) ein und finden für die Energie des Grund- 
zustandes des Systems in erster Ordnung der Störungstheorie 


E=- (2-2). (88.7) 


Wir wollen die Ionisierungsenergie des Heliumatoms und der entsprechenden 
heliumähnlichen Atome berechnen. Die lonisierungsenergie, d.h. die zum Ab- 
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lösen eines Elektrons notwendige Energie, ist die Differenz zwischen der Energie 


72 
— 2° ges im Feld der Ladung Ze verbliebenen Elektrons und der Energie (88.7). 
Es ıst also 
Ze? 5\ Z’e? Ze? 5 
= — IZ- —-)-<—— =-——- IZ-—.). 
% a | s) 2a 2a (2 7) . 


Man kann genauere Ausdrücke für die Energie und die Wellerifunktion des 
Grundzustandes eines Systems aus zwei Elektronen bekommen, indem man das 
direkte Variationsverfahren verwendet. Im Grundzustand sınd dıe beiden Elek- 
tronen in Zuständen mit dem Bahndrehimpuls Null und mit antisymmetrischen 
Spins. Man kann daher die normierte Testfunktion in der Form (88.3) wählen, 
nachdem man Z durch den Variationsparameter ß ersetzt hat: 


ee es 


a 


Nach $ 51 hat man zur Bestimmung der Energie des Grundzustandes das Integral 


E(ß)= [ voH yo dr 


zu berechnen, worin H der Hamilton-Operator (88.1) ist. Wir setzen in E(ß) den 
expliziten Ausdruck für H aus (88.1) ein, benutzen die Beziehung h?/u = ae? und 
stellen &(P) als Summe dreier Terme dar: 


E(P)= EilP)+ Ex) + Es(P) 
mit 


2 y) 
Bu(ß)=— - | yo(Vi+ WM) ydıdn=- PR, 


1 14 2 
Es(P) = 20 [ (Dr +} dr dn= — ZB, 
"1 r3 a 


Die Energie des Systems ist also als Funktion des Parameters P 


5 


23 
— — [192 — DEU 
20 -1P-(22- 2)R]. 
Aus der Extremalbedingung d £E/dß = 0 finden wir 


Bo= Z- —- (88.10) 


Die Energie des Grundzustandes ist demnach 


Eo= E(Po) = - (2- 32455) e? 


A 
877256 vn 


u, 
a 
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und die Wellenfunktion ist 


1 (Z#3 Z*(r. 
y=— (—) exp | Bus . (88.12) 
n\a a 
mit der effektiven Kernladung 
> 
Z*=2Z- —., . 
Z 16 (88.13) 


Die Wellenfunktion (88.12) unterscheidet sich von der wasserstoffähnlichen 
Funktion (88.3) dadurch, daß in (88.12) nicht die Kernladung, sondern die effek- 
tive Kernladung steht. Dadurch wird die teilweise Abschirmung des Kernfeldes 
durch das andere Elektron berücksichtigt. 

Die Berechnung der lonisierungsenergie mit Hilfe von (88.11) ergibt 
5 25 


2 
J=-E,- — 12? — Z+ —— 88.1 
(22-2245 (88.14) 
In Tabelle 11 finden wir die experimentellen Werte der Ionisierungsenergie (in 
atomaren Einheiten) den Werten gegenübergestellt, die aus den Formeln (88.8) 


und (88.14) berechnet worden sind. 


Tabelle 11 
Jonisierungsenergie von Systemen mit zwei Elektronen 
j; Experimen- nach Formel nach Formel 

teller Wert (88.8) (88.14) 
He 0,9035 0,75 0,85 
Li* 2,7798 2,62 2,72 
Bett 9,6560 9,00 5,60 
Gr#* 14,4070 14,25 14,35 


Aus Tabelle 11 ist zu ersehen, daß bereits das einfache Variationsverfahren eine 
recht befriedigende Übereinstimmung mit dem Experiment ergibt. Hyııeraas 
[50] erhielt unter Verwendung einer Testfunktion mit mehreren Variationspara- 
metern die Energie von Systemen mit zwei Elektronen mit spektroskopischer 
Genauigkeit, d. h. mit einer Genauigkeit von 10°. Mit Hilfe einer Funktion mit 
acht Parametern berechnete HyııeErAas die lonisierungsenergie des Heliumatoms 
zu J = 0,9037, was gut mit dem experimentellen Wert übereinstimmt. 


S 89. Angeregte Zustände des Heliumatoms. Ortho- und Parahelium 


In nullter Näherung befinden sich die beiden Elektronen des Heliumatoms im 
Grundzustand in wasserstoffähnlichen 1s-Zuständen. Dieser Zustand wird kurz 
mit (1s)? bezeichnet. In der Klammer ist der Elektronenzustand angegeben, der 
Exponent gibt die Zahl der Elektronen in diesem Zustand an. Diese Darstellung 
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der Zustände bezeichnet man als Elektronenkonfiguration. Dem ersten angeregten 
Zustand des Heliumatoms entspricht die Elektronenkonfiguration (1s)! (2s)1. Die 
Wellenfunktionen dieser Konfiguration, die den beiden Youngschen Schemata 


2721 RE entsprechen, kann man in der Form 


D,- 2 [Pisll) Pal?) + Pi) 7], | 
(89.1) 
1 


a 2 [91s(1) 92s(2) zu Y1s(2) 9s(1)] 


schreiben. Die gesamte Wellenfunktion muß antisymmetrisch sein. Nach $ 87 muß 
daher die Ortsfunktion ®, dem Spinzustand mit antiparallelen Spins (Gesamt- 
spin 0) entsprechen; die Wellenfunktion ®, gehört zu dem Zustand mit parallelen 
Spins (Gesamtspin 1). Die Zustände mit antiparallelen Spins heißen Parazustände. 
Die Zustände mit den Funktionen 9, (insbesondere der Grundzustand des Helium- 
atoms) gehören zu den Parazuständen. Die Zustände, in denen die Elektronen 
parallele Spins haben, heißen Orthozustände. 

In nullter Näherung haben Para- und Orthozustand ©, und ©, der Konfi- 
guration (1s)! (2s)! die gleiche Energie. Berücksichtigt man aber die Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen, dann ist die Energie dieser Zustände nicht 
mehr gleich: Die Energie des Parazustandes ®, liegt etwas höher als die Energie 
des Orthozustandes ®,. Das kann man leicht durch einfache qualitative Über- 
legungen einsehen. Wenn die Orte der beiden Elektronen gleich sind, dann ist die 
Funktion ®, (89.1) gleich Null, und die Funktion ®, (89.1) nimmt ihren größten 
Wert an. Im Zustand ©, sind also die Elektronen im Mittel weiter voneinander 
entfernt als im Zustand ®,. Die mittlere Energie der Coulomb-Abstoßung der 
Elektronen ist daher im Zustand ©, kleiner als im Zustand ®,. Demnach ist die 
Energiedifferenz zwischen Ortho- und Parazustand der Konfiguration (1s)! (2s)! 
eine Folge der Korrelation der beiden Elektronen, die sich aus den Symmetrie- 
eigenschaften der Wellenfunktionen bei Vertauschung der Orte der beiden Elek- 
tronen ergibt. 

Zur Berechnung der Energie des Ortho- und des Parazustandes (89.1) ın erster 
Ordnung der Störungstheorie braucht man nur den Mittelwert des Hamilton- 
Operators (88.1) für diese Zustände auszurechnen. Da 94, und 9%, wasserstoff- 
ähnliche Funktionen zu den Energien &, und &, sind, erhalten wir für die Energie 
des Parazustandes 


PP, = [®H9, dr= 2, + &5+ (0+ A (89.2) 
und für die Energie des Orthozustandes 
BD; [®.H®, dt= &; + 8, + 0- A (89.3) 
mıt 
oe IKZAC ) Pisl DrAL d?z, (89.4) 


A= [ Pıs(l) 92s(2) 91.(2) 9,(1) drı den. (89.5) 
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Das Integral O wird als Coulomb- Integral bezeichnet. Es gibt den Mittelwert der 
Energie der Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen unter Vernachlässigung 
der Korrelation zwischen den Elektronen infolge der Symmetrie der Funktionen 
an. Das Integral A ist das sogenannte Austauschintegral. Es liefert den Teil der 
Coulomb-Wechselwirkung, der wesentlich mit der Korrelation der beiden Elek- 
tronen zusammenhängt. Der vom Integral A stammende Energiebeitrag heißt 
Austauschenergie. In einigen Büchern über Quantenmechanik (zum Beispiel [37], 
5.211) wird bemerkt, daß das Austauschintegral ‚‚die Frequenz bestimmt, mit 
der die beiden Elektronen ihre Quantenzustände austauschen“. Diese Inter- 
pretation gründet sich auf die Vernachlässigung der Spinzustände der Elektronen. 
Sie gibt keinen realen Prozeß wieder.!) Die Austauschenergie ist ein Teil der 
Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Elektronen, der auf Grund der besonderen 
Korrelation der Elektronen infolge der entsprechenden Symmetrie (bei Ver- 
tauschung der Orte und nicht der Teilchen selbst) der Ortsfunktionen entsteht. 


1) Diese Interpretation beruht gewöhnlich auf folgender Überlegung: Zu den beiden 
stationären Zuständen mit den Energien E, und E,, die durch die Formeln (89.2) und (89.3) 
gegeben werden, gehören die beiden Ortsfunktionen 


_ 


t L 
v.=©,exp (-iE. r) und WW, = D„exp (- IE.) (A) 


D,und G, sind durch (89.1) definiert. Weiter betrachten wir den nichtstationären Zustand, 
1 

der durch die Funktion y(f) = v5 (y, + y.) beschrieben wird. In diesen Ausdruck setzen 

wir (A) ein, beachten (89.1) — (89.3) und erhalten 


vlt) = [Yı5 (1) Pas (2) cos $t+ 1945 (2) 9a; (1) sin öt] ea 


mit 


en 


A 
wg, = meer Es 7 0), 6 m r. 


Für t= 0 ist also die Funktion y(0) = yy,(1) P9,(2). Die Funktion % (0) stellt einen Zu- 
stand dar, in dem sich das erste Elektron ım Zustand 1s und das zweite Elektron im Zu- 
stand 2s befinden. Für t= n/28 = rh/2A ist die Funktion y(r/28) = i94,(2) @,(1) 
eriwgor/(28), Diese Funktion beschreibt einen Zustand, in dem sich das erste Elektron im 
Zustand 2s und das zweite Elektron im Zustand 1s befinden. Man sagt, die Elektronen 
tauschen ihre Zustände aus. Es ist aber leicht einzusehen, daß die obige Überlegung bei 
Beachtung der Spinzustände nicht richtig ist. Tatsächlich werden unter Beachtung des 
Spins die stationären Zustände mit den Energien FE, und E, nicht durch die Funktionen (A), 
sondern durch die Funktionen 


t A bin Ä 
2. — D,Xa Rap (- iE, z) und 2 == Daks EXP (- IE, ) (B) 


gegeben; ®, und ®, werden durch (89.1) definiert, die Spinfunktionen x, und x, durch die 
Ausdrücke (87.8) und (87.9). Die Funktionen (B) gehören zu zwei verschiedenen Spin- 
zuständen des Atoms, und man kann aus ihnen keine Linearkombination bilden, die die 
obige Interpretation zuließe. 
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Um die Integrale O und A auszurechnen, muß man in (89.4) und (89.5) die 


wasserstoffähnlichen Funktionen 


4 2. 3/2 
Ys= — (2) e-Zrla, 0; = wi (2) (2 = =) e-Zri2a 
Yr 4 4 Y2r a a 


einsetzen. Die experimentell gefundenen Energien des Para- und des Ortho- 
zustandes des Heliumatoms in der Konfiguration (1s)! (2s)! sind 


e? e? 
E,= -2.146—, E,n= -2.175—. 
a a 


Die angeregten Zustände des Heliumatoms mit der Konfiguration (1s)! (2p)! 
unterteilen sich auch ın Para- und Orthozustände, zu denen die Ortsfunktionen 
s 1 
PB, = v3 [Yıs(1) 9%p(2)+ Yıs2) PM]; 
i (89.6) 
®, = [Pıs(1) Pap(2) — Pıs(2) 9p(1)] 
gehören. Die experimentellen Werte der Energien dieser angeregten Zustände 
sind 


e? e? 
Bd. Hedi . 
a a 


Die vollständigen Wellenfunktionen des Ortho- und des Parazustandes der 
Konfiguration (1s)! (2s)! ergeben sich, indem man die Funktionen (89.1) mit den 
entsprechenden Spinfunktionen multipliziert. So bekommen wir 


Ypara = Ps(l, 2) Kal, 2), 


wobei die Funktion x, (1, 2) durch (87.8) definiert ist. 
In Einklang mit (87.9) wird der Orthozustand durch die drei Funktionen 


Yorıno = Pal, 2) Xall, 2); 
Yarno = Dal, 2) Xall, 2); 
Vho = D,(1,; 2) Xs»(1; 2) 


bestimmt, die zu den drei möglichen Spinzuständen entsprechend der verschie- 
denen Orientierung des Gesamtspins 5 = 1 gehören. 

Die angeregten Zustände mit anderen Elektronenkonfigurationen (in denen 
zweı verschiedene Einelektronen-Zustände enthalten sind) unterteilen sich auch 
in Para- und Orthozustände. | 

Die Energieniveaus des Heliumatoms (und der heliumähnlichen Ionen) zer- 
fallen also in zwei Niveausysteme: in Parazustände mit symmetrischen Orts- 
funktionen und in Orthozustände mit antisymmetrischen ÖOrtsfunktionen. Zu 
jedem Niveau eines Parazustandes gehört eine Spinfunktion (Gesamtspin 0, die 
Elektronenspins sind antiparallel). Zu jedem Niveau eines Orthozustandes ge- 
hören drei Spinfunktionen (Gesamtspin 1, Spinprojektionen 0, +1). Die Energie- 
niveaus der Parazustände heißen Singulettniveaus, die Energieniveaus der Ortho- 
zustände Tripletiniveaus. 
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Läßt man die Spin-Bahn-Wechselwirkung außer acht, dann sind E1-Übergänge 
unter Emission oder Absorption von Licht zwischen den Triplett- und den Singulett- 
zuständen verboten (wegen der Orthogonalität der Spinfunktionen). Auf Grund 
dessen sind Singulett- und Triplettzustände des Heliumatoms in dieser Näherung 
unabhängig. Gelangt ein Heliumatom in den niedrigsten angeregten Triplett- 
zustand y, [(1s)! (2s)1], so wird es längere Zeit (Monate) in diesem Zustand bleiben, 
da eine Änderung der Orientierung des Spins eines Elektrons nur schwer zu ver- 
wirklichen ist. Wegen der großen Lebensdauer dieses Zustandes bezeichnet man 
ihn als metastabılen Zustand. Heliumatome in Singulett- und in Triplettzuständen 
kann man daher als zweı verschiedene Sorten von Atomen ansehen. Ein Helium- 
atom in einem Singulettzustand heißt Parahelium, ein Heliumatom in einem 
Triplettzustand Orthohelium. Die Paraheliumatome haben kein magnetisches 
Moment und bilden ein diamagnetisches Gas. Die Orthoheliumatome besitzen 
ein magnetisches Moment und bilden ein paramagnetisches Gas. Die Spektral- 
linien der Paraheliumatome sind einfache Linien. Die Spektrallinien des Ortho- 
heliums bestehen aus drei dicht benachbarten Linien (Tripletts), die den drei 
Spinzuständen entsprechen und deren Energien bei Berücksichtigung der rela- 
tivistischen Korrekturen ein wenig voneinander verschieden sınd. 

Die Niveaus in den Triplettzuständen spalter infolge der Wechselwirkung 
zwischen den magnetischen Momenten des Spins und der Bahnbewegung (Spin- 
Bahn-Wechselwirkung) und der magnetischen Wechselwirkung der Spins der 
beiden Elektronen auf. In den Triplettzuständen (1s)1 (2s)! und in anderen Zu- 
ständen ohne Bahndrehimpulse haben wir keine Aufspaltung, weil es keine aus- 
gezeichnete Richtung im Atom gibt. Im Zustand (1s)?! (2p)! und in anderen Zu- 
ständen mit einem Bahndrehimpuls ist eine ausgezeichnete Richtung vorhanden 
(Richtung des Drehimpulses), daher werden sich die Spinzustände mit ver- 
schiedenen Projektionen des Spins auf diese Richtung auch in der Energie unter- 
scheiden. Hat der Kern einen Spin und ein magnetisches Moment, so spalten die 
Energieniveaus noch weiter auf (Hyperfeinstruktur). Die Energie dieser Niveaus 
hängt von der Quantenzahl für den Gesamtdrehimpuls des ganzen Atoms ab. 
Eine quantitative Untersuchung der Feinstruktur- und der Hyperfeinstruktur- 
niveaus des Heliumatoms kann man in [37] finden. 
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Wir kommen jetzt zu Näherungsmethoden für die Berechnung der Energie- 
zustände von Atomen mit mehr als zwei Elektronen. Das Koordinatensystem 
heften wir an den Atomkern. Unter Vernachlässigung der Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkung ist der Hamilton-Operator in diesem Koordinatensystem 


N 
H-SH+— N Va, LR=1,2,...2, (90.4) 


H, ist der Hamilton-Operator des !-ten Elektrons im Feld der Kernladung Ze; 
V., = e?/rxı ist der Operator für die Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen; 
der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß die Summation über k und ! unter 


der Bedingung k #1 erfolgt. 
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Zur Berechnung der Energie des Grundzustandes eines Atoms verwendet man 
zweckmäßig das Variationsverfahren (s. $51). In diesem Falle wird die Wellen- 
funktion des Atoms aus der Gleichung 


3J= 3 [ y*Hydr= 0 (90.2) 


mit der Nebenbedingung f y*ydr= 1 bestimmt. 

Der Erfolg des Variationsverfahrens hängt von der Wahl der Testfunktion %Y 
ab. Wir setzen die Testfunktion aus den Wellenfunktionen der einzelnen Atome 
zusammen, indem wır einfach das Produkt bilden: 


v(tıta ... tz)= Pıltı) Palte) ... Pzltz). (90.3) 


Diese Wahl der Funktion y als einfaches Produkt aus den Ortsfunktionen der 
einzelnen Elektronen entspricht der Voraussetzung, daß sich die Elektronen im 
Atom unabhängig voneinander bewegen. Die Funktion (90.3) hat nicht die not- 
wendigen Symmetrieeigenschaften bei Vertauschung von Teilchenpaaren. Wir 
vernachlässigen daher die Korrelation der Elektronen infolge der Symmeirie. 
Später werden wir auch eine Wellenfunktion mit der richtigen Symmetrie be- 
handeln. 

Wir setzen (90.3) ın das Integral J = [v*Hy drein. Da H, nur auf die Ko- 
ordınaten des /-ten Elektrons wirkt und V,, auf die Koordinaten des k-ten und 
des /-ten Elektrons, können wir das Integral umformen in 


1 
J=% [PX Hip. du + 3 J Pr Pk Vrpıpr dry dr. (90.4) 


Jetzt erhält die Gleichung (90.2) mit der Nebenbedingung für die Normierung 
[ pr o, dr, = 1 die Gestalt 


8J= z j dor Mm+ 2) or V.9% dert oO dr; = 0, (90.5) 


wobei die Variationen d9* die Bedingungen 
[Ser o, dr; = 0 (90.5 a) 


erfüllen. Wir multiplizieren jede einzelne Gleichung (90.5a) mit einem Lagrange- 
Multiplikator — &, und addieren sie zur Gleichung (90.5): 


8J = a a) pr Vrıpr drR — a p9,. dr =d. (90.6) 


In den Integralen (90.6) sind die Variationen ö9}* unabhängig voneinander; (90.6) 
ist daher nur erfüllt, wenn die Bedingungen 


Pen PA or V.19xr dr, — ai] 9, = 0, l= 1, I. oo.) Z (90.7) 
= 


befriedigt werden. (90.7) ist ein lineares System von Integrodifferentialgleichungen 
in den unbekannten Einelektronenfunktionen 94, 99, ».., ®z- 

Das Gleichungssystem (90.7) zur Bestimmung der Einelektronenfunktionen und 
der Energien e; ist zuerst von HARrTrEe [51] auf Grund von physikalischen Vor- 
stellungen über ein von den Elektronen erzeugtes mittleres Feld vorgeschlagen 
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worden. Fock leitete (90.7) unter Verwendung eines V-ariationsprinzips ab [52]. 
Zur Lösung des Gleichungssystems (90.7) verwendete HArrrEE die Methode der 
sukzessiven Approximation. Als nullte Näherung nahm er wasserstoffähnliche 
Funktionen 9; mit diesen Funktionen wird die Summe 


Yılı)= PAR drz 


berechnet. Diese Summe ist die mittlere Wechselwirkungsenergie des !-ten Elek- 
trons bei der „Wechselwirkung mit allen übrigen Elektronen in den durch die 
Funktionen op) beschriebenen Zuständen. Wir setzen diesen Wert statt der Summe 
in (90.7) ein und erhalten in erster Näherung zur Bestimmung der Funktionen g} 
das Gleichungssystem (mit bereits unabhängigen Gleichungen) 


[H, + Y7}- &]pi = 
Nach Lösung dieses Gleichungssystems berechnen wir die neue potentielle Energie 


Vı( (1) = use Ymipk dTx, 


mit der die Funktionen 92) in zweiter Näherung bestimmt werden: 
1 = 
IH, +9, - el” =0. 


Wenn dieser Prozeß konvergiert, dann kann man ihn so lange fortsetzen, bis man 
eine potentielle Energie 


V lt) = [ PrVrıpr Ara (90.8) 
‘+ 
erhält, die im Gleichungssystem 
[H, + Vu) — el o(t,) — (0) (90.9) 


beinahe dieselben Wellenfunktionen 9; ergibt, mit. denen sie in (90.8) berechnet 
worden ist. Die so erhaltene potentielle Energie (90.8) wird als Hartreesches self- 
consistent field bezeichnet. 

Durch Einführen des self-consistent field wird das Mehrelektronenproblem 
auf ein Einelektronenproblem zurückgeführt, d. h. auf die Lösung der Schrödinger- 
Gleichung (90.9), die nur die Koordinaten eines Elektrons enthält. In diesem Falle 
wird der Zustand des Atoms näherungsweise als Gesamtheit von Einelektronen- 
Zuständen angesehen. Diese Näherung ergibt sich, weil man die Wellenfunk- 
tionen des Atoms als Produkte (90.3) von Einelektronen-Funktionen ansetzt. 
Streng genommen darf man die Wellenfunktion des Atoms nicht als Produkt 
(90.3) darstellen. Die Methode des self-consistent field berücksichtigt daher nur 
den Hauptanteil der Wechselwirkung zwischen den Elektronen, aber nicht die 
gesamte Wechselwirkung (s. $ 93). 

Bei praktischen Rechnungen wird das self-cönsistent field über die Richtungen 
des Ortsvektors rt, gemittelt. Die potentielle Energie wird dadurch kugelsymme- 
trisch, und man kann die Lösung o;(r) als Produkt von Kugelfunktionen mit einer 
Funktion von r ansetzen. 

Die e, in (90.9) bestimmen die Energiezustände der einzelnen Elektronen im 
Atom. Im Grundzustand des Atoms sind die Z Elektronen in Übereinstimmung 
mit dem Pauli-Prinzip (je ein Elektron pro Zustand) über die Zustände mit der 
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niedrigsten Energie verteilt. Angeregte Zustände entstehen durch Übergang eines 
Elektrons aus einem besetzten Zustand in einen freien Zustand mit einer größeren 
Energie. Bei einem solchen Übergang ändert sich das self-consistent field Y ein 
wenig, aber bei kleinen Zustandsänderungen eines Elektrons wird die Änderung 
von ’ sehr klein (da 7 durch den Zustand aller Elektronen bestimmt wird), 
und man braucht diese Änderung bei Näherungsrechnungen nicht zu beachten. 

Die Gesamitenergie E aller Elektronen im Atom wird durch den Ausdruck (90.4) 
gegeben, wenn man in die Integrale die Wellenfunktionen einsetzt, die den Lö- 
sungen des Gleichungssystems (90.7) entsprechen. Man kann aber leicht sehen, 


daß diese Energie nicht gleich der Summe der Energien der Einteilchen-Zustände 
e, ist. Tatsächlich folgt aus (90.7) 


— f or Hp dr; +2 f or or Vrıpr PL dr; drz. 


In der Summe & e; wird die Energie der elektrostatischen Wechselwirkung doppelt 
Ii-1 
gezählt, deshalb haben wir ın Übereinstimmung mit (90.4) 


4 1 
E= > &— 57 3 | ProFVRPRPı dr, drx. 
I=1 ' k#l 


Wie schon oben bemerkt wurde, kann man die Korrelation der Elektronen 
infolge der Antisymmetrie der gesamten Wellenfunktion nicht berücksichtigen, 
wenn man die Testfunktion als einfaches Produkt wählt. Ein self-consistent field, 
das die Korrelation zwischen den Elektronen berücksichtigt, ist von Fock [52] 
mit einer Testfunktion berechnet worden, in der die Symmetrie bei Vertau- 
schungen von Teilchen eingebaut war. In der Fockschen Methode wird die Test- 
funktion aus den Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen aufgebaut, die von 
Orts- und Spinvariablen abhängen. £, sei die Gesamtheit der Orts- und Spin- 
koordinaten, y;(£) sei ein orthonormiertes Funktionensystem. Die normierte anti- 
symmetrische Testfunktion kann dann in der Gestalt 


vıldı) yılda) --- Yıldz) 
Be.) | Per) vale)  Yalez) (90.10) 


vz(&ı) vz(Ea) --- YzlEz) 


angesetzt werden. Die Wellenfunktion (90.10) beschreibt den Zustand der Elek- 
tronen im Atom durch den Satz der Eigenfunktionen 4, %%, ..., Yz; aber im 
Gegensatz zur Funktion (90.3) gibt sie nicht an, in welchem Zustand sich ein jedes 
Elektron befindet. 

Obwohl diese Funktion die Gleichheit der Elektronen richtig enthält, ist sie 
doch nicht die allgemeinste Testfunktion, die man beim Variationsverfahren ver- 
wenden müßte. 

Die Wahl der Einelektronen-Funktionen Y;(£) in (90.10) stützt sich auf die 
Voraussetzung, daß sich die einzelnen Elektronen in einem kugelsymmetrischen 
effektiven Feld bewegen, das vom Kern und den übrigen Elektronen erzeugt wird. 
Die Elektronenzustände werden dementsprechend durch die Quantenzahlen /!, m 
und sz gekennzeichnet. 
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Wir wollen die normierte antisymmetrische Funktion (90.10) kurz in der Form 


WEL, ...,&z)= Det {yı, 9% -.., Yz) (90.14) 


schreiben. Zum Grundzustand der Atome mit einer abgeschlossenen Elektronen- 
schale gehört nur eine Funktion vom Typ (90.10). Die Wellenfunktion des Grund- 
zustandes des Berylliumatoms mit J=L=S=(0 kann zum Beispiel in der 
Form 


Pi: ...) &,) = Det [Yis+ Vis-» W23s+ Yas-} 


geschrieben werden. Die Zeichen + und — geben den Spinzustand des Elektrons 
an. 

Für Atome mit nicht abgeschlossenen Schalen muß man die antisymmetrischen 
Funktionen, die als Testfunktionen in (90.2) verwendet werden sollen, als Linear- 
kombinationen aus Funktionen vom Typ (90.10) ansetzen. Diese Linearkombi- 
nationen werden so gebildet, daß sie zu bestimmten Werten des Gesamt-, Bahn- 
und Spindrehimpulses des ganzen Atoms gehören. Zum Beispiel können zu den 
angeregten Zuständen des Berylliumatoms mit der Elektronenkonfiguration 
(15)? (2s)! (2p)! die Werte $=0, J=L=1 und $S=1 L=1, J=0,1,2 
gehören. Die Funktionen für diese Zustände ergeben sich durch Linearkombination 
der zwölf Determinanten 


Det [Yıs+; Vis-» YP2s+> Yopm-} Det (Yıs+ VYıs-: V2s- Yapm+): 
Det [Yıs+ YVis-, Y2s+> Yopm+)> Det {Yıs+, Vir-: W2s- Yipm-}; 
mit m=(, +1 


nach den Regeln für die Addition ($ 42) dreier Drehimpulse (zwei Spins und 
L=1): 

Die Korrelation zwischen den Elektronen wird durch den Symmetrietyp des 
Ortsanteils der Wellenfunktion bestimmt. Wie in $ 87 gezeigt worden ist, hängt 
die Symmetrie der Ortsfunktion vom Gesamtspin des Systems ab. Bei der Fock- 
schen Methode werden daher Zuständen mit verschiedenem Gesamtspin ver- 
schiedene self-consistent fields entsprechen. Wir wollen das am Beispiel eines 
Systems aus zwei Teilchen mit dem Spin 1/2 demonstrieren. 

Der Hamilton-Operator sei 


H= H%+ H%+ Va, (90.12) 


H9 und H? seien die Hamilton-Öperatoren, die nur auf die Koordinaten eines 
Elektrons wirken. Wir wollen die Gleichung zur Bestimmung der Parazustände 
(resultierender Spin 0) aufstellen, wenn die Einelektronen-Zustände zu zwei ver- 
schiedenen orthogonalen und normierten Funktionen 9, und @, gehören, zum 
Beispiel für die Konfiguration (1s)! (2s)!. In den Parazuständen sind die Orts- 
anteile der Wellenfunktion symmetrisch; man hat daher die Testfunktionen im 


Integral (90.2) in der Gestalt 


{PYa(1) Pu(2) + Pal2) Prll)} (90.13) 
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anzusetzen. Mit Hilfe von (90.12) und (90.13) berechnen wir. das Integral 
J= [ Y*HY dr, dn= [ 9X HP’y.dr+ [ pf H°p, dr+ 
u f p(1) 952) Vi2po(2) Yall) dr, da + 
+ [ p&(1) PE(2) Vi2pr(l) Pa(2) drı drz. (90.14) 


Die Variation von (90.14) bezüglich der Funktionen 9* und 9% unter den Neben- 
bedingungen 
IKT? dr=d,5; uk=a,b 


ist der Variation des Ausdruckes 
8(J— Ba | #9. dr — Ey, | 9£ 9% dr) = 0 
äquivalent. Auf diesem Wege finden wir das Gleichungssystem 
(H+YV y5— Ea) Pat V rap = 0, 
(H’+YV aa Er) Pt Varta 0: 


Vo=[ PH) Vıapı (1) drı 


die Coulomb-Wechselwirkung des Elektrons im Zustand @, mit dem Elektron 
im Zustand @, berücksichtigt wird, ohne auf die Korrelation zwischen den Elek- 
tronen zu achten. . wird das Integral Y’,. definiert. 


- [pr ) Vı29a(‘ (1) dr, 


ist das Austauschintegral, das die Korrelation der Elektronen infolge der Symme- 
trie der Ortsfunktionen berücksichtigt. 

In einem Orthozustand (5 = 1) ist der Ortsanteil der Wellenfunktion anti- 
symmetrisch 


(90.15) 


worın durch 


Y_ 75 (9.1) 92) - 92) 9}; 


daher wird das Focksche Gleichungssystem 
(H’+ Vw- Eu) Pa Vapo = 0, | 
(HP + Vaa- E,) 1/7 VopPa= 0. 


(90.16) unterscheidet sich von (90.15) durch die Vorzeichen des Austauschintegrals. 
Beachtet man die richtige Symmetrie der Wellenfunktionen nicht, dann treten die 
Austauschintegrale in (90.15) und (90.16) nicht auf. In diesem Falle stimmen die 
beiden Gleichungssysteme überein und gehen in die weniger genauen Hartreeschen 
Gleichungen über, nach denen die Energieniveaus der Para- und Orthozustände 
gleich sind. 

Für Atome mit mehreren Elektronen werden die Integrodifferentialgleichungs- 
systeme für die Einelektronen-Zustände sehr kompliziert. Die explizite Gestalt 
dieser Gleichung kann man in der Arbeit von Fock [52] und in [53] finden. Für 
das Li- und das Na-Atom sind die Fockschen Gleichungen in der Arbeit von Fock 
und PETRAScHEN [54] gelöst worden. Die Ergebnisse dieser Rechnungen stimmen 
mit dem Experiment gut überein. 


(90.16) 


24* 
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Das Hartree-Fock-Verfahren des self-consistent field ist vielfach zur Be- 
rechnung der Eigenfunktionen und Energien komplizierter Atome verwendet 
worden. Die praktische Anwendung dieser Methode stößt aber auf große rechne- 
rische Schwierigkeiten bei der numerischen Lösung des Integrodifferential- 
gleichungssystems. Diese Rechnungen erfordern den Einsatz von Elektronen- 
rechnern. 


$ 91. Das statistische Verfahren von Tuomas und FERMI 


Die mathematischen Schwierigkeiten bei der numerischen Lösung des Inte- 
grodifferentialgleichungssystems, das sich bei dem in vorangegangenen Para- 
graphen behandelten Hartree-Fock-Verfahren ergibt, werden mit zunehmender 
Zahl der Elektronen im Atom bedeutend größer. Für komplizierte Atome wird 
dieses Verfahren daher selten angewendet. 

Zur Bestimmung der Elektronen- und Feldverteilung i in komplizierten Atomen 
verwendet man das von Tmomas [55] und Fermı [56] stammende statistische 
Verfahren. Mit einer statistischen Betrachtung kann man nicht die individuellen 
Eigenschaften jedes einzelnen Atoms erklären, aber man kann mit dieser Methode 
die allgemeinen Eigenschaften der Atome (Radius, Ionisierungsenergie, Polarisier- 
barkeit des Atoms u. a.) und deren Änderung bei Änderung der Kernladungszahl 
erklären. 

Das Thomas-Fermi-Verfahren war ursprünglich zur Berechnung der Ver- 
teilung der Elektronendichte in schweren Atomen gedacht. Heute wird diese 
Methode aber auch auf andere Vielteilchensysteme (Moleküle, Kristalle, Atom- 
kerne) erfolgreich angewendet. Eine ausführliche Darstellung des statistischen 
Verfahrens findet man in der Monographie [57] und in dem Artikel [58]; wir 
werden in diesem Paragraphen die Methode für Atome kurz besprechen. 

In schweren Atomen befindet sich der größte Teil der Elektronen in Zuständen 
mit großen Quantenzahlen oder, mit anderen Worten, in Zuständen, für die die 
Wellenlänge des Elektrons bedeutend kleiner als die Ausdehnung des Atoms ist. 
Unter diesen Umständen kann man die quasiklassische Näherung verwenden, 
d. h., man kann näherungsweise vom Elektronenimpuls als Ortsfunktion sprechen. 
Es sei —egp(t) die potentielle Energie eines Elektrons im Punkte r (hier iste > 0). 
In einem stationären Zustand des Atoms muß die maximale Gesamtenergie in 
allen Punkten des Atoms den gleichen Wert haben (sonst würden die Elektronen 
von einer Stelle an eine andere übergehen). Wir bezeichnen diesen konstanten 
Wert mit —eA. Wenn p„(t) der Maximalwert des Impulses im Punkte r ist, dann 
lautet die oben angegebene Stationaritätsbedingung 


1 
3 p2(r)— ep(=-eA. (91.1) 

Andererseits wird der maximale Impuls der Elektronen in einem kleinen Vo- 
lumen v durch die Elektronendichte n(r) in diesem Volumen bestimmt. Den Zu- 
sammenhang zwischen dem maximalen Impuls und der Dichte findet man aus der 


Bedingung (Pauli-Prinzip), daß die Zahl der Elektronen n(r)v gleich der Zahl 
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. 4 
der möglichen Zustände ı Pl?) = der Elektronen im Phasenvolumen — p3 (tv 
ist: 3 (Arch)? 3 
Pm(t) 
n(t) = EEE . (91.2) 


In (91.2) setzen wir den Wert für p„, aus (91.1) ein und finden 


[2ue(p — 4)] 
n(t) = Sg = 3 (91.3) 
Wir wollen das Atom als kugelsymmetrisch voraussetzen. Der Rand des Atoms 
r= R wird aus der Bedingung n(R) = 0 bestimmt, daher ıst am Rande des 
Atoms 


o(R)= A. (91.4) 


Bei einem neutralen Atom wird die Kernladung Ze durch die Elektronen außerhalb 
des Atoms vollständig abgeschirmt. Für ein neutrales Atom ist demnach 


o(R)=A=0. 
Ist die Zahl der Elektronen im Atom N = Z, dann muß am Rande des Atoms die 


Bedingung 


z- N 


e( 
p(R) = A= —, (91.4a) 


erfüllt sein. Für r > 0 muß das Potential mit dem Potential des Kerns überein- 
stimmen, d.h. o(r) > Ze/r für r — 0. Beachtet man, daß A konstant ist, dann 
kann man diese Bedingung in der Form schreiben: 


lım [r(p(r)— A)]J=Ze für r—(. (91.5) 


Das elektrostatische Potential o(r) hängt mit der Elektronendichte über die 
Poissonsche Gleichung 


V?o=-Ano, o=-en(r). (91.6) 
zusammen. Aus (91.3) und (91.6) eliminieren wir n(r), benutzen, daß für ein kugel- 


1: 
symmetrisches Feld V?= _ (r —) gilt, und erhalten die Thomas-Fermi- 
Gleichung ne ö 


1d d kel2ue(p — A)]*? 
— — Ir? — = ee EN ER re 
r? dr (r ,) ww 3rch? wen 
Diese Relation formuliert man zweckmäßig mit dimensionslosen Größen. 
Wir setzen 
Ze? n 
e(p —- A) = FE Ö, r=baz!B (91.8) 


mit 


IE PET: R2 
b-;(7) an 0,8853, a= 
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„Jetzt erhalten wir die Gleichung 
Vz =. = 932 (91.9) 


Außer den Randbedingungen (91.4a) und (91.5) muß man noch verlangen, daß 


am Rande des Atoms die elektrische Feldstärke — = stetig in den Ausdruck 
r 


ea übergeht, d. h., es muß die Bedingung 


Ö eZ— N 
z #- Pe 5 (91.10) 


erfüllt sein. Mit der Bezeichnung x, = RZtS/b lauten die Randbedingungen 
(91.4a), (91.5) und (91.10) in den dimensionslosen Veränderlichen 


Z-N fe) Z=N 
T 


D(x0) — zZ’ 0 a2 = - ——. (91.11) 


Z 
Für ein neutrales Atom (N =Z) muß die Funktion ® die Relation (91.9) und 
die Randbedingungen 


50)=14, Bla) = D(x)= 0 (91.11a) 


erfüllen; der Strich bedeutet die Ableitung nach x. Aus (91.11a) und (91.9) folgt, 
daß alle Ableitungen der Funktion ® nach x im Punkte x = x, verschwinden. 
®(x) ist daher für alle endlichen Werte von x9 identisch Null. Der Radius eines 
neutralen Atoms ist somit nach der Thomas-Fermi-Gleichung unendlich, d.h., 
&o = ®. Die Lösung von (91.9) mit den Randbedingungen (91.11a) für 29 = © 
ist von Fermı [56] und anderen Autoren numerisch angegeben worden. Die 
genaueste Lösung stammt von Busr und Carpwerı [59]. Für kleine x-Werte 
kann man die Funktion ®(a) als Reihe darstellen: 


Ö(2) = 1- 1,5882 + Sa} r 


Nach Sommerreuo [60] wird die Funktion ® für große x-Werte (x > 10) durch 


die Formel 
® 1(2,)\ 1, 34= 0,772 
= |1+(7z) | , 2= 077 
gegeben. 
Aus (91.4) folgt für ein neutrales Atom A = 0; damit bekommen wir aus 


(91.8) 


_ eZil?P(z) _Z 9 u 
a ee} 


Diesen Wert setzen wir in (91.3) ein und finden für die Verteilung der Elektronen- 
dichte im Atom 

1 

n(r)= BZ? - 


T 


3/2 
Da) (91.12) 
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mit 


ME — 


»ZU3  rZu8 Due ,,_, 
re 3) re. 


Wie man (91.12) entnimmt, ist die Verteilung der elektrischen Ladungsdichte in 
verschiedenen schweren Atomen ähnlich. Die Rolle des charakteristischen Para- 
meters spielt die Größe 


bZAAB = 0,8855 az118, 


In Abb. 12 ist die Verteilung der radialen Elektronendichte D(r) = An(r)r? für 
ein Quecksilberatom dargestellt, wie sie aus der Thomas-Fermi-Theorie berechnet 
wurde (ausgezogene Kurve). Zum Vergleich ist in derselben Abbildung durch die 
gestrichelte Kurve die Elektronenverteilung angegeben worden, die sich nach 
dem Verfahren von HARTREE ergibt [61]. (In der Abbildung wird der Abstand r 
in atomaren Längeneinheiten a =h ?/ue? angegeben.) 
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Abb. 12. Radiale Dichteverteilung D(r) der Elektronen (in reziproken atomaren Längen- 
einheiten) im Quecksilberatom 


Das statistische Verfahren beachtet natürlich nicht die individuellen Eigen- 
schaften der einzelnen Atome und liefert nicht die Struktur der Elektronen- 
schalen und die Dichteverteilung der relativ schwach gebundenen Valenzelek- 
tronen. Um den wesentlichen Nachteil des Thomas-Fermi-Verfahrens zu über- 
winden, der den langsamen Abfall der Elektronendichte in großen Abständen 
verursacht, sind von einigen Autoren verschiedene Korrekturen eingeführt 
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worden: Subtraktion der elektrostatischen Selbstenergie der Elektronen (Fermı 
und Amaıvı [62]), Berücksichtigung der Austauschenergie (Dırac [63], 
Jensen [64] u.a.). Durch Einführung dieser Korrekturen wurde die Überein- 
stimmung zwischen Theorie und Experiment bedeutend verbessert. 


Für Ionen hängt die Lösung der Thomas-Fermi-Gleichung (91.9) von der 
Größe 


ab, die in die dritte Randbedingung (91.11) eingeht. Für positive 


Ionen ergibt die Theorie auch ohne Einführung von Korrekturen endliche Ionen- 
radien. In der letzten Zeit ist die Thomas-Fermi-Methode mit Erfolg auch auf die 
Berechnung angeregter Zustände von Alkaliatomen angewandt worden (s. [65]). 


$ 392. Das Mendelejewsche Periodensystem 


In den beiden vorangegangenen Paragraphen haben wir Näherungsverfahren 
‚zur Berechnung der Wellenfunktionen und der Energiezustände von Atomen des 
Mendelejewschen Periodensystems der Elemente behandelt. Das Hauptergebnis: 
dieser Rechenverfahren war der Beweis, daß man in Atomen näherungsweise von 
einzelnen Elektronen sprechen kann, die sich im Kernfeld und im self-consistent 
field der anderen Elektronen bewegen. Auf Grund dieses Resultats kann man die 
qualitativen Gesetzmäßigkeiten der Atomstruktur durch einfache und elementare 
"Überlegungen untersuchen. j 

Das resultierende elektrische Feld, das auf ein Elektron im Atom wirkt, weıcht 
vom Coulomb-Feld des Kerns ab. In gewisser Näherung kann man es aber als 
kugelsymmetrisch ansehen. Der Zustand eines Elektrons in einem solchen Feld 
wird durch die vier Quantenzahlen n,!, m und m, bestimmt. Wır behalten die 
für das Wasserstoffatom eingeführte Terminologie bei und nennen diese Quanten- 
zahlen Hauptquantenzahl, Nebenquantenzahl, magnetische Quantenzahl und 
Spinquantenzahl. Die drei zuletzt genannten Quantenzahlen bestimmen den Bahn- 
drehimpuls, dessen Projektion auf die z-Achse und die Projektion des Elektronen- 
spins auf die z-Achse. Die Hauptquantenzahl n bestimmt die Energie eines Zu- 
standes im Coulomb-Feld eindeutig. In komplizierten Atomen hängt die Energie 
eines Elektrons unter Vernachlässigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung von den 
beiden Quantenzahlen n und Z! ab. Diese Zahlen werden zur Bezeichnung der ent- 
sprechenden Energiezustände nl verwendet. Gewöhnlich schreibt man statt der 
Zahlen = 0,1,2,... kleine lateinische Buchstaben s,p, d,f, 8, .... 

Die normalerweise beobachtete Folge der Energiezustände der Elektronen in 
Atomen in der Reihenfolge zunehmender Energie ist in Tabelle 12 angegeben. 
Die Zustände, deren Energien nur wenig voneinander verschieden sind, sind je- 
weils in einer Zeile angeordnet. Die Energiedifferenzen zwischen den Zuständen 
ın verschiedenen Zeilen der Tabelle sind relativ groß. Die Gesamtheit der in einer 
Zeile stehenden Zustände bildet eine ‚‚Flektronenschale‘‘. Wie man der Tabelle 
entnimmt, weichen die Energiezustände in komplizierten Atomen von den Ener- 
gien des Wasserstoffatoms ab. Zum Beispiel haben ım Wasserstoffatom die 
Zustände 3s, 3p und 3d dieselbe Energie, aber in komplizierten Atomen sind die 
Energien dieser Zustände verschieden. Die kleinste Energie hat der Zustand 3s, 
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die größte Energie der 3d-Zustand. Diese Energiedifferenz kann auf Grund ein- 
facher qualitativer Überlegungen verstanden werden, wenn man die Wirkung des 
Feldes der anderen Elektronen auf das betreffende Elektron beachtet. Um diesen 
Effekt zu berücksichtigen, kann man in erster Näherung die Wellenfunktionen 


Tabelle 12 


Elektronenschalen in Atomen - 


Nummer Gesamtzahl der 
der Zustände in der 
Schale zustande Schale 


1 
2 
3 35, 3p 
4 


1 O0 
©) 
ei 
An 
has) 

en OT 
lan 
op} 

" 
) 
6) 


wasserstoffähnlicher Atome verwenden. Wie wir in $38 gesehen haben, ver- 
schwindet der Radialanteil der Wellenfunktion für Zustände mit einem be- 
stimmten Bahndrehimpuls (Quantenzahl !) wegen des effektiven abstoßenden 
2 

Potentials _.. fürr > Owier!. Die Elektronen in s-Zuständen können daher 
näher an den Kern herankommen als die Elektronen ın d- und f-Zuständen. Daher 
wirkt die volle Anziehung des Kerns auf die Elektronen in s-Zuständen in größerem 
Maße als auf die Elektronen in d- und f-Zuständen. Im Zusammenhang damit ist 
die Energie des As-Zustandes kleiner als die Energie des 3d-Zustandes. Besonders 
wirkt sich die Abschirmung in den f-Zuständen aus; zum Beispiel liegt das Af- 
Niveau höher als das 6s-Niveau. 

Im Grundzustand der Atome besetzen die Elektronen nach dem Pauli-Prinzip 
die niedrigsten Energiezustände. In jedem s-Zustand können nicht mehr als zwei 
Elektronen sein, in jedem p-Zustand nicht mehr als 6, in einem d-Zustand nicht 
mehr als 10, in einem f-Zustand nicht mehr als 14. Im Heliumatom (Hes) füllen 
die beiden Elektronen die erste Schale (1s)?. Im Neonatom (Ne;o) sind zwei 
Schalen ganz besetzt — Konfiguration (15)? (2s)? (2p)®. Beim Argonatom (Arıs) 
sind drei Schalen gefüllt, beim Kryptonatom (Krz3;) vier, beim Xenon (Xe;,) 
fünf, und beim Radonatom sind sechs Schalen voll besetzt. Die aufgezählten 
Atome mit abgeschlossenen Elektronenschalen haben den resultierenden Bahn- 
drehimpuls und den Gesamtspin Null. Diese Atome sind sehr stabil, nur schwer 
gehen sie chemische Verbindungen mit anderen Atomen ein, und untereinander 
haben sie eine geringe Wechselwirkung (Edelgase). 

In jeder neu begonnenen Schale wird zuerst ein Elektron in einem s-Zustand 
eingebaut. Alle Atome mit einem Elektron außerhalb abgeschlossener Schalen 
haben ähnliche chemische Eigenschaften und gehören zu den Alkalimetallen: 


Liz, Nayı, Kıg, Rba,, Cs55;, Fra. 
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In Tabelle 13 sind die Elektronenkonfigurationen der ersten 18 Elemente des 
Periodensystems zusammengestellt. 


Tabelle 13: 


Elektronenkonfigurationen der Atome 


Nummer 
der Z Element is 25 2p 3s 3p 
Schale 
I 1 H 1 
2 He 2 
3 Li 2 1 
4 Be 2 2 
9 B I 2, 1 
II 6 C 2 2 2 
7 N 2 2 3 
8 Ö 2 2 4 
9 F 2 2 is) 
10 Ne 2 2 6 
11 Na 2 2 6 1 
12 My 2 2 6 2 
13 Al 2 2 6 2 1 
14 Sı I 2 6 2 2 
Ill 15 Pr 2 2 6 2 3 
16 S 2 2 6 2 4 
17 Cl 2 2 6 2 9 
18 Ar 2 2 6 2 6 


In der vierten und in der fünften Schale gibt es je 18 Zustände. In der sechsten 
Elektronenschale gibt es 32 verschiedene Zustände. Darunter sind 14 Af-Zustände. 
Wie schon früher bemerkt wurde, nehmen die Radialfunktionen für die f-Zustände 
fürr — OÖ schnell ab. In Abb. 13 ist die radiale Verteilung der elektrischen Ladung 
in wasserstoffähnlichen Atomen für 4s-, Ap- und Af-Zustände angegeben. Obwohl 
ein Elektron im Af-Zustand nicht nahe an den Kern herankommt, hält es sich 
doch weiter innen im Atom auf, als sich der Ap- und besonders der 4s-Zustand 
nach außen erstrecken. Die Elektronen in 5s- und 6s-Zuständen halten sich noch 
weiter außen auf. Die Af-Zustände werden nach dem Element Lanthan (Laz-) 
aufgefüllt, bei dem 54 Elektronen die ersten fünf Schalen voll besetzen; der Zu- 
stand der drei restlichen Elektronen wird durch die Konfiguration (5d)! (6s)? be- 
stimmt. Bei den folgenden 14 Elementen Cess, Prs5g, Ndgo, Pmeı, Sme, Eugg, Gdes, 
Tbes, Dyee, Hogr, Ergg, Tugg, Ybzo und Luzı, die als Seltene Erden oder Lanthaniden 
bezeichnet werden, werden die Af-Zustände besetzt. Da die Elektronen der 4f- 
Zustände in inneren Bereichen des Atoms untergebracht werden, bleibt die äußere 
Schale beim Lanthan und den Seltenen Erden beinahe unverändert (Konfi- 
guration (6s)2). Wie wir in $ 118 sehen werden, sind die chemischen Eigenschaften 
dieser Elemente sehr ähnlich, und sie gehören zu einem Platz im Periodensystem, 
dem Platz des Lanthans. 
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Bei einer anderen Gruppe von Elementen Thyo, Pagı, Ugg, Npys, Pug, Ams;, 
Cmoyg Bkgr, Ofgg, Esgg, Fmioo, Mvio1ı werden die Elektronen in das Atom eingebaut, 
indem die 5f-Schale aufgefüllt wird, ohne dabeı die Konfiguration der äußeren 
Elektronen zu ändern. Die Konfiguration der äußeren Elektronen (75)? ist für 
alle diese Elemente gleich und stimmt mit der Konfiguration der Aktiniumatome 
Acgg überein. Diese Elemente werden daher als Aktiniden bezeichnet und gehören 
zum Platz des Aktiniums im Periodensystem. 


Abb. 13. Radiale Verteilung der elektrischen Ladung in wasserstoffähnlichen Atomen für 
die Zustände As, Ap und Af 


Die Schalenstruktur der Elektronenzustände in den Atomen, die aus den 
quantenmechanischen Bewegungsgesetzen der Elektronen folgt, ist in gewisser 
Weise von dem bedeutenden russischen Chemiker Mendelejew 1868 voraus ge- 
ahnt worden, d. h. lange vor der Entstehung der Quantenmechanik. Mendelejew 
entdeckte eine periodische Gesetzmäßigkeit der chemischen Elemente, die er in 
der Tabelle des ‚, Periodensystems der Elemente ın Gruppen und Reihen‘ darstellte. 
Das Periodensystem der Elemente besteht aus zehn horizontalen Reihen, die 
sieben Perioden bilden, und neun Gruppen (vertikale Spalten), in denen unter- 
einander einander ähnliche Elemente angeordnet sind. Die ursprüngliche Men- 
delejewsche Tabelle enthielt nur acht Gruppen, weil die Edelgase zu seiner Zeit 
noch unbekannt waren. Die Mendelejewsche Anordnung der Elemente im Perio- 
densystem erwies sich als vollkommene Wiedergabe der Atomstruktur, wie sie 
von der heutigen Quantenmechanik gefunden worden ist. Jeder Periode des 
Mendelejewschen Systems entspricht eine Elektronenschale im Atom. 
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Im vorigen Paragraphen haben wir den Zustand der Elektronen in Atomen 
durch die Elektronenkonfiguration charakterisiert, d.h. durch die Angabe der 
Einelektronen-Zustände. Zum Beispiel ist die Konfiguration des Grundzustandes 
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des Lithiumatoms (15)? (2s)!, die Konfiguration des Grundzustandes des Neon- 
atoms (1s)? (2s)? (2p)® usw. Im Grundzustand der Atome der Edelgase He, Ne, 
Ar u.a., in dem die Elektronen eine, zwei usw. Elektronenschalen voll besetzen, 
sind der resultierende Bahndrehimpuls und der resultierende Spin aller Elek- 
tronen Null. Dementsprechend ist auch der Gesamtdrehimpuls aller Elektronen 
gleich Null. Bei den Atomen der Alkalimetalle Li, Na usw. mit einem Elektron 
außerhalb abgeschlossenen Schalen befindet sich letzteres in einem Zustand mit 
dem Bahndrehimpuls Null (ns-Zustand), daher ist der resultierende Gesamt- 
drehimpuls der Elektronen gleich dem Elektronenspin, d.h. 1/2. 

Zur Bezeichnung der Quantenzahlen des ÖOperators für den resultierenden 
Bahndrehimpuls aller Elektronen im Atom &£ = SI; sind die großen lateinischen 
Buchstaben S, P,D,F,G,.... für die Werte 0, 1, 2,3, 4, ... üblich. Die Quanten- 
zahlen für den resultierenden Spin aller Elektronen, S=)5;, sind 0, 1/2, 1, 
3/2, .... Die Zahl 25 + 1 ist die Multiplizität eines Zustandes (oder eines Terms). 
Diese Zahl schreibt man links oben an den lateinischen Buchstaben für den 
resultierenden Bahndrehimpuls aller Elektronen. Die Quantenzahl für den Ge- 
samtdrehimpuls des Atoms, $=2-+6, kann schließlich die Werte 0, 1/2, 1, 
3/2, .. annehmen. Diese Zahl gibt man rechts unten an dem großen lateinischen 
Buchstaben für die Quantenzahl ZL an. Der Grundzustand der Atome der Edelgase 
ist zum Beispiel 1S,. Der Grundzustand der Alkaliatome ist °Sıa. So hat zum 
Beispiel der Grundzustand des Lithiums die Elektronenkonfiguration (1s)? (2s)!. 
Die angeregten Zustände des Lithiumatoms haben die Konfigurationen (1s)? 
(2p)', (15)? (3s)!, (15)? (3p)1, (1s)? (3d)!. Zu jeder Konfiguration (15)? (np)! (n> 2) 
gehören die beiden Zustände ?P,, und ?P375, die verschiedene Gesamtdrehimpulse 
haben. Berücksichtigt man die Spin-Bahn-Wechselwirkung, dann ist die Energie 
der ?P3)93-Niveaus etwas größer als die Energie der ?Pı,2-Niveaus mit derselben 
Elektronenkonfiguration. Zu den Konfigurationen (1s)? (nd)! mit n > 3 gehören 
die Zustände ?D3 72 und Ds 72. 

Der Grundzustand von Atomen mit mehr als einem Elektron außerhalb ab- 
geschlossener Schalen wird also durch die Angabe der Elektronenkonfiguration 
nicht eindeutig bestimmt. Zu jeder Elektronenkonfiguration gehören mehrere 
Zustände mit verschiedenen Gesamtdrehimpulsen der Elektronen. In der Näherung 
des self-consistent field, d. h. unter der Voraussetzung, daß sich jedes Elektron in 
einem kugelsymmetrischen Feld Y‘(i) entsprechend einer gemittelten Wechsel- 
wirkung mit den anderen Elektronen und dem Kern befindet, haben die Zu- 
stände mit verschiedenen Gesamtdrehimpulsen der Elektronen die gleiche Energie. 
Diese Entartung wird teilweise durch zwei Arten von Wechselwirkungen auf- 
gehoben: 

a) durch den Teil der Coulomb-Wechselwirkung, der nicht zu einem kugel- 
symmetrischen self-consistent field führt. Diese Wechselwirkung wird durch den 
Operator 


este) == > erg YA) (93.1) 


beschrieben; wir werden sie Restwechselwirkung nennen; 
b) durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung. Der Operator der Spin-Bahn-Wechsel- 


wirkung für ein Elektron kann in der Form 


Vspli) = a(r,) l;s; (93.2) 


$ 93. Spektralterme und Röntgenterme 367 


geschrieben werden, wenn I; und $; die Operatoren für Bahndrehimpulse und Spin 
eines Elektrons sind. 

Wie in $ 66 gezeigt worden ist, ist die Spin-Bahn-Wechselwirkung einer der 
drei Operatoren, die man bei der Untersuchung der relativistischen Korrekturen 
der Bewegung eines Elektrons in einem Zentralfeld einführen muß. Bei einer 
qualitativen Untersuchung braucht man nur (93.2) mitzunehmen. 

‚Die Größe und die Art der Aufspaltung hängen von der relativen Bedeutung 
der einzelnen angegebenen Beiträge ab. Normalerweise ist die Restwechselwirkung 
in Atomen größer als die Spin-Bahn-Wechselwirkung. In diesem Falle braucht 
man in erster Näherung die Spin-Bahn-Wechselwirkung im Hamilton-Operator 
nicht zu beachten. Diese Näherung ist der Russell-Saunders-Fall. Für Russell- 
Saunders-Kopplung sind neben dem resultierenden Gesamtdrehimpuls $ aller 
Elektronen der resultierende Bahndrehimpuls mit dem Operator 


2= J1; (93.3) 
und der resultierende Spin aller Elektronen mit dem Operator 


s= 5; (93.4) 


Integrale der Bewegung. Die Summen (93.3) und (93.4) hat man ım Sinne der 
Vektoraddition zu verstehen. 

Man kann den Zustand eines Atoms jetzt durch die vier Quantenzahlen Z, 
5, M; und M s für die Quadrate von Bahndrehimpuls und Spin und deren Projek- 
tionen charakterisieren. Statt der Quantenzahlen L, 5, M, und M, benutzt man 
häufig vier andere: /,$, J und M; J und M sind die Quantenzahlen für das 
Quadrat des resultierenden Gesamtdrehimpulses aller Elektronen und dessen 
Projektion. Die Energie der Zustände hängt nur von den (Juantenzahlen L und $ 
ab. Verwendet man die Quantenzahlen ZL, 5, M; und M s, so folgt das unmittelbar 
aus der Tatsache, daß die Energie nicht von den magnetischen Quantenzahlen 
ML, und Ms abhängt (es gibt im Atom keine ausgezeichneten Richtungen). Da 
ein Zustand L, 5, J, M eine Linearkombination aus Zuständen LSM,;Ms mit 
verschiedenen M,; und Ms ist, aber mit gleichen Z und S, hängt die Energie der 
Zustände LSJM nicht von J und M ab. 

Die Russell-Saunders-Näherung, bei der L? und S? Integrale der Bewegung 
sind, ist das Schema der LS-Kopplung. Dieses Kopplungsschema ist die Grund- 
lage für die qualitative Beschreibung der Atomzustände im sogenannten Vektor- 
modell des Atoms. In diesem Modell werden die Bahndrehimpulse der einzelnen 
Elektronen als unabhängig von den Spins angesehen. Der Gesamtdrehimpuls 
des Atoms wird durch Vektoraddition des resultierenden Bahndrehimpulses £ 
und des resultierenden Spins © gebildet. 

Das System der (2L + 1) (25 + 1)-Zustände mit einer bestimmten Elektronen- 
konfiguration bei gegebenen Werten von L und S ist ein Spektralterm oder einfach 
ein Term. Die Größe (25 + 1) ist die Multiplizität des Terms. Für L> $ be- 
stimmt die Multiplizität eines Terms die Zahl der verschiedenen J-Werte, d.h. 
die Zahl der Niveaus, in die der Term bei Berücksichtigung der Spin-Bahn- 
Wechselwirkung aufspaltet. Für L < 5 ist die Zahl der verschiedenen J-Werte 
2L +1, d.h., die Zahl der Niveaus wird kleiner als die Multiplizität des Terms. 
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Für $ = 0,25 +1 = 1 bezeichnet man die Terme als Singuletierme, für $ = 1/2, 
25+1=2als Dubletterme, für $ = 1 als Tripletterme, für S = 3/2 als Quartett- 
terme, für 5 = 2 als Quintetierme usw. 

Wir wollen das Gesagte an Beispielen verdeutlichen. Im Heliumatom können 
zur Konfiguration (1s)! (2s)! ein Singuletterm des Paraheliums 1S, mit dem Spin O 
und ein Tripletterm des Orthoheliums 35, mit dem resultierenden Spin 1 gehören. 
Wie in $89 gezeigt worden ist, ist die Energie des Tripletterms kleiner als die 
Energie des Singuletterms. Da im 3S,-Zustand der resultierende Spin 1 und der 
Bahndrehimpuls O sind, hat der resultierende Gesamtdrehimpuls nur einen Wert 
(1), und die Energie der drei möglichen Zustände bleibt auch bei Beachtung der 
Spin-Bahn-Wechselwirkung entartet. Zur Elektronenkonfiguration (1s)! (2p)! im 
Heliumatom gehören ein Term des Paraheliums, !P,, und drei Terme des Ortho- 
heliums: 3P,, ?Pı und 3P, mit verschiedenen Werten des Gesamtdrehimpulses 
(0,1 und 2). Bei Beachtung der Spin-Bahn-Wechselwirkung wird die Energie 
dieser drei Terme verschieden. 

Genau wie das Heliumatom haben auch alle anderen Atome mit zwei Elektronen 
außerhalb abgeschlossener Schalen (Be, mit der Konfiguration (15)? (2s)?, Mg 
mit der Konfiguration (15)? (2s)? (2p)® (3s)?, Caao, Stage, Bazg und Rage) zwei 
Arten von Energietermen: Singulett-und Tripletterme. Der Grundzustand dieser 
Atome ıst ein 1S9,-Term. 

Zur Elektronenkonfiguration (ls)? (2s)? (2p)” des Kohlenstoffatoms gehören 
nach dem Vektormodell (LS-Kopplung) die Terme (nach zunehmender Energie 
geordnet) 


3P sP,, 3P,, 1D, und A 159. 


Bei Vernachlässigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung haben die ersten drei 
Terme dieselbe Energie. 

Die Lage der Terme für eine Elektronenkonfiguration gehorcht bei L$S-Kopp- 
lung der Hundschen Regel [66]: a) Die Zustände mit dem größten S-Wert haben 
die kleinste Energie; b) von Zuständen mit gegebenem 5 haben die Zustände 
mit dem größten L-Wert die kleinste Energie. 

Wie schon bemerkt worden ist, entspricht das Schema der LS-Kopplung der 
Russell-Saunders-Näherung, bei der vorausgesetzt wird, daß die Restwechsel- 
wirkung stärker als die Spin-Bahn-Wechselwirkung ist. In einigen schweren 
Atomen und in Atomen mit fast abgesättigten Elektronenschalen ist es möglich, 
daß die Spin-Bahn-Wechselwirkung größer als die Restwechselwirkung ist. 

Wir wollen den Grenzfall behandeln, daß man die Restwechselwirkung gegen- 
über der Spin-Bahn-Wechselwirkung (93.2) vernachlässigen kann. In diesem Falle 
kann man die Zustände der einzelnen Elektronen durch die Quantenzahlen nljm 
angeben; denn die Quadrate des Bahndrehimpulses und des Gesamtdrehimpulses 
jedes einzelnen Elektrons sind Integrale der Bewegung. Der resultierende Gesamt- 
drehimpuls aller Elektronen eines Atoms wird aus den Gesamtdrehimpulsen der 
einzelnen Elektronen zusammengesetzt; für die zugehörigen Operatoren gilt die 
Gleichung $= Ni,i: =1; + $;. Der Zustand der Elektronenhülle wird durch den 


L 
Satz der Quantenzahlen n;1;j; für jedes einzelne Elektron und durch die Quanten- 
zahlen J und M angegeben. In diesem Falle spricht man von ji-Kopplung. Beı Ver- 
nachlässigung der Restwechselwirkung sind die Zustände mit verschiedenen J und 
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M bei gegebenem Satz n;l;j; entartet. Durch die schwache Restwechselwirkung 
spalten die Zustände’ mit verschiedenen J auf. 


Reine j7-Kopplung liegt in Atomen nie vor. Am häufigsten ist der dazwischen 
liegende Fall realisiert, daß Rest- und Spin-Bahn-Wechselwirkung größenord- 
nungsmäßig gleich sind. 


Die angeregten Zustände der Atome sind quasistationär, da es immer eine ge- 
wisse Wahrscheinlichkeit gibt, daß das Atom unter Emission eines oder mehrerer 
Photonen in den Grundzustand zurückkehrt. Bei sehr kleinen Anregungen eines 
Atoms gehen nur die am schwächsten gebundenen Valenz-Elektronen in höhere 
angeregte Zustände über, d. h. die Elektronen, die im Grundzustand in der Schale 
mit der größten Energie sitzen. Zum Beispiel sind im Natriumatom mit der Konfi- 
guration (1s)?(2s)?(2p)®(3s)! und im Kaliumatom mit der Konfiguration (1s)? 
(25)? (2p)® (3s)?(3p)6 (As)! die Elektronen im 3s- bzw. As-Zustand die Valenz- 
Elektronen. In den Atomen der Seltenen Erden sind die Af-Elektronen die Va- 
lenz-Elektronen usw. Man muß natürlich die Ungenauigkeit in dieser Bezeich- 
nungsweise beachten. In einem Atom sınd alle Elektronen äquivalent, und man 
kann nicht angeben, welches Elektron sich in einem bestimmten Zustand befindet. 

Die Anregungsenergie der Valenz-Elektronen ist deshalb so klein, weil diese 
Elektronen in die benachbarten, nahegelegenen, unbesetzten Zustände übergehen 
können. Innere Elektronen mittlerer und schwerer Atome, zum Beispiel die 1s- 
Elektronen der innersten Schale, können nur dann angeregt werden, wenn dem 
Elektron eine so große Energie erteilt wird, daß es in einen nicht besetzten Zustand 
einer äußeren Schale gelangen kann. Diese Energie entspricht normalerweise 
einem Röntgenquant. | 


Wird in mittleren und schweren Atomen ein 1s-Elektron in eine äußere Schale 
angehoben (in welche ist in erster Näherung unwesentlich), so entsteht eine Kon- 
figuration mit einem freien Platz (einem „‚Loch‘) in der 1s-Schale. Die Energie 
der entstandenen Konfiguration wird sehr groß sein. Dieser Zustand wird als 
Röntgen-K-Term bezeichnet. Ein K-Term entspricht also einem angeregten Zu- 
stand des Atoms, bei dem in der 1s-Elektronenschale ein freier Platz vorhanden 
ist. Wird die Elektronenhülle umgebaut und dieser freie Platz durch ein Elektron 
aus einer anderen Schale besetzt, so werden dabei Röntgenquanten emittiert. Der 
Übergang eines Elektrons in den 2p- -Zustand bewirkt zum Beispiel beim Uran- 
atom die Emission von Photonen mit der Wellenlänge — 0,12-10”® cm und mit 
—1,9-10”® cm beim Eisenatom. 


Die Bildung eines ‚„‚Loches‘ an anderen Stellen besetzter Elektronenschalen er- 
gibt andere angeregte Zustände — andere Röntgenterme. Diese werden durch 
Angabe der Quantenzahlen nl; des freien Zustandes mit den Symbolen 2517, 
2pıy2 oder mit speziellen Symbolen L,, L11, ... bezeichnet. Die entsprechenden 
Symbole sind in Tabelle 14 zusammengestellt. In schweren Atomen sind die Zu- 
stände mit kleinen Quantenzahlen n beinahe wasserstoffähnlich, weil das Kernfeld 
von den anderen Elektronen nur unbeträchtlich abgeschirmt wird. Zustände mit 
einer Quantenzahl n haben daher fast die gleiche Energie. Die Abweichung des 
self-consistent field vom Coulomb-Feld verursacht eine geringe Aufspaltung der 
Niveaus mit verschiedenen /, und die relativistischen Korrekturen (Spin-Bahn- 
Wechselwirkung u. a.) bewirken eine Aufspaltung der Niveaus mit verschiedenen 
j-Werten (echte oder relativistische Dubletts). 
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Tabelle 1 4 


Bezeichnung der Röntgenterme 


Zustand des ek | | 
Loches Is, | 25472 | 2Pay2 | ZPay2 | SSıj72 | SPay2 | SPsy2 Er 3d5/2 | 45172 
Röntgenterm K L; Lj; Lynn M; Mıı Mir Mıy My N; 


Bei genauerer Behandlung muß man die Abhängigkeit der Röntgenterme von 
der Struktur der inneren Elektronenschalen berücksichtigen. 

Die Übergänge unter Emission von Röntgenstrahlen sind Übergänge von Elek- 
tronen aus äußeren Schalen ın unbesetzte Zustände. Manchmal behandelt man 
diese Übergänge als Verschiebung eines „Loches‘. Zum Beispiel entspricht der 
Übergang eines Elektrons aus dem 2pıy-Zustand in einen freien 1 5172-Zustand 
der Verschiebung eines „Loches“ aus der K-Schale ın die Lyr-Schale. Bei einer 
solchen Interpretation ist im Normalzustand eines Atoms das „Loch“ in einer 
äußeren unbesetzten Schale. 


S 94. Schalenmodell des Atomkerns 


Atomkerne bestehen aus Protonen und Neutronen mit dem Spin 1/2 und einer 
Masse von ungefähr 1840 Elektronenmassen. Zwischen diesen Teilchen wirken 
Kernkräfte mit geringer Reichweite (etwa 1013 cm). Zwischen den Protonen 
herrschen auch die gewöhnlichen abstoßenden Coulomb-Kräfte. 

Für Protonen und Neutronen ist die gemeinsame Bezeichnung Nukleonen üblich. 
Wegen der starken Wechselwirkungen zwischen den Nukleonen kann man nur 
vom Zustand des ganzen Kerns sprechen, aber nicht von den Zuständen der ein- 
zelnen Nukleonen. Zur Erklärung vieler Eigenschaften von Kernen hat sıch in 
gewisser Näherung das sogenannte Schalenmodell des Atomkerns als sehr nützlich 
herausgestellt, in dem man den Zustand eines Kerns durch die Zustände der ein- 
zelnen Nukleonen beschreibt. 

Beim Schalenmodell des Kerns geht man von der Annahme aus, daß sich jedes 
Nukleon in einem Atomkern bis zu einem gewissen Grade unabhängig in einem 
gemittelten Feld der anderen Nukleonen bewegt. Dieses Feld erinnert an das self- 
consistent field, das in einem Atom auf ein Elektron wirkt, aber diese Analogie 
trifft bei weitem nicht ganz zu. Im Atom kommt der Hauptbeitrag zum mittleren 
Feld vom Atomkern. Da die Masse des Kerns gegenüber der Elektronenmasse groß 
ist, kann man den Ort des Kerns als fest und stabil gegenüber dem self-consistent 
field ansehen. In Atomkernen gibt es kein solches stabilisierendes Zentrum. Außer- 
dem ist die Reichweite der Kernkräfte nur wenig größer als der mittlere Abstand 
der Nukleonen ım Kern. Im Zusammenhang damit ist die Restwechselwirkung im 
Kern relativ wichtig. Das Pauli-Prinzip erleichtert die Einführung von Ein- 
nukleon-Zuständen zur Beschreibung der Kerneigenschaften: Ein einzelnes Nu- 
kleon kann nur dann seinen Zustand ändern, wenn es eine Energie erhält, die zum 
Übergang in einen anderen, nicht von Nukleonen besetzten Zustand ausreicht. 
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Die mittlere freie Weglänge eines Nukleons mit kleiner Energie ist daher in Kern- 
materie ungefähr 20-101? cm, d. h. bedeutend größer als der Kerndurchmesser. 

Für viele Kerne ist das mittlere Kernfeld kugelsymmetrisch. Deshalb kann man 
die Zustände eines einzelnen Nukleons im Kern durch die Quantenzahl / für den 
Bahndrehimpuls des Nukleons kennzeichnen. Anders als bei den Atomen spielt die 
Spin-Bahn-Wechselwirkung im Kern eine bedeutend größere Rolle. Für mittlere : 
und schwere Kerne ist die Spin-Bahn-Wechselwirkung so groß, daß der resul- 
tierende Gesamtdrehimpuls des Kerns nach dem Schema der jj- Kopplung gebildet 
wird. 

Die Reihenfolge der Energieniveaus der Nukleonen im Kern wird durch die po- 
tentielle Energie als Funktion des Abstandes vom Kernmittelpunkt bestimmt. 


Gegenwärtig ist festgestellt worden, daß diese Funktion näherungsweise durch den 
Ausdruck 


Y (r) = Yolt+erp(“ a (94.4) 


dargestellt werden kann, mit a = 0,5-10”13 cm, R = 1,33- AU3 1013 cm (A ist 
die Massenzahl des Kerns) und 7%) — 50 — 60 MeV. Für schwere Kerne hat die 
potentielle Energie beinahe die Form eines rechteckigen Potentialtopfes. Die An- 
ordnung der Energieniveaus in einem solchen idealisierten Potentialtopf ist in $ 36 
untersucht worden. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung verursacht eine Aufspaltung 
eines Niveaus mit gegebenem / + 0 in zwei Niveaus mit/j =! + 1/2. 

Der Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung für das Kernpotential ist in $ 67 
angegeben worden. Für ein Zentralfeld ist grad V = t/r ö8V/ör, und (67.20) wird 


= Wi= - ——— — — (68), (94.2) 


wo £ = |rxPp] und V die potentielle Energie der Wechselwirkung des betreffenden 
Nukleons mit allen übrigen Nukleonen sind. Man muß beachten, daß in die Formel 
(94.2) die tatsächliche potentielle Energie der Wechselwirkung des betreffenden 
Nukleons mit allen übrigen Nukleonen eingeht, während die potentielle Energie 


(94.1) eine gemittelte Wechselwirkung ist, die stetig von r abhängt. Für s= 26 


und$=2+5sist2s2 = J?— L?— s?. Die Eigenwerte sind J?=h?j(j +1) und 
L? = h?l(l + 1). Der Mittelwert Wx für einen Zustand mit bestimmten Werten 
von Z! und 7 ist daher | 


Al für j=1+12, 
Al+4) für je1-1/2 


h? KO /1 1 = 
(me)? mc)? \r dr 
Die explizite Gestalt von V(r) ist unbekannt, deshalb muß man die Größe A den 
experimentellen Daten entnehmen. 
Wie aus (94.3) folgt, spaltet ein Energieniveau mit einem bestimmten /-Wert 


wegen der Spin-Bahn-Wechselwirkung in zwei Niveaus auf. Die Aufspaltung ist 
der Quantenzahl ! proportional. Das Niveau mit dem größeren Gesamtdrehimpuls 


Wi = (94.3) 


mit 
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j=1 + 1/2 liegt tiefer als das Niveau mit j = I — 1/2. (Wir erinnern daran, dab 
für die Elektronen in Atomen die Anordnung umgekehrt war.) 

In Abb. 14 ist die relative Lage der Energien der Nukleonenzustände im Kern 
unter Berücksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung angegeben. Nach dem 
Pauli-Prinzip kann die Zahl der Nukleonen einer Art in jedem Energieniveau nicht 
größer als die Zahl der Zustände 2j + 1 mit der betreffenden Energie sein. 


Gruppen von Zuständen mit wenig unter- 
schiedlicher Energie bezeichnet man als Nukle- 


715 onenschalen. Die ersteSchale für die Neutronen 

besteht aus dem 1sj,2-Zustand. In dieser 

fi Schale können zwei Neutronen sein. Die zweite 

WE Mose = Schale gehört zu den Zuständen 1pz3,;2 und 

7 y5 72 1 pıja. Diese Schale kann mit sechs Neutronen 
w;; u besetzt sein. Die dritte Schale wird von den . 

DW — 7 Zuständen 1d;,3, 2sı72 und 1d37 gebildet usw. 

7A | Die Protonenschalen gehören zu den gleichen 

= : m _____ (8) Quantenzahlen. Bei leichten Kernen sind die 

Sa — 7 % Energien der Protonen- und der Neutronen- 

07 schalen nur wenig voneinander verschieden. 

19 In diesem Falle ist für stabile Kerne die Pro- 

tonenzahl ungefähr gleich der Neutronenzahl. 

a 7 Wenn zum Beispiel die Neutronenzahl größer 

jr als die Protonenzahl ist, dann werden die 

Neutronen höhere Energieniveaus besetzen. 

7d Ein solcher Kern wird instabil. Ein Neutron 

25 | wird unter Emission eines Elektrons und eines 

Antineutrinos in ein Proton übergehen und 

7n dann einen niedrigeren Energiezustand ein- 

nehmen. Ist die Protonenzahl größer als die 

Neutronenzahl, dann geht ein Proton unter 

1 Emission eines Neutrinos und eines Positrons 


in ein Neutron über. 

In schweren Kernen wird die Coulomb-Ab- 
stoßung zwischen den Protonen wesentlich 
(sie nimmt proportional zum Quadrat der Pro- 
tonenzahl zu). Die Energieniveaus der Proto- 
nen werden daher höher liegen als die ent- 
sprechenden Energieniveaus der Neutronen. 
In diesem Falle enthalten stabile Kerne mehr 
Neutronen als Protonen. 

Erreichen Protonen- und Neutronenzahlen die in Abb. 14 ın den Kreisen an- 
gegebenen Zahlen, dann sind die entsprechenden niedrigen Schalen voll besetzt. 
Diese Zahlen sind 2, 8, 20, 28, 50, 82 und 126 und heißen magische Zahlen. Diese 
. Kerne entsprechen in gewisser Weise den Atomen der Edelgase, für die die: Elek- 
tronenschalen gerade abgeschlossen waren. Sie sind die stabilsten Kerne und 
gehen nur ungern Kernreaktionen ein.. . 

Die große Stabilität der Kerne mit abgeschlossenen Protonen- und Neutronen- 
schalen hängt noch mit dem „Paarungseffekt der Nukleonen‘“ zusammen. Es zeigt 


Abb. 14. Energieniveaus der Nukle- 

onen im Atomkern. Links sind die 

I-Werte, ın der Mitte die j-Werte an- 

gegeben. Die Ziffern in den Kreisen 

rechts sind die Neutronen-(Protonen-) 

Zahlen in allen Niveaus mit kleinerer 
Energie 
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sich, daß die Wechselwirkung zwischen zwei Neutronen (Protonen) mit entgegen- 
gesetzt gleichen Projektionen des Gesamtdrehimpulses bedeutend stärker ist als 
die Wechselwirkung von anderen Nukleonenpaaren. Dieser Paarungseffekt hat 
seine Ursache in der Restwechselwirkung der Nukleonen im Kern. In Kernen mit 
gerader Protonenzahl und gerader Neutronenzahl (g—g-Kerne) sind alle Nu- 
kleonen gepaart: Der resultierende Gesamtdrehimpuls eines g—g-Kernes im 
Grundzustand ist deshalb immer Null. Die Bildung angeregter Zustände in einem 
solchen Kern erfordert ungefähr 1—2 MeV Energie zum ‚„Zerreißen des Paares“. 
Bei Kernen mit abgeschlossenen Neutronen- und Protonenschalen sind zur Anre- 
gung des Kerns 6—8 MeV notwendig, weil bei diesen Kernen ein Nukleonenpaar 
nur dann ‚‚zerrissen‘‘ werden kann, wenn eines der Nukleonen in eine höhere 
unbesetzte Schale gebracht wird. 

In der einfachsten und primitivsten Variante des Schalenmodells für ungerade 
Atomkerne (Einteilchen-Kernmodell) wird vorausgesetzt, daß alle Nukleonen bis 
auf das letzte, ungerade, zu Paaren vereinigt sind und einen ‚„‚Rumpf“ bilden. Der 
Drehimpuls des Kerns (Kernspin), das magnetische Moment und die ersten an- 
geregten Zustände des Kerns werden durch den Zustand dieses ungeraden Nu- 
kleons im Felde des ‚Rumpfes“ bestimmt. In einem verfeinerten Schalenmodell 
nimmt man an, daß ein Teil der Nukleonen abgeschlossene Schalen bilden, aber 
zum Teil auch äußere Neutronen und Protonen in nicht voll besetzten Schalen 
sitzen. Für die mittleren und schweren Kerne setzt man Jj-Kopplung an, für die 
leichten Kerne LS-Kopplung; man behandelt die Kernzustände zu verschiedenen 
Werten des Gesamtspins unter Berücksichtigung der Restwechselwirkung zwi- 
schen den Nukleonen. Näheres über die Methoden der Schalentheorie kann man in 
dem Übersichtsartikel von ErLior und Line ([67], Teil IV) und in den Lehrbüchern 
über Kerntheorie finden [47]. 
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XI. QUANTENTHEORIE DER STREUUNG 


$ 95. Elastische Streuung eines Teilchens ohne Spin 


Wie aus der klassıschen Mechanik bekannt ist, kann in nichtrelativistischer 
Näherung die Streuung eines Teilchens der Masse mı an einem anderen Teilchen 
der Masse ma auf die Streuung eines fiktiven Teilchens mit der reduzierten Masse 

mımz 

Mu ——  — 

mı + ma 
wirkung V(r) zwischen den beiden Teilchen nur von der Relativkoordinate 
t = tı — ta abhängt. Diese Vereinfachung des Problems der elastischen Streuung 
zweier Teilchen auf die Bewegung eines fiktiven Teilchens mit der reduzierten 
Masse u im Potentialfeld V(r) wird einfach durch Übergang zum Schwerpunkt- 
system der stoßenden Teilchen erreicht. Im folgenden werden wir immer nur das 
Schwerpunktsystem verwenden. 


im Potentialfeld V(r) zurückgeführt werden, wenn die Wechsel- 


Abb. 15. Streuung im Massenmittelpunktsystem, 6 ist der Streuwinkel 


Man bezeichnet eine Streuung als elastisch, wenn dabei die inneren Zustände 
und die Zusammensetzung der stoßenden Teilchen nicht verändert werden. Im 
Anfangszustand eines Streuprozesses bewegen sich die unendlich weit voneinander 
entfernten Teilchen aufeinander zu (Abb. 15). Bei der Annäherung ändert die 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen deren Bewegungszustand, danach fliegen 
die Teilchen auseinander. Im Endzustand bewegen sich die Teilchen voneinander 
weg. 

Häufig ist es zweckmäßig, ein Streuproblem nicht in seiner zeitlichen Entwick- 
lung zu beschreiben, sondern das äquivalente stationäre Problem zu behandeln. 
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Bei der stationären Beschreibung eines Streuprozesses wird vorausgesetzt, daß ein 
stetiger Teilchenstrom aus dem Unendlichen kommt, der durch die Wechselwir- 
kung mit dem Streuzentrum in einen Strom auseinanderfliegender (gestreuter) 
Teilchen übergeführt wird. Aus dem gegebenen Kraftfeld ist der Strom der ge- 
streuten Teilchen (unendlich weit vom Streuzentrum entfernt) als Funktion des 
ankommenden Teilchenstroms zu berechnen. 

In großer Entfernung vom Zentrum bewegen sich die gestreuten Teilchen frei. 
Ihre relative Energie ist daher immer positiv und nicht gequantelt. Bei einem 
Streuproblem haben wir es also mit einem kontinuierlichen Spektrum zu tun. In 
der stationären Behandlung wird das Streuproblem für ein Teilchen der Masse u 
mit der positiven Energie E der Relativbewegung im Potentialfeld auf die Lösung 
der Schrödinger-Gleichung 


(72 +2) p(r) = ———— y(t) (95.1) 


mit 
"= 2uh”E (95.2) 
zurückgeführt. 

V(r) sei nur in einem gewissen endlichen Volumen |r]| < d von Null verschieden. 
Dieses Volumen werden wir als den Wirkungsbereich der Kräfte bezeichnen. Außer- 
halb dieses Wirkungsbereiches bewegen sich die Teilchen frei, und sie können 
durch ebene Wellen beschrieben werden: | 


Pa(t) = exp (ikar), Z=,k°, (95.3) 


die die Wellengleichung (95.1) ohne die rechte Seite befriedigen. Der Wellenzahl- 
vektor f, hängt mit dem Impuls p der Relativbewegung über die einfache Bezie- 
hung p = hf, zusammen. Die Funktion o,(t) ist so normiert, daß die Stromdichte 
zahlenmäßig gleich.der Relativgeschwindigkeit ist, d.h. 


h hika 
ja = ui (95 V 9a PaV P) - u . (95.4) 

ja soll den Strom der ‚‚einfallenden“ Teilchen beschreiben, die durch die ebene 
Welle (95.3) dargestellt werden. Infolge der Wechselwirkung werden die Teilchen 
gestreut. Wir haben solche Lösungen von (95.1) zu finden, die eine Überlagerung 
der ebenen Welle (95.3) und der Streuwellen darstellen, welche vom Wirkungs- 
bereich der Kräfte ausgehen. Solche Lösungen ergeben sich leicht, wenn man die 
Greensche Funktion für den Operator auf der linken Seite der Gleichung (95.1) 
verwendet; dieser Operator beschreibt die freie Bewegung der Teilchen. Als 
Greensche Funktion für den Operator der freien Bewegung bezeichnet man die 
Funktion G(r|r”), die (95.1) für eine Punktquelle erfüllt: 


(72+%2) Gllr) = Ir r'). (95.5) 


Ist die Lösung von (95.5) bekannt, dann kann man die allgemeine Lösung der 
Gleichung 

(V?+ 2) B(r)= Aft) (95.6) 
immer in der Gestalt 


D(t)= pr) + [ Glelr) Alı’) ddr (95.6) 


darstellen, wenn o(r) die Lösung von (95.6) ohne die rechte Seite ist. 
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Wie in $ 96 gezeigt wird, ist die Lösung von (95.5), die auslaufenden (gestreuten) 
Wellen entspricht, 


_ exp (ik |Ir— r/|) 


GH(lelr) = FE (95.7) 
Mit Hilfe von (95.6) und (95.6a) kann man daher (95.1) in die Gestalt 
u Me exp (iklr — r/|) ’ tz 
ve Ve 


bringen. Die entstandene Gleichung ist eine Integralgleichung zur Bestimmung 
der vollständigen Wellenfunktion y, des Streuproblems. 


: r 
Für große Abstände (r> d) kann man kir — r’| = kr — by’ setzen mit, =k—. 
Die asymptotische Gestalt von y,(r) ist demnach 2 


eikr 


YalE)= Palt)+ Au ——, r>d (95.9) 
mit 
en EEE ibor” AN, 4 3,7 r 
Ava rk V(r) w.lr) dir. (95.10) 


9, — eibt ist eine ebene Welle und beschreibt die Bewegung des effektiven 
Teilchens mit dem Impuls p, = ht,. Deshalb kann man (95.10) umformen in 


Zn 
Apa= = 5-55 (PolV Ivo). (95.14) 


Die Funktion A,, ist die Streuamplitude. Nach (95.11) ıst die Streuamplitude der 
reduzierten Masse proportional und hängt von der Energie der Relativbewegung, 
dem Winkel zwischen den Vektoren f, und f, und dem Streupotential ab. In großen 
Entfernungen vom Wirkungsbereich der Kräfte wird die gestreute Welle sr 


BNER en, 
= Aya — allein durch die Streuamplitude A,, bestimmt. 
r 


Man beschreibt eine Streuung üblicherweise durch den differentiellen Streuquer- 
schnitt do($, &). Dieser ist definiert als das Verhältnis der Zahl der pro Zeiteinheit 
in den Raumwinkel d 2 = sin Od dd 9 gestreuten Teilchen zur Stromdichte der ein- 
fallenden Teilchen. Durch das Flächenelement r?dQ gehen in einer Sekunde 
Jrr”dQ2 Teilchen hindurch, wobei die radiale Stromdichte 


= _—_ * _— — str = —— 2 
Jr ni (vi: dr Vstr dr un | Anal, o)| 


ist. Unter Beachtung von (95.4) finden wir den Zusammenhang zwischen dem 
differentiellen Streuquerschnitt und der Streuamplitude 


A 
ds 2 1040; (95.12) 
J 


Für elastische Streuung ist k = k,. 
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Der differentielle Streuquerschnitt ist also durch die Streuamplitude eindeutig 
bestimmt. Um diese mit Hilfe der Formel (95.11) zu berechnen, muß man die 
Lösung der Integralgleichung (95.8) kennen. Kann man die Wechselwirkungs- 
energie V(r) als kleine Störung ansehen, dann wird (95.8) nach der Methode der 
sukzessiven Approximationen gelöst. Als Ergebnis bekommen wir 


Valt)= Palt) - Inh Ver) Palt“) dr’ +... (95.13) ° 


r—- r/] 


Durch Einsetzen von (95.13) in (95.11) erhalten wir die Streuamplitude als Reihe 


eiklr—r| 


2 
* KREIEREN ’ \ d3rd3r’ +... 
An VI (a) [ Bee) ——r VE) VE) Bale‘) dPrddr + 


Wenn diese Reihe konvergiert und wir die ersten N Glieder mitnehmen, die anderen 

weglassen, dann erhalten wir die N-te Bornsche Näherung. Speziell in erster 

Bornscher Näherung ist 
Auen 33 pol VIYa)- (95.14) 


Wir können den differentiellen Wirkungsquerschnitt in erster Bornscher Nähe- 
rung für die elastische Streuung ausrechnen, indem wir (95.14) in (95.12) einsetzen: 


2 
do{B) — (z ) Cpl Vo)? dR. (95.14a) 


Bei der Berechnung der Streuamplitude in erster Bornscher Näherung muß man 

also im Ausdruck (95.11) die Funktion %, durch die einlaufende Welle 9, ersetzen. 
Wir wollen untersuchen, wann die Bornsche Näherung brauchbar ist. Wie aus 

(95.13) folgt, kann man die Funktion y, im Integral (95.11) nur dann durch die 

einfallende Welle ersetzen, wenn im Wirkungsbereich der Kräfte (wo V(r) groß 

ist) die Ungleichung 

eiklt—r’| 


KAG ve )o.lr) ddr 


ue 
Ir? | Ir Y| 


erfüllt ist. Normalerweise hat V(tr) für r = 0 seinen größten Wert. Setzen wir in 
dieser Ungleichung r = 0 und benutzen den Ausdruck für o,(r), so erhalten wir die 
allgemeine Bedingung für die Anwendbarkeit der Bornschen Näherung 


ms 4 exp {ilfr + Tar]} d°r 


7 


<1. (95.15) 


Für kleine Energien der Relativbewegung, kd & 1, kann man im Integral (95.15) 
die Exponentialfunktionen durch 1 ersetzen. In diesem Falle erhält die Unglei- 
chung (95.15) die Gestalt 

2udV <R? (95.15 a) 


[7 V(r) d’r|. 


mit 
a 1 
Arnd? 
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Nach der Unschärferelation ist die Größe h?/2ud? für die kinetische Energie eines 
Elektrons in einem Volumen mit den linearen Abmessungen d charakteristisch. 
Die Ungleichung (95.15a) enthält also die Forderung, daß die kinetische Energie 
des Teilchens bedeutend größer als die potentielle Energie sein soll. 

Für kugelsymmetrische potentielle Energie V(r) kann man im Integral (95.15) 
über die Winkel integrieren. Mit der f,-Richtung als z-Achse (und unter Beachtung 
von k = |t,|) erhalten wir als Voraussetzung für Gültigkeit der Bornschen Nähe- 
rung im kugelsymmetrischen Potential 


„| [ Ve) feikr — 1] dr | <kR2. (95.16) 
0 


Für große Energien der Relativbewegung (kd > 1) ist der Beitrag des Summanden 
mit der Exponentialfunktion gleich Null, und aus obiger Bedingung wird die ein- 
fache Ungleichung 

uVd?< kh?d (95.16) 
I oo | 


- f V(r) dr |. Für kleine Energien, wenn kd<&1 ist, kann man die 


d 


mit V= 


|0 
Exponentialfunktion im Integral (95.16) in eine Reihe entwickeln. Nehmen wir 
nur. zwei Glieder dieser Reihe mit, so gelangen wir wieder zur Ungleichung 
(95.15). 
Wir wollen uns die explizite Form der Bedingung für die Gültigkeit der Born- 
schen Näherung für einige potentielle Energien ansehen. 


a) Exponential- Potential V(r) = Vo exp (- —). In diesem Falle ist 
ro 


2V oikrz 

Iikro—ı 
und die Bedingung (95.16) führt auf die Ungleichung 

ZuVort< AR Y1+ alr2. 
Für krg <& 1 geht diese Bedingung in 24V or} & h2 über; für krg>1 erhalten wir 
#Voro < kh?. 
au ZıZse? 
r 


f V(r) (e?ikr _ 1) dr = 
0 


b) Abgeschirmties Coulomb- Potential V(r) = exp (-ar) mita = 1/ro. Um 


das Integral 


je f eTar(e?ikr un 4) dr 
0 


r 
auszurechnen, differenzieren wir es nach dem Parameter a; dann ist 
I ER 1 1 
0l__ f erarfeikr — 1) dr= — 
da 5 


a a-2ik' 
Den erhaltenen Ausdruck integrieren wir über a und finden eines In(a — 21k) 
+C.Füra = o ist / = 0 und folglich C = 0; wir bekommen also 


I=— In(1 — 2ikro)=—In Yl+ Ar? +i® mit tg d= Akry. 
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Die Bedingung (95.16) lautet für das abgeschirmte Coulomb-Potential 
uZıZye? [(In Yi + 44272)” + 82]? < kh2. 


® wird nicht größer als n/2. Der logarithmische Summand ändert sich bei einer 
Anderung des Abschirmradius nur wenig. Man kann demnach 


ZıZse?< hv (95.17) 


als allgemeine Voraussetzung für die Anwendung der Bornschen Näherung an- 
hehmen, wenn v = hk/u die Relativgeschwindigkeit der stoßenden Teilchen ist. 

c) Potentialtopf. Die potentielle Energie sei V(r) = —V, für rsd und 
gleich Null für alle anderen r. In diesem Falle erhält die Ungleichung (95:16) die 
Gestalt 


MH x 9 _4AVo 9 ö 9 uVo 

ms J Vofeikr — 1) dr ap (sin? kd +kd [kd— sin(2kd)]} Rx 7375 <1. 

E sei die Energie der Relativbewegung; wegen k?h?/u = 2E kann man die er- 
haltene Ungleichung in der Form 


Vo<2E (95.18) 


schreiben. In der Kernphysik ist festgestellt worden, daß man die elastische 
Streuung von Neutronen an Atomkernen in erster Näherung durch einen Poten- 
tialtopf mit den Parametern Vg = 50 MeV und d = 1,3 AU3 10713 cm :be- 
schreiben kann, wenn A die Massenzahl des Kerns ist. Bei der Untersuchung der 
Streuung von Neutronen an Atomkernen kann man die Bornsche Näherung also 
nur für solche Energien der Relativbewegung anwenden, für die die Ungleichung 


E> 25 MeV (95.19) 
gilt. Nach (95.10) ist die Streuamplitude in Bornscher Näherung (y, > 9, = eifet) 
Bi. igt 3. 

ABa)=- 5. . ei (x) dir, (95.20) 


wenn hq =h (ft, — T,) der bei der Streuung übertragene Impuls ist. Die Formel 
(95.20) kann einfach interpretiert werden: Jede Volumeneinheit liefert den Bei- 


trag — V(r) ei zur Streuamplitude. Der Faktor eif! bestimmt die Phasen- 


u 
Irch? | 
verschiebung der Wellen, die von dem Volumenelementim Punkter gestreut werden, 
gegenüber der vom Volumenelement im Punkte r = 0 gestreuten Welle. Wenn 
V(r) nur ein Vorzeichen hat, dann ergeben alle Volumenelemente bei der Vor- 
wärtsstreuung (q = 0) eine Streuung in der Phase, und die Streuamplitude hat 
ihren maximalen Wert 


Bm __t_ 3 
AO) 7 RICK. r. 


Für andere Streurichtungen haben die Beiträge der verschiedenen Volumen- 
elemente verschiedene Phasen. Die Interferenz der an verschiedenen Volumen- 
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elementen gestreuten Wellen kann man durch das Verhältnis 


Ay (q) 


a ) 


berücksichtigen, das man als Formfaktor bezeichnet. 


$ 96*. Greensche Funktion für ein freies Teilchen 
Die Greensche Funktion für ein freies Teilchen wird durch die Beziehung 
(95.5) definiert. Wir bringen diese Gleichung in die Gestalt 
G(ılr)= (V?+ KYr8(t— Tr’). (96.1.) 


In (96.1) setzen wir die Integraldarstellung der ö-Funktion durch die Eigen- 
funktionen des Operators für die freie Bewegung ein 


ö(r- !)= (2x)? [exp lig(r- v)} d’q 


und bekommen 


Galr)= Glt- Y)= (Ar)-3 f aan dög. (96.1a) 


Aus diesem Ausdruck wird nach der Integration über die Winkel 


oO 


Ge) = (An2ia)! f rer (96.2) 


— 9 


mitz = |t — r/]. 

Das Integral (96.2) wird mit der Residuenmethode berechnet. Sein Wert bleibt 
so lange unbestimmt, wie nicht festgelegt ist, wie die Poleg = +k zu umgehen 
sind. Die Vorschrift für die Umgehung der Pole folgt aus den Randbedingungen 
der Funktion G(x) für x > ©. Vom Zentrum auslaufende Wellen ergeben sich 
als Lösungen, wenn man den in Abb. 16 angegebenen Integrationsweg A wählt. 
Das Integral (96.2) ist dann gleich dem mit 21 multiplizierten Residuum des 
Integranden im einzigen Pol q = k innerhalb des Integrationsweges. Auf diese 
Weise erhalten wir 
Sp, (96.3) 


ATX 


GH@)= —- 


Die Greensche Funktion G,_,(z), die einlaufenden Wellen entspricht, ergibt sich 
durch Integration von (96.2) über den Weg Bin Abb. 16. In diesem Falle wird der 
Polg = —kvom Weg umschlossen, und es ist 


et, (96.4) 


ATE 
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Die Vorschrift für die Umgehung der Pole kann man formal auch so angeben, 
daß man im Nenner von (96.2) k durch k + iefür die Funktion G,,,(z) ersetzt; 
e ist eine kleine positive Größe, die nach Ausführung der Integration gegen Null 
streben soll. Durch diese Substitution werden die Pole g= +(k + ie) ın die 
komplexe Ebene verschoben (Abb. 16, C), und nur der Pol k. + ie liegt innerhalb 
des Integrationsweges. Nach der Integration muß man zur Grenze e — OÖ über- 
gehen. Für die Funktion G,_,(®) muß man im Nenner des Integranden in (96.2) 
k>k- ie setzen (Abb. 16, D). 


ENT) 
Q3 


7 


m 


© e. 
-K-iE k-iIE 


Abb. 16. Integrationswege für die Greenschen Funktionen G, und G_ 


In einigen Fällen braucht man bei Zwischenrechnungen nicht die explizite 
Gestalt der Greenschen Funktion, und man verwendet bequem eine symbolische 
Schreibweise. Wir wollen zeigen, wie das am Beispiel der Gleichung (95.1) gemacht 
wird. 

Wir formen (95.1) um in 


(Ea— Ho) y= Vy. (96.5) 
Diese Gestalt ist für weitere Verallgemeinerungen nützlich. In (96.5) sind 
| #2 
H,=- Da (96.6) 


der Hamilton-Öperator für ein freies Teilchen mit der reduzierten Masse # und E, 
die Energie der Relativbewegung. Eine formale Lösung von (96.5) ist 


Va ar (Ea— Ho)! Vya- 
Diese Lösung entspricht einer „einfallenden“ Welle @,, die die Gleichung 


(Ea— Ho) 95 = 0 (96.7) 
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erfüllt. Um Lösungen auszusondern, die nur auslaufende Streuwellen enthalten, 
muß man vorschreiben, wie die Pole bei £,„ zu umgehen sind. Das kann man be- 
quem tun, indem man E,„ durch die komplexe Größe E„ + 1e ersetzt (s. o.). Die 
gesuchte Lösung hat also die Gestalt 


vr= 9+ (Ertie- Ho)! Vyi. (96.8) 
Die Lösungen von (96.5) mit einlaufenden Wellen werden durch 
D —= Pa 2: (Ea — 1E— Ho)! Vy (96.9) 


bestimmt. Die Gleichungen (96.8) und (96.9) sind Integralgleichungen. Um 
(96.8) explizit aufzuschreiben, müssen wir die Funktion Vy{*’ nach den Eigen- 
funktionen @, des Operators Hy entwickeln, die die Relation 


(E,— Ho) 99 = 0 (96.10) 


befriedigen. In unserem Falle ist der Operator H, der Operator. der kinetischen 
Energie eines freien Teilchens, und seine Eigenfunktionen sind ebene Wellen (mit 
Normierung im g-Raum) 
ng? 
9% = (Zr) 2 exp (igqr), E,= 2 (96.10a) 


Die Entwicklung von Vy(*’ nach dem vollständigen orthonormierten Funktionen- 
system 9, ergibt 


VYr= [ pa<palVIyi) dda (96.11) 
mit 
galVıy = (An) feri Ver’) ya (ed) dr’. (96.12) 


Wir setzen (96.11) in (96.8) ein und verwenden, daß die 9, die Eigenfunktionen 
des Operators Hy sind (s. (96.10)); so bekommen wir 


(Hr) Papa lV Ivy) 13 


In diesen Ausdruck setzen wir (96.10a), (96.12) und E, = h?k?/2u ein und 
erhalten als Integralgleichung 


(96.13) 


2u V(r) vr’) eiq(t—r’) d?qd? v’ 
(+) = ee er Ze m ee Le ea nen 
ee 775: f (k+ie?- P | 


mit € = ue/(h?k). Unter Benutzung von 


am | a  dia= Gl 7) 


und (96.3) überzeugen wir uns, daß (96.13) mit der Integralgleichung (95.8) 
identisch ist. 
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Die Streuung von Teilchen durch Stöße kann man als Übergang zwischen 
Zuständen des kontinuierlichen Spektrums auffassen. Im Anfangszustand ist 
ein freies Teilchen mit dem Impuls p, = At, vorhanden. Infolge der Störung V(t) 
geht das Teilchen in den Endzustand mit dem Impuls Af, über; V(r) ist die 
Wechselwirkungsenergie der stoßenden Teilchen. Die Berechnung der Übergangs- 
wahrscheinlichkeit in erster Ordnung der Störungstheorie entspricht der ersten 
Bornschen Näherung in der Streutheorie. Das wollen wir jetzt zeigen. 

Der Anfangszustand werde durch die ebene Welle 


9%, = exp (ifst) (97.1) 


dargestellt, die auf ein Teilchen pro Volumeneinheit normiert sei. Der Endzustand 
sei 


9, = exp (ilzt). (97.2) 


Nach $ 77 wird die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit aus dem Zu- 
stand „in den Zustand 9, (der Impuls soll dabei im Raumwinkel d2 liegen) in 
erster Näherung durch die Formel 


In, | 
dPra = — Kool VIgayl! do (97.3) 
gegeben, wobei 
wv,dl2 
die = (97.4 


die Zahl der Endzustände pro Volumeneinheit mit der Impulsrichtung im Raum- 
winkel d@ ist; v, ist die Relativgeschwindigkeit der Teilchen im Endzustand. 

Wir dividieren die Übergangswahrscheinlichkeit (97.3) pro Zeiteinheit durch 
die Stromdichte der einfallenden Teilchen, die zahlenmäßig gleich der Relativ- 
geschwindigkeit v, ist, und erhalten unter Beachtung von (97.4) den Querschnitt 
für die Streuung in den Raumwinkel d.2 


an 4Poa _ [107 5 
do= zu Or Or, I<psl VIparl” d2. (97.5) 


Für elastische Streuung ist v, = v„, und (97.5) geht in (95.14a) der ersten Born- 
schen Näherung über. | 

Mit Hilfe der expliziten Gestalt der Wellenfunktionen kann man das Über- 
gangsmatrixelement in die Form 


plVIpa> = [ Ve) exp il - )r] dr= Vi, — ,), (97.6) 


bringen, wenn Ap = h(f, — £,) der bei der Streuung übertragene Impuls ist. Das 
Matrixelement, das den Streuquerschnitt bestimmt, ist also die Fourier-Irans- 
formierte des Potentials in bezug auf die Impulsübertragung. Bei elastischer 
Streuung sind 


) 
tl=lf.l=k und |,— El = 2k sinz (97.7) 
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mit dem Streuwinkel 6. Die Wahrscheinlichkeit der Streuung in den Winkel 6 


ist also mit der Wahrscheinlichkeit für die Impulsübertragung Ap = 2hk sin 2 
verknüpft. 2 

Für ein kugelsymmetrisches Potential kann man in (97.6) über die Winkel 
integrieren 


% oO 
vietje a ı [ V(r) r sin (It, — &lr) dr. (97.8) 
0 


In diesem Falle hängt die Fourier-Transformierte des Potentials nur vom Betrag 
der Impulsübertragung ab, und der Streuquerschnitt der elastischen Streuung ist 


__M 
do= a 3 


v(2k Ei =] 0. (97.8) 


Ist V(r) eine gerade Funktion von r, so kann man (97.8) in der folgenden Form 
schreiben: 


oe 
vn-1)= rt f V(r) eirio-ta|rdr. (97.8b) 


Wir wollen den differentiellen Querschnitt der elastischen Streuung für einige 
sehr einfache Potentiale berechnen: 


/ Z4 Zae? r” N 
a) Abgeschirmtes Coulomb-Feld V(r) = ——- exp oe) Diesen Ausdruck 
r ro 


setzen wir in (97.8) ein und finden 


Ar ZıZoe? 
V(t,—t,]) = =. 


1 
IT, — to]? 1: 
R 


Unter Benutzung von (97.7) verwenden wir diesen Ausdruck in (97.8a) und er- 
halten für den differentiellen Streuquerschnitt 


2 12 
ME 42. (97.9) 


Für rg > © ist keine Abschirmung wirksam, und (97.9) geht in die bekannte 


Rutherfordsche Formel 


(97.9a) 


do 2 uZıZse? e_ / ZıZoe? 2 
re 


2, p? sin? 2 2 u v? sin? u 


über, wenn v die Relativgeschwindigkeit ist. 
Aus dem Vergleich von (97.9a) mit (97.9) entnehmen wir, daß sich die Ab- 
schirmung des Coulomb-Feldes bei der elastischen Streuung für alle Winkel 
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. 98 
6 > 9, nicht auswirkt; 89 ergibt sich aus der Beziehung 2pro sin 5 —h?. Für 


8 < 6, ändert sich der Streuquerschnitt langsam und nähert sich einem endlichen 
Maximum bei =(. 
I) 
b) Gauß-Potential V(r) = Vo exp (— 37) Dieses Potential ist eine gerade 
r 


Funktion, und wir können die Formel (97.8b) anwenden. Es ergibt sich 
1 
V (It, - %)= (Ar)? r3Voexp = (ti, — 1,)?r2 I 


und der differentielle Streuquerschnitt ist 


B 2rursV? 


do na 


exp! —Ak2r? sin? 21 dA. (97.10) 


Der effektive Streuquerschnitt der elastischen Streuung nimmt also mit wach- 
sendem Streuwinkel monoton ab. 

c) Kugelsymmetrischer rechteckiger Potentialtopf V(r) = -V, fürrsro und 
V(r) =0 fürr > rg. Auch in diesem Falle ist das Potential eine gerade Funktion 
von r. Mit Formel (97.8b) finden wir 


ArVo 


zu sin (IE, = t.|ro) 
fa 20 To)” 


en 1, — tal 


Ir cos (|#, — Zolro) — ' (97.11) 


Durch Einsetzen von (97.11) in (97.3a) ergibt sich der differentielle Streuquer- 
schnitt. Der effektive Streuquerschnitt der elastischen Streuung an einem kugel- 
symmetrischen rechteckigen Potentialtopf hat folgende interessante Besonder- 
heit: Für große Energien der Relativbewegung oszilliert der Streuquerschnitt, 
wenn sich der Streuwinkel ändert. 

Für kleine Energien, d.h. unter der Bedingung &=kro <1, kann man den 
Streuquerschnitt nach dem kleinen Parameter & entwickeln. Für alle drei oben 
behandelten Beispiele hängt dann der Querschnitt der elastischen Streuung bis 
zur Ordnung &? nicht vom Streuwinkel ab. Diese Eigenschaft haben alle Poten- 
tiale mit endlicher Reichweite rg. Aus diesem Grunde kann man diese Potentiale 
anhand der elastischen Streuung langsamer Teilchen nicht voneinander unter- 
scheiden. 


Bei der Behandlung der Streuung als Übergang aus dem Anfangszustand in den End- 
zustand infolge der Störung V(r) haben wir Anfangs- und Endzustand durch die ebenen 
Wellen (97.1) und (97.2) beschrieben. Ebene Wellen sind aber streng genommen zur 
exakten Beschreibung eines Streuprozesses als Übergang ungeeignet, weil sie immer un- 
endlich ausgedehnt sind und daher immer im Wirkungsbereich der Kräfte „anwesend“ 
sind. Bei der strengen Beschreibung eines Streuprozesses muß man den Anfangszustand 
durch ein Wellenpaket darstellen, da der Strom der einfallenden Teilchen im Raum loka- 
lisiert ist und nur eine gewisse Zeit lang auf den Wirkungsbereich der Kräfte einfällt. Die 
Streuwellen dürfen erst dann auftreten, wenn die einfallende Welle den Wirkungsbereich 
der Kräfte erreicht hat. Wird der Anfangszustand durch ein Wellenpaket beschrieben, 
dann wird der Impuls der einfallenden Welle durch die Unschärferelation Ap-— h/R be- 
stimmt; R ist die lineare Ausdehnung des Paketes. Immer wenn mit gut kollimierten und 
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genügend monochromatischen Teilchenströmen experimentiert wird, sind die Ausdeh- 
nungen der Wellenpakete bedeutend größer als die Ausdehnungen der atomaren Systeme 
(R> rg). Die Impulsunschärfe im Wellenpaket wird daher immer klein gegenüber der 
Impulsänderung infolge der Streuung sein. Dadurch wird die Verwendung der einfacheren. 
ebenen Wellen statt der Wellenpakete gerechtfertigt. 
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Ist das Potential, an dem die Streuung erfolgt, kugelsymmetrisch, dann ist 
der Drehimpuls ein Integral der Bewegung. Zustände mit verschiedenen Dreh- 
impulsen nehmen, mit anderen Worten, unabhängig an der Streuung teil. Man 
wird daher die einfallende Welle zweckmäßig als Überlagerung von Partialwellen 
mit verschiedenen Drehimpulsen darstellen. 

Wir legen die z-Achse ın die Richtung des Impulses der einfallenden Welle und 
haben 


galr) = eikz= I (214 1) iljy(kr) Pılcos 6), (98.1) 


i=0 


wenn Jı(kr) die in $ 35 definierten sphärischen Bessel-Funktionen sınd. In großen 
Entfernungen vom Zentrum wird die sphärische Bessel-Funktion durch den ein- 
fachen Ausdruck 


. It 
sın (r- 5 


Jılkr) 2 — — ———— für kr>|1 
kr 


angenähert, und man kann folgenden asymptotischen Ausdruck für (98.1) ver- 
wenden 


Vale) (kr)! > (21+ 1) iEP, (cos 6) oılr), (98.2) 


mit 


. Ir Ix 
o,(r) = sin (kr- 7) u [er 3) — u) (98.3) 
Der erste Summand in der geschweiften Klammer stellt einlaufende und der 
zweite Summand vom Zentrum auslaufende Kugelwellen dar. 

Jede Partialwelle ın (98. 1) besteht also in großen Entfernungen vom Zentrum 
aus einer Überlagerung einer vom Zentrum ausgehenden und einer ins Zentrum 
einlaufenden Kugelwelle. 

Die Lösung der Gleichung (95.1) für die Streuung eines Teilchens an einem 
kugelsymmetrischen Potentialfeld V{r) mit endlicher Reichweite kann ebenfalls 
als Überlagerung von Partialwellen angesetzt werden. Wir setzen 


ylr)= (kr)=t 3 (214 4) iER,(r) Pı(cos 6). (98.4) 
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Weiter gehen wir in (95.1) zu Kugelkoordinaten über, benutzen (98.4) und erhalten 
die Gleichung 
2u Ver) 
2 


i (+1 
(no 


Rıfr), (98.5) 
der die Radialfunktion A;(r) genügen muß. Die Wellenfunktion (98.4) muß bei 
r = endlich sein, folglich muß die Funktion A;(r) die Randbedingung 


R,(0) = 0 (98.6) 


erfüllen. Ändert sich das Potential V(r) für r — O nicht schneller als 1/r, dann wird 
für r > 0 aus (98.5) die Gleichung 


da ıd+A) 
nt 


Aus dieser Relation folgt unter der Bedingung (98.6) Rı(r) - r!!!fürr > (0. 

Uns interessieren Lösungen von (98.5), die in großen Entfernungen vom Zen- 
trum eine Überlagerung aus dem Radialanteil (98.3) der Partialwelle zur Quanten- 
zahl ! in der einlaufenden Welle und den vom Zentrum ausgehenden Streuwellen 
sind. Die Wechselwirkung des einlaufenden Teilchenstroms mit dem Streufeld 
ändert nur die Amplitude der vom Zentrum ausgehenden Wellen in (98.3). Die 
asymptotische Gestalt der Radialfunktion AR;(r) ın der Gleichung (98.5) kann 
daher als 

Ir 2 Ix 
fer) sie ä)}- 
It l 

a (fr- 7)+ (DIA S)eikr für kr > (98,7) 
angesetzt werden. Der Koeffizient S,, der in (98.7) die Änderung der vom Zentrum 
ausgehenden Wellen bestimmt, hängt nur von der Energie der Relativbewegung 
ab und wird als Diagonalelement der Streumatrıx zum Bahndrehimpuls / be- 
zeichnet. 

Einsetzen von (98.7) ın (98.4) liefert unter Verwendung von (98.2) die asym- 
ptotische Gestalt der Wellenfunktion 

eikr 


y(r) 2 Yalr)+ A(6) ‚ kr2!, 


r 


wobei die Streuamplitude A(6) durch die Matrixelemente der Streumatrix aus- 
gedrückt wird: 


2 > (21+4) (1-8)) P: (cos 9). (98.8) 
l 


Die Matrixelemente der Streumatrix S; bestimmen die Streuamplitude eindeutig. 
Sie sind komplexe Zahlen. Für eine elastische Streuung können die Matrixelemente 
der Streumatrix über die Beziehung 


S;= exp (2iö,) oder S,— 1= 2ielf: sin ö, (98.9) 
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durch die reellen Phasenverschiebungen (Streuphasen) ö, dargestellt werden. Da 
die Exponentialfunktion eine periodische Funktion ist, legen die Beziehungen 
(98.9) die Phasenverschiebungen nicht eindeutig fest. Fordert man, daß die 
Phasenverschiebungen beim Verschwinden der Wechselwirkung V gegen Null 
streben, dann müssen die Phasenverschiebungen entweder im Intervall (0, x) 
oder ın (-#, 2) liegen. Im. folgenden werden wir das Intervall (- > ") ver- 
wenden. 

Für die Vorwärtsstreuung (6 = 0) sind die Legendreschen Polynome gleich 1. 
Aus (98.8) ergibt sich deshalb der einfache Zusammenhang zwischen der Streu- 
amplitude der Vorwärtsstreuung A(0) und den Elementen der Streumatrix 


A0)= —_ IH NA). (98.10) 


Mit Hilfe von (98.8) und (98.9) kann man den differentiellen Streuquerschnitt 
der elastischen Streuung (95.12) in den Raumwinkel d@ durch die Phasenver- 
schiebungen ausdrücken: | 

do 


da 
— k"? 3 (21+ 1) (27 +1) P, (cos 0) P,- (cos 6) sin ö, sin ör, cos (6, — Ör). (98.11) 
Lv 


= A(9)1? = 


Diesen Ausdruck integrieren wir über alle Winkel und erhalten unter Verwendung 


von 


AT 
fr (cos vr) P, (cos 6) dQ= SIrı1 ölr 


den totalen Querschnitt der elastischen Streuung: 


o= Ark"? >’ (21+ 1) sin? ö,. (98.12) 
i=0 
Der totale Streuquerschnitt kann also als Summe der partiellen Streuquer- 
‚schnitte o, mit bestimmten /!-Werten dargestellt werden 


o= ) 0, 
I=0 
mit 
Ar 
N 


Tr 
0] 21 + 1) sin? ö, = Tr (21 + 1)11 — Sl?. (98.13) 
Den Faktor (22 + 1) in (98.13) kann man als das statistische Gewicht der /!-ten 
Partialwelle ansehen, d.h. als die Zahl der Zustände mit verschiedenen Quanten- 


zahlen m. 
Aus (98.13) ergibt sich der größtmögliche Wert des Streuquerschnittes zu 


(er = (21+4). (98.14) 
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Unter Benutzung von (98.9) folgt aus (98.8) für den Imaginärteil der Streu- 
amplitude der Vorwärtsstreuung 
Im A(0)=— > (21+ 1) sin? ö.. 
Diesen Ausdruck vergleichen wir mit (98.12) und sehen, daß der totale Querschnitt 
der elastischen Streuung über die einfache Beziehung 


= a Im A(0) (98.15) 


mit dem Imaginärteil der Streuamplitude der Vorwärtsstreuung zusammenhängt; 
die Beziehung (98.15) ist das optische Theorem. 

Die Methode der Partialwellen wird besonders dann vorteilhaft angewandt, 
wenn die durch die potentielle Energie V(r) beschriebenen Wechselwirkungskräfte 
eine.kleine Reichweite d haben (solche Kräfte sind zum Beispiel die Kernkräfte, 
die Kräfte zwischen neutralen Atomen u. a.). In diesen Fällen werden nur die 
Partialwellen mit kleinen ! an der Streuung von Teilchen mit niedrigen Energien 
beteiligt sein. Davon kann man sich schnell anhand einfacher qualitativer Über- 
legungen überzeugen. In einer Entfernung r > d wirken auf ein Teilchen mit der 
Quantenzahl / nur die abstoßenden Zentrifugalkräfte mit der potentiellen Energie 
hl + 1) 

Zur? 

r bewegen, die durch die Ungleichung 


RI+A) _ RR 
Zur? 2u 


. Die Teilchen werden sich danach in der Hauptsache in Entfernungen 


= E (98.16) 


bestimmt werden; E ist die Energie der Relativbewegung. (98.16) ergibt, daß 
yıd +1) 
k 


man den Abstand rg; = den Abstand der größten Annäherung nennen 


kann. Fürr < ro, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit für das Teilchen exponen- 
tiell klein. Ist die Reichweite d kleiner als rg, dann gelangen die entsprechenden 
Partialwellen fast gar nicht in den Wirkungsbereich von V(r), und sie sind an der 
Streuung unbeteiligt. Die Partialwellen mit einer Quantenzahl /, die der Un- 
gleichung 


kda< Yl(l+ 1) (98.17) 
genügt, werden praktisch nicht gestreut. 


Um die Abhängigkeit der Streuphasen 6, von der Quantenzahl ! genauer zu bestimmen, 
betrachten wir neben (98.5), die wir in der Form 


d?R KU +1 2 
dr? r2 R2 


vo)| R,=0, R(0)=0 


schreiben, noch die Gleichung 


Bar, [e- Kl + —] 


Ar g=0, g(0)=0 


r2 


26* 
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für das freie Feld. Die erste Gleichung multiplizieren wir mit g,, die zweite mit AR), sub- 
trahieren die entstandene zweite Gleichung von der ersten, integrieren von O0 bis o und 
bekommen 


dA, dg; 2u © 
E <- Rz] >. u V(r) Rı(r) gı(r) dr. (98.18) 


Aus $ 35 ist uns die Lösung der Gleichung für die Funktion g) bekannt: 
g,(r) = krj,(kr) (98.19) 


mit der sphärischen Bessel-Funktion j(kr). Für genügend große o kann man für g; den 
asymptotischen Ausdruck 


g,(r) = sin (fr un 7) ‚kral 
verwenden und die asymptotische Lösung der Funktion A,(r) in der Gestalt 
In 
Rı(r) = sin (fr 2: + ) (98.20) 


ansetzen. Mit diesen asymptotischen Ausdrücken geht man in die linke Seite von (98.18) 
ein und erhält eine Gleichung zur Bestimmung der Streuphase ö,, wenn die dem asympto- 
tischen Ausdruck (98.20) entsprechende Lösung für R, bekannt ist: 


2u 0 
ksindy = — = [VE Run) air) ar. (98.24) 
0 


Die erhaltene Gleichung gilt exakt. Zur näherungsweisen Abschätzung der Streuphasen 
kann man in (98.21) statt R,(r) die Funktion gj(r) einsetzen; dann ergibt sich 


Zuk2 e 
Fr In (kr) dr, (98.22) 


ksinö, m — 


d sei die Reichweite des Potentials, kd <& 1. Für die sphärische Bessel-Funktion kann dann 
der asymptotische Ausdruck 
(kr)! 


NS TO) 


benutzt werden. Aus (98.22) finden wir nun 


Yu (kA)2ı+1 d P\21+1 
r | rdr. 


»2[1-3.5...(22+2}} d m 


sind; ı. — 


Die Phasenverschiebungen sind gemäß (98.23) ungerade Funktionen von k. Mit wach- 
sendem ! nehmen die Phasenverschiebungen für kd <& 1 rasch ab, zum Beispiel 


4 (ki 65 (ki Ög  (ka)6 
bt 5, 11025 


Trifft die Bedingung kd &1 zu, dann spricht man (für die zugehörige Energie der 
Relativbewegung) von der Streuung langsamer Teilchen. Aus (98.17) und (98.23) folgt: 
Beim Stoß langsamer Teilchen nehmen nur die s-Wellen (| =) an der Streuung teil, d.h., 
nur die Phasenverschiebung öy ist von Null verschieden. 
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Für die Streuung von s-Wellen hat man (98.5) für 2= 0 zu lösen, d.h. die 
Gleichung 


d? 
(Sr + 12) Ro) = 2u Vin) #2 Rate). (98.24) 


Zur Bestimmung der Streuphase ö,u muß man die Lösung von (98.24) für große r 
in die Gestalt 


Ro(r) = ei sin (kr + öo) (98.25) 
bringen, die sich aus (98.7) für So = exp (2iöo) ergibt. Mit der Lösung von (98.24) 


werden wir uns im nächsten Paragraphen befassen. 

Wie oben gezeigt worden ist, sind an der Streuung von Teilchen niedriger Energie 
nur die s-Wellen (=) beteiligt, und der differentielle Streuquerschnitt ist 
unabhängig vom Streuwinkel: 


Oo do sin? öo 


des 
er 7e 


dd. (98.26) 
Sind an einer Streuung Wellen mit verschiedenen /!-Werten beteiligt, so wird der 
differentielle Streuquerschnitt nach (98.11) durch die Interferenz der Wellen mit 
verschiedenen / bestimmt. Falls an der Streuung die Wellen mit/=0 und/=1 
beteiligt sind, ist zum Beispiel 


1 | 
do=-; [sin? ö0+ 6 sin du sin 81 cos(do— 61) cos #+ 9 sin? 8, cos? #] d@. (98.27) 


Die Interferenz der s- und p-Wellen. verletzt demnach die Symmetrie der Vor- 
und Rückwärtsstreuung in bezug auf den Winkel 90°, die bei Streuung der s- oder 
p-Wellen allein vorhanden wäre. 

Die Streuung sei durch eine kleine Zahl von Null verschiedener Streuphasen 
charakterisiert. Durch Bestimmung des differentiellen Streuquerschnittes als 
Funktion des Winkels 0 kann man aus (98.11) die Streuphasen berechnen. Diese 
Verarbeitung der experimentellen Daten wird als Phasenanalyse der Streuquer- 
schnitte bezeichnet. 

Die Aufgabe der Streutheorie ist, die Phasenverschiebungen oder die Streu- 
amplitude aus der gegebenen potentiellen Energie der Wechselwirkung V(r) zu 
berechnen. In einigen Fällen (zum Beispiel in der Kernphysik) hat man das um- 
gekehrte Problem zu lösen: das Potential aus den. gemessenen Streuphasen zu be- 
stimmen. Je mehr Streuphasen bekannt sind, desto mehr Kenntnis kann man über 
V(r) gewinnen. 
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Wie ım vorigen Paragraphen gezeigt worden ist, wird die Streuung langsamer 


Teilchen (kd <& 1) durch die Gleichung 


ir es 1) Rolr) = 2u V(r)h2Ro(r) (99.1) 
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mit der Randbedingung 
Ro(0) = 0 (99.2) 


für r = OQ und der asymptotischen Gestalt 
Ro(r) = C sin (kr +60) (99.3) 


für große r bestimmt. Bevor wir die allgemeine Lösung dieser Gleichung behandeln, 
sehen wir uns einige einfache Fälle an. 
a) Streuung an einem kugelsymmeirischen rechteckigen Potentaltopf 


a Vo für rsd, 
2 | 0 für r>d; 


es handelt sich um anziehende Kräfte. Die Lösung (99.3) erfüllt die Gleichung 
(99.1) für aller = d. Im Potentialtopf lautet die Gleichung (99.1) 


d? 
(5 RK?) Ro{r)= 0, Ru(0)= 0, (99.4) 


2uVo 


K?= R2+ K}, Ki= 5 


(99.42) 


Die Gleichungen (99.4) werden von der Wellenfunktion 


Roı(r) = C sın Är (99.5) 
befriedigt. Da uns nur die Phasenverschiehung interessiert, brauchen wir nicht 
die Wellenfunktionen und deren erste Ableitungen für r=d einander gleich- 
zusetzen, sondern nur die logarithmischen Ableitungen 1/R.dR/dr der Funktionen 


(99.3) und (99.5). Das ergibt 
kctg (kd+ ö0)= K ctg(Kd). (99.6) 


Mit der Bezeichnung 
K ctg (Kd) = D"! (99.7) 


für die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion des inneren Bereiches für 


r = d folgt aus (99.6) 
kD-— tg (kd) 


1+ kDtg (kd) ’ wen 


tg Öo= 


oder 


öu= arctg (kD) — kd. (99.8) 
Die durch (99.8) gegebene Streuphase ö, ist eine mehrdeutige Funktion; uns 
interessieren nur die Hauptwerte im Intervall -7 sÖo=s > 


Für kleine Energien der Relativbewegung ist tgkd = kd + (kd)?/3-+ ---, daher 
vereinfacht sich (99.8) zu 
(ka)? | 


ID_a- 
[oa | 
1+ k2Dd 


tg ÖuT 
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Sind die Ungleichungen kd &1 und k?Dd <1 erfüllt, dann vereinfacht sich der 
Ausdruck für tgöü noch weiter 


tg (Kd) | 
tg öo= kK(D- d)= kd > z ı). (99.9) 
In diesem Falle ist der totale Streuquerschnitt 
In. | tg (Kd) \? 
0= 77 sin? d0= An (D-d)2= And? (1 r Im (99.10) 


Für kleine Energien und tiefe Potentialtöpfe ist die Näherungsgleichung 
K:=R+ Kies KR}. (99.11) 


erfüllt. Der effektive Streuquerschnitt der elastischen Streuung an einem tiefen 
kugelsymmetrischen rechteckigen Potentialtopf wird daher für kleine Energien 
der Relativbewegung durch die Formel 


ig (K A 
= 2 Gr 
en, (1 u (99.12) 
gegeben. 
Gilt die Gleichung 
tg (Kd)= Kd, (99.13) 


dann sind nach (99.9) und (99.10) die Streuphase und der effektive Streuquer- 
schnitt Null. Bei gewissen Tiefen und Abmessungen des Potentialtopfes werden 
die s-Wellen nicht gestreut, für deren Energie die Gleichung (99.13) erfüllt ist. 
Diese Erscheinung heißt Ramsauer-Effekt. Ramsauer hat 1921 festgestellt, daß 
der effektive Querschnitt für die Streuung von Elektronen an. Edelgasatomen 
(Ar, Kr, Xe) für Elektronenenergien — 0,7 eV besonders klein ist. Die klassische 
Theorie konnte diese Besonderheit der Streuung nicht erklären. Die Quanten- 
theorie hat eine einfache Erklärung für den Ramsauer-Effekt. Das Feld der 
Edelgasatome nimmt mit der Entfernung bedeutend schneller ab als das Feld 
irgendeines anderen Atoms. In erster Näherung kann dieses Feld deshalb durch 
einen kugelsymmetrischen rechteckigen Potentialtopf ersetzt werden, und (99.10) 
genügt zur genäherten Berechnung des Streuquerschnittes für langsame Elektro- 
nen. Ist die Energie der Elektronen — 0,7 eV, dann wird die Gleichung (99.13) 
genähert erfüllt, und es isto =. 

Gilt (99.13) nicht und ist Kd# (2n +1)n/2 (n=0,1,...), so strebt die 
Streuphase ög für k — 0 gegen Null, und der effektive Querschnitt (99.10) geht 
gegen einen endlichen Grenzwert. Das Vorzeichen der Streuphase ö, wird für 
kleine Energien durch das Vorzeichen der Differenz 


&= tg (Kd)— Kd 


bestimmt. Für Kd <n/2 ist diese Differenz und damit auch öo positiv; für 
Kd > r/2 strebt der Streuquerschnitt o gegen unendlich. Dieser Umstand wider- 
spricht der Formel (98.14) für den maximal möglichen partiellen Streuquerschnitt 
nicht, weil für k > O(og)max > © geht. Fürrn/2 < Kod <r wird das Vorzeichen 
von & (und von ög) negativ. 
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Bei der Streuung langsamer Teilchen an einem Potentialtopf, der die Be- 
dingung (99.11) erfüllt und für den Kod = (2n + 1) r/2 ist, erreicht der Streu- 
querschnitt seinen größten Wert, einen Resonanzwert. Nach (36.11) (8 36) ist 
in einem kugelsymmetrischen rechteckigen Potentialtopf ein s-Niveau mit der 
Energie Null vorhanden, wenn die Gleichung ctg Kod = O gilt. Der Streuquer- 
schnitt für langsame Teilchen erreicht gerade dann seinen größten Wert, wenn 
in dem kugelsymmetrischen Potentialtopf ein s-Niveau mit der Energie E = 0 
vorhanden ist. Für Kod = r/2 gibt es in dem Potentialtopf nur ein s-Niveau mit 


der Energie E=0(0; für Kıd = gr hat der Potentialtopf zwei s-Niveaus, von 


denen eines die Energie £ = O hat; für K,ud = DR gibt es drei s-Niveaus usw. 


I 
3>0,65=0 d=00, 60-7 a=D, 65>0 


Abb. 17. Streulänge für verschiedene Parameter des Wechselwirkungspotentials 


Extrapoliert man die Wellenfunktion (99.3) für kleine r und normiert man sie 
auf 1 fürr = (0, dann ergibt sich die Funktion 


g(r)= cos kr + ctg öo sin kr. 


Für kleine Energien und kleine r, so daß die Ungleichung kr <1 gilt, wird aus 
dieser Funktion 


en=1-—. (99.14) 
wobei die Größe 
a= —(kctgöo) ! (99.15) 


die Streulänge ist. Als Streulänge kann man nach (99.14) den Abstand r bezeichnen, 
für den die Funktion g(r), die Extrapolation der Lösung (99.3) für kleine r, gleich 
Null wird. Für einen flachen Potentialtopf, Kod<r/2 (und es gebe keine s- 
Niveaus ım Potentialtopf), ist die Streuphase ö, positiv und die Streulänge a 
negativ (Abb. 17). Für K,ud = rn/2 tritt im Potentialtopf das erste s-Niveau mit 
der Energie E=0 auf. In diesem Falle ist öo = n/2, und die Streulänge ist 
a= +». Für n/2< Kod<r ist die Streuphase negativ, und die Streulänge ist 
positiv. 

Die Formel (99.12) gibt die Streuphasen in der Näherung an, daß (99.11) erfüllt 
ist. Für einen nicht sehr tiefen Potentialtopf muß man zur Berechnung der Ener- 


gieabhängigkeit der Streuphase ö, den Ausdruck (99.9) verwenden. In diesem 
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Falle wird der maximale Streuquerschnitt, der zu ög = rn/2 gehört, aus der Bedin- 
gung 


1/2 
ie [ee] d= (An+1)Z (99.16) 


bestimmt. Diejenigen Energien der Relativbewegung, deren zugehörige k-Werte 
die Bedingung (99.16) erfüllen, bezeichnet man als virtuelle Energieniveaus. 
Erinnern wir uns an den Ausdruck (99.7) für die logarıthmische Ableitung der 
Wellenfunktion auf der Fläche .r = d, so sehen wir: Die Bedingung für das Maxi- 
mum des partiellen Streuquerschnittes o', läuft auf die Forderung hinaus, daß die 
logarithmische Ableitung (D”!) verschwinden soll. 
b) Streuung an einem kugelsymmetrischen Potentialberge 


| Vo für rsd 
V = 0 =6G%;, 
(r) | 0 für r>d. 


In diesem Falle lautet die Gleichung (99.1) für das Innere der Barriere 


d? 
ir A R°) Ralr)= 0, Rol0)= 0, (99.17) 
mit 
R?= MR K2, Kt 2uVoht. (99.18) 


Die Lösung außerhalb der Barriere hat die Gestalt (99.3). Innerhalb der Barriere 
ist 


Ru= C sh Or für ks Ko; 


mit Q —YK? — k?. Für kleine Energien ist Q= Ko. Durch Gleichsetzen der 
logarıthmischen Ableitungen der Funktionen (99.3) und (99.19) erhalten wir daher 
(fürkd<1) 


Ru= CısinKr für k2 Ko, (99.19) 


ö0o= arctg (kD) — kd, (99.20) 
mit 
th (Od) th (K'od) 
D= —— u — _.—, 99.21 
n) RK, (99.21) 


Auf Grund von th (Kod) S 1 folgt aus (99.20), daß die Streuphase öy für k> 0 
immer gegen Null strebt. 

Im Grenzfall einer unendlich hohen Barriere (undurchdringliche Kugel) sind 
D = Ö und die Streuphase ög = —kd. Dieses Resultat ergibt sich auch direkt aus 
der Bedingung, daß die asymptotische Funktion (99.3) auf der Kugeloberfläche 
r = d verschwinden soll (innerhalb einer unendlich hohen Barriere ist die Funktion 
gleich Null). 

Der integrale Querschnitt der s-Streuung strebt für k— 0 gegen den endlichen 
Grenzwert 


AT R th(Kod) 2 
= sin? dp= And Ei -1). (99.22) 


Mit zunehmendem Kod nähert sich der effektive Querschnitt (99.22) für langsame 
Teilchen monoton dem Grenzwert o9 = Arnd, der zur Streuung an einer undurch- 


0,= 
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dringlichen Kugel gehört. Der Wert og = Arcd? ist viermal so groß wie der klas- 
sische Querschnitt für die Streuung an einer festen Kugel mit dem Radius d. Bei 
wachsender Energie der Relativbewegung kann der durch (99.20) gegebene Wert 
öo für kd > 1 gleich nrr mit einer negativen ganzen Zahl n sein. In diesem Falle ist 
der partielle Querschnitt der s-Streuung gleich Null. Für kd > 1 sind aber an der 
Streuung auch Wellen mit 2 # 0 beteiligt, so daß der totale Streuquerschnitt nicht 
verschwindet. 

c) Potentielle Energie beliebiger Form. Man löst die Gleichung (99.1) für eine 
beliebige potentielle Energie V(r) zweckmäßig in der Impulsdarstellung. Wegen 
der Randbedingung (99.2) können in der Entwicklung von ARo(r) nur Sinusterme 
auftreten, also 


Ro(r) = f R(g) sin (gr) dg. (99.23) 
0 
(99.23) wird in (99.1) eingesetzt. Unter Verwendung von 
f ö : T 
f sin gr sin g’r dr= 5 ölg—-g) 
0 


erhalten wir die Gleichung für die s-Streuung in der Impulsdarstellung 


(2 R2) R(q) = [va g) Ra‘) dyr, (99.24) 


mit 


o° 


4 
vg g)= rl V(r) sın gr sin g’r dr. (99.25) 
0 


(99.24) kann durch die Integralgleichung 
R(q)= Aölg- k)+ (2-1 Vlgd) Ra’) da’ (99.26) 
0 
ersetzt werden. Der Summand Aöfg — k) ist die Lösung der Gleichung für die 
freie Bewegung (q? — k?) ö(q — k) = 0 und gehört zur einfallenden Welle mit der 
Energie h?k?/2u der Relativbewegung. Uns interessieren Lösungen von (99.26), 
die in der Ortsdarstellung das asymptotische Verhalten (99.3) haben: 


Ro(r) = C sin (kr + öo)= C cos ög (sin kr + tg öy cos kr). (99.27) 


Um eine solche Lösung zu finden, transformieren wir (99.26) in die Ortsdarstellung 
und bekommen 


oO 


Ba . 
R(r)= A sin kr + 2 Sn gr dy (99.28) 
[2 ik 
mit 
B(q)= | V(q, g’) Ra’) de‘. (99.29) 


B ıst eine reguläre Funktion von gq. 
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Die Konstante A und die Vorschrift für die Umgehung des Polsq = k bei der 
Berechnung des Integrals (99.28) ergeben sich aus der Bedingung, daß die Funk- 
tion (99.28) für r— oo in (99.27) übergehen soll. Die Streuwelle in (99.27) ist eine 
stehende Welle und keine vom Zentrum auslaufende Welle wie in (98.7). Man hat 
das Integral (99.28) im Sinne des Hauptwertes zu berechnen, damit die Funktion 
(99.28) das asymptotische Verhalten (99.27) hat. Zur Berechnung des singulären 
Teils im Integral (99.28) nehmen wir die Umformung 


1 1 1 
BR, 1) 2 VENEN 
4 2q Ferureen 
vor. Der zweite Summand in diesem Ausdruck ist regulär, daher ist sein Beitrag 
zum Integral für r > oo gleich Null; aus demselben Grunde kann man die untere 
Integrationsgrenze nach — oo verlegen. Demnach ist 


B(g) sin gr B(k) singr , 


— 00 


Wir setzeng — k = x und bezeichnen den Hauptwert des Integrals mit dem Sym- 
bol ?. Für hinreichend große r haben wir dann 


oo 09 


| Ir gesinle iu des:0ss | ne 
gq—k 2% x 
Unter Beachtung von 
”[ sın ar en da d2=0 
| x x 
finden wir endgültig 
R(r)=Asın kr + ae coskr. (ro). 
2k 
Der Vergleich des erhaltenen Ausdrucks mit (99.27) zeigt 
A= (C cosön = =( sın Ög, 
2k 
oder 
nBk) « EEE 
tg reerral Vik,g’) Rq’)dq‘. (99.30) 


Ist die Lösung der Integralgleichung (99.26) bekannt, so kann man durch Ein- 
setzen derselben in (99.30) die Streuphase ög berechnen. Speziell in Bornscher 
Näherung hat man in (99.30) R(g) = Aö(g — k) einzusetzen, und es ergibt sich 
unter Verwendung von (99.25) 
B_ nVk,k) Pu Be 
(tg öo) a V(r) sin? (kr) dr. 


0 
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Die Schwierigkeiten bei der Lösung der Integralgleichung (99.26) und manch- 
mal auch die unzureichende Kenntnis der potentiellen Energie V(r) der Wechsel- 
wirkung erschweren die Benutzung der Formel (99.30) zur Berechnung der Streu- 
phase ög. Im Zusammenhang damit greift man zu indirekten Methoden, mit denen 
man die Streuphase ö,g durch einige, dem Experiment direkt zu entnehmende 
Größen ausdrückt. Wir führen zum Beispiel die Bezeichnung 


ie + ı, PEN (99.31) 


für die logarithmische Ableitung des Radialanteils der Wellenfunktion (99.27) 
außerhalb des Wirkungsbereichs der Kräfte ein. Die Streuphase der s-Streuung 
wird dann unmittelbar durch f(k) ausgedrückt: 


are [| rd a (99.32) 


Für einen rechteckigen Potentialtopf ist f(k) = Dt, und diese Formel wird zu 
(99.3a). Im allgemeinen Fall benötigt man für die Rechnung die Kenntnis der 
Wellenfunktion im Wirkungsbereich der Kräfte. 

Aus (99.32) ist folgendes unmittelbar abzulesen: Verschwindet die logarith- 
mische Ableitung f(k) für ein bestimmtes ko, dann ist die Streuphase |öo| = r/2, 
und der Querschnitt der s-Streuung erreicht seinen größten Wert 


A AT 
sin? Ög = 72° 
ks 


O0>= R2 


Die zu k = ku, gehörige Energie Ey, = h?k3/2u, für die die logarithmische Ablei- 
tung verschwindet, wird in diesem Zusammenhang als Resonanzenergie bezeichnet, 
und man sagt, der Potentialtopf habe ein virtuelles Energieniveau Eo. Für einen 
rechteckigen Potentialtopf bedeutet das Verschwinden der logarithmischen Ablei- 
tung die Gültigkeit von (99.16). 

Zur Berechnung der logarithmischen Ableitung f(k) muß man die Lösung der 
Schrödinger-Gleichung | 


( h? d? 


a, at = E) Rolr) = 0 (99.33) 


für den s-Zustand im Wirkungsbereich der Kräfte (r = d) kennen. Die Energie E 


sei £<|V(r)|, und im Potentialtopf V(r) sei ein diskretes s-Niveau mit der nega- 

tiven Energie — e vorhanden, e<|V(r)|. Ro(r) wird unter diesen Voraussetzungen 
(fürr S d) nur wenig von der Lösung von 

Rh? d? 

300 


+ Vlr) + | Rfr)= 0 (99.34) 


abweichen. Fürr > d geht (99.34) ın 


RR d2 5 
er u | R’(r)=0 
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über. Die Lösung dieser Gleichung für einen gebundenen Zustand ist 


R’(r)= Aexp (- — V2ne) : 
D 
Fürr = d muß also 


& ee EB a VAne 
R dr Ir=-4 \R drIr--a Rh 


gelten. Wegen R = Ru fürr< d kann man 
fr — m Y2ue (99.35) 


setzen. Sind & und E bedeutend kleiner als |V], dann kann man also die logarith- 
mische Ableitung durch die Energie des gebundenen s-Zustandes ausdrücken. Wir 


gehen mit (99.35) in (99.34) ein und bekommen 


(99.36) 


Der effektive Streuquerschnitt (99.36) nimmt seinen Maximalwert für die Energie 
E = 0 der Relativbewegung an. Dieses Maximum ist um so größer, je kleiner e ist; 
für & = 0 trıtt eine ‚„echte‘“ Resonanz auf. 

Die Formel (99.36) beschreibt die Energieabhängigkeit des Streuquerschnittes 
(bis 5 MeV) für die Streuung von Neutronen an Protonen mit parallelen Spins 
relativ gut. In diesem Falle entspricht e= 2,23 MeV der Bindungsenergie von 
Neutron und Proton im Deuteron, u = M/2 mit der Nukleonenmasse M. Der 
maximale Streuquerschnitt ist dabei 


Arch? 
Ve 7; 23-1072? em?. 


Aus der Definition der Streulänge (99.15) und (99.31) folgt, daß die logarithmische 
Ableitung gleich der reziproken Streulänge mit dem entgegengesetzten Vorzeichen 
ist, wenn die Näherung d = 0 verwendet wird (Reichweite der Kräfte gleich Null). 
In dieser Näherung besteht zwischen Streulänge, logarithmischer Ableitung und 
Streuphase die Beziehung 


_ _ Sheet: (99.37) 


Mit Hilfe dieser Beziehung und mit (99.35) kann man die Streulänge a, für die 
Streuung von Neutronen an Protonen im Triplettzustand (parallele Spins) aus- 
rechnen 


h 


a; =——— = 510713 cm. 
V2ue 
Für die Streuung von Neutronen an Protonen im Zustand mit antiparallelen 
Spins (Singulettstreuung) ist die Streulänge negativ: a, = —2,4-10"1?cm. Im 
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Singulettzustand bilden Neutron und Proton kein gebundenes System. In diesem 
Falle gehört die Energie e, = h?/2ua? = 40 keV zu einem virtuellen Energie- 
niveau des Systems (die Streulänge ist bedeutend größer als die Reichweite der 
Kernkräfte von —10”13 cm, wenn auch nicht unendlich), und der Streuquerschnitt 
wird durch die Formel 


IN Inh 
se (99.38) 


00: = Ar (+ n(E+ e,) 


gegeben. Da die Streulänge in die Formel (99.38) quadratisch eingeht, kann durch 
Untersuchung der elastischen Streuung von Neutronen an Protonen im Singulett- 
zustand (genau wie im Triplettzustand) das Vorzeichen der Streulänge nicht ent- 
schieden werden. 

Andere Beispiele für die Verwendung der logarithmischen Ableitung zur Be- 
stimmung von Streuquerschnitten werden wir in $ 109 behandeln. 


S 100*. Elastische Streuung am Coulomb-Feld 


In den vorangegangenen Paragraphen haben wir die elastische Streuung an 
Potentialen V(r) behandelt, die nur in einem gewissen Volumen von Null ver- 
schieden waren (fürr < d). Wegen der endlichen Reichweite der Kräfte hatte die: 
Radialfunktion für die s-Streuung die asymptotische Gestalt (99.3) mit konstanter 
Streuphase ög. In manchen Fällen nimmt das Potential zwar ab, aber doch nicht 
so schnell, daß man von einer endlichen Reichweite der Kräfte sprechen könnte. 
Ein Beispiel für eine solche Wechselwirkung ist die Coulomb-Wechselwirkung mit 


2 
der Energie V(r) = + 2 


In großen Entfernungen vom Zentrum ist das Potential V(r) klein und ändert 
sich stetig. Zur Berechnung des asymptotischen Verhaltens der Wellenfunktion 
für große r kann man daher die Wellenfunktion der quasiklassischen Näherung 
(24.7 a) verwenden (mit & = 0, damit Ro(0) = 0 ist): 


2uE 
Role) = sin 1 [me- ulE— V(r)] dr 1) 3 = k2. (100.4) 


Es kann immer ein solcher Wert r = o gewählt werden, daß E> V(e) ıst, deshalb 
haben wir 


Wir zerlegen den Integrationsbereich in (100.1) in die beiden Teile-von O bis o 
und von oe bis r und bekommen 


Ro(r) = sin (kr +öog), 


ir 
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( 


mit 
he de uf 
Ben ker | Var (E- Var Ve:da (100.2) 
0 @ 
Ist für große r 
B 
V(r) = —rntt 


mitn > 0, dann ist 


lim fo dr = 2 
208 no” 


e 


Die Streuphase ö, strebt also für r > oo gegen einen endlichen Grenzwert. Für 
V(r) = B/r wie im Goulomb-Feld ist 


[ Veldr= Bin. (100.3) 
[4 


Die Sreuphase ö, wächst demnach mit zunehmendem r wielnr. Dieses Ergebnis 

trifft auch für die Streuphasen mit +0 zu. Für 2 +0 muß man in (100.2) 
2 

V(r) durch die effektive potentielle Energie W(r) = V(r) + 

und über den klassisch erlaubten Bereich r > r, integrieren (r, wird aus der Be- 

dingung E — W(r,) = 0 bestimmt), 

Da die Streuphasen ö; fürr — oo zu In r proportional sind, ist die Methode der 
Partialwellen (8 98) zur Berechnung der Streuung am Coulomb-Feld ungeeignet 
(man muß alle Z mitnehmen). In diesem Falle kann man relativ einfach eine exakte 
Lösung des Problems erhalten, ohne Partialwellen einzuführen. Am einfachsten 
wird das Problem in parabolischen Koordinaten £, n, @ gelöst (s. $ 21). 

Die z-Achse soll die Richtung des Wellenzahlvektors der einfallenden Welle 
haben. Wegen der Zylindersymmetrie des Problems wird die Wellenfunktion 
nur von den Veränderlichen & und n abhängen, &=r — zundn=[r-+ z. Mit 


ersetzen 


1 
u El tu Zu BL =: (£-+ n) erhalten wir als Schrödinger- 
2 
Gleichung für die Streuung am Feld + Amer 
r 


h? 4 Ö Oy Ö »)] 2 ZıZae?y A2k2 
u nel REIT a NZ, — = —— 3%. (100.4 
2 mel ( * Til minor du? (100.4) 


Die Lösung von (100.4), die der Summe einer ebenen Welle und einer auslaufenden 
Kugelwelle entspricht, kann man in der Form 


y'(&n)= exp (ik Z ) B(£) (100.5) 
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ansetzen. Einsetzen von (100.5) in (100.4) ergibt für die Funktion D(£) die Glei- 
chung 


d?® d® 
Er + t- ikE) Tg — Akd= 0 (100.6) 
mit 
= ZıZse u ne ZıZae? 
u a (100.7) 


wenn v die Relativgeschwindigkeit ist. 
(100.6) ıst die Gleichung für eine konfluente hypergeometrische Funktion vom 
Argument ik£ (s. Anhang D), folglich ist 


D(E)= CF(- iA, 1, ike) (100.8) 


mit einem Normierungsfaktor C. Mit Hilfe der asymptotischen Darstellung der 
konfluenten hypergeometrischen Funktion 


D(B) (-2)-- - Beh 3 A N 


I(ß-«) 
für z21 


F(&, ß,2)= 


kann man ©(£) ın die Gestalt 
C(-ikE)i | u 22 | Ceiks (ik &)- 
U(1+ iR) ikE 


. Mi eiAln k£ f & an) 
=ULe um — ee 


RE) = ikET(-i4) 
T’(1+i4) ik&]) ikEl(l-iA) 
bringen; dabei haben wir 


(-ik&)= exp (Frir In ke) 


benutzt. In (100.5) verwenden wir die asymptotische Darstellung für ®(£); wir 
gehen ferner zu Kugelkoordinaten n — &=2z,n + & = 2r über. So bekommen 
‘wir die folgende asymptotische Darstellung für die vollständige Funktion: 


ri 
2 2 
vi(r, 0)= en: 1 FOHBHEN:. SEEENR exp [ikz+ iAln k(r —z)] 
nein Likr sin? ( ) 
| 3 | 
— exp |ikr — iA In 2kr] (100.9) 


mit der Streuamplitude 
AT(1+ iA) exp E iA In (sin >) 
2 
A(9) = SH RERFETTER ER GE (100.10) 
2kl(1— iR) sin: (>) 
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Der erste Summand in (100.9) ist die einfallende Welle exp (ikz), verzerrt durch 
den Faktor 
22 | 
1-— —  — | exp [14 In k(r — 2)]. 
2ik sin? (5) 
2 

Dieser Faktor stammt von der Wirkung des Coulomb-Feldes in großen Ent- 
fernungen vom Zentrum. Die Stromdichte dieser Welle ist 


ni 
h htC? e? j (100.11) 
* — * — _ m —— [2 
WIN), | Tue 


= 2ui 
(für r > oo ), da die Korrekturen zur Stromdichte infolge der Verzerrung der 
ebenen Welle proportional zu 1/r sind. Der zweite Summand in (100.9) entspricht 
einer auslaufenden Kugelwelle, die ebenfalls einen zusätzlichen logarithmischen 
Term in der Phase enthält. Der Teilchenstrom in den Raumwinkel d2 ist 


2 


2, En BE RE 2 
er TH) Pen 1 
und demnach 
2 BON —4 
z = A — 45) (sin 7) (100.12) 
ü Ak? sın“ (2) .. 


Diese Formel stimmt mit der klassischen Rutherfordschen Formel und mit der 
Formel (97.9a) überein, die in erster Bornscher Näherung hergeleitet worden ist. 
Diese zufällige Übereinstimmung ist nur für das Coulomb-Feld vorhanden. 

Nach (100.5) und (100.8) kann die vollständige Wellenfunktion im Coulomb- 
Feld mit dem asymptotischen Verhalten (100.9), d.h. die Lösung mit einer aus- 
laufenden Kugelwelle, in der Form 


yID = Ceitr F(-i4, 1, ik£) (100.13) 


mit&=r— z= ?2r sin? (6/2) geschrieben werden. Normiert man y!?) auf die 
Stromdichte 1 in großen Entfernungen vom Zentrum, dann hat man gemäß 


(100.11) 
a \ 12 we. 
C= (FE) Tissye (100.14) 
hk 
zu setzen. Aus der asymptotischen Darstellung der hypergeometrischen Funktion 
für kleine Argumente F(&, ß,2)=1+ 2 + ... kann man das Betragsquadrat 


der Wellenfunktion (100.13) im Koordinatenursprung berechnen: 


90) = IC?= IT + IA? eH 
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Mit Hilfe der bekannten Eigenschaften der I'-Funktion 


Te 
Ti1+2)=zl(e), Pix) P(1- ie)= ums)’ 
erhalten wir ferner 
IT(1+ iA)l?= JAT(iA) I(l- iA)| = a 
er _ 4 
Es ıst also 
YO)? = IC1’= u (100.15) 


Besonders interessant ist der Grenzwert von (100.15) für kleine Relativgeschwin- 
digkeiten der stoßenden Teilchen. Aus (100.7) folgt |A]l > 1 für kleine v, deshalb 
ist 
2 rZıZye? 

hvr 


y) 2x Z,Zge? 
re er rw — für Abstoßung. 
v 


für Anziehung, 


YO)? = (100.16) 


Für kleine Relativgeschwindigkeiten ist nach (100.16) die Aufenthaltswahrschein- 
lichkeit von Teilchen mit dem gleichen Ladungsvorzeichen bei kleinen r exponen- 
tiell klein. Dieser Sachverhalt ist bei. Kernreaktionen mit geladenen Teilchen sehr 
wesentlich. 

Die Gleichung (100.4) hat außer der Lösung y(?) (100.13), die im Unendlichen 
die Summe einer ebenen und einer auslaufenden Kugelwelle ist, noch die Lösung 
y'), die asymptotisch die Summe einer ebenen und einer einlaufenden Kugel- 
welle darstellt. Die Funktion »” kann formal aus y(F) gewonnen werden. Dazu 
muß man von y(”)- zur konjugiert komplexen Funktion übergehen und in dem 
entstandenen Ausdruck z durch —z ersetzen. Es ist folglich 


yO) = Ceikz F(iA, 4, -ikn) (100.17) 


mitn=r-+ z. Wie man sich leicht überzeugt, ergibt sich die Lösung (100.17) 
aus (100.4) durch die Substitution 


YO (En) = exp (- ik ”) B(n). 


$ 101. Austauscheiiekte bei der elastischen Streuung gleichartiger Teilchen 
ohne Spin 


Bisher haben wir uns mit Stößen ungleicher Teilchen ohne Spin befaßt. Jetzt 
wollen wir die elastische Streuung gleichartiger Teilchen ohne Spin behandeln. 
Solche Teilchen sind zum Beispiel x-Teilchen, die Kerne von C!2, 016, die Edel- 
gasatome u.a. Bei der elastischen Streuung dieser Teilchen bleibt deren innerer 
Zustand unverändert, daher wird der Zustand jedes Teilchens allein durch ‚die 
Ortsangabe festgelegt. 


$ 101. Austauscheffekte bei der elastischen Streuung 405 


Wie wir aus $86 wissen, kann ein System aus zwei Teilchen ohne Spin nur 
durch Funktionen beschrieben werden, die bei Vertauschung der Teilchen symme- 
trisch sind. Diese Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion muß bei der Streuung 
gleichartiger Teilchen berücksichtigt werden. Die Identität der Teilchen ergibt 
in der Streutheorie neue Effekte, die sogenannten Austauscheffekte. 

Im Massenmittelpunktsystem wird die Relativbewegung zweier Teilchen durch 
den Ortsvektor t = 1; — ra beschrieben, wenn tı und 1, die Ortsvektoren der 
einzelnen Teilchen sind. Im Anfangszustand erfolge die Relativbewegung der 
Teilchen parallel zur z-Achse. Ohne Beachtung der Identität der Teilchen ist 
dann die Wellenfunktion des Systems für große r 


A(0) . 
y(r) = eitz + er eikr, (101.1) 


Für ein System aus zwei gleichartigen Teilchen ohne Spin ist die Funktion (101.1) 
zu symmetrisieren. Bei einer Vertauschung der beiden Teilchen ändert der Vektor 
r sein Vorzeichen. In Kugelkoordinaten bleibt r unverändert, und der Winkel 9 
geht in m — 6 über. Die symmetrische Wellenfunktion wird also 


2 use er] er) 


? 


wc) = N (ei + e-ikz + (101.2) 
wobei N aus der Normierungsvorschrift für die Wellenfunktion zu bestimmen ist. 
Die ersten beiden Summanden in (101.2) beschreiben die anfängliche Bewegung 
der beiden Teilchen im Schwerpunktsystem: Ein Teilchen bewegt sich in positiver 
z-Richtung, das andere entgegengesetzt dazu. Für N = 1 ist die Funktion (101.2) 
so normiert, daß die Stromdichte für jedes stoßende Teilchen betragsmäßig 
v = hk/u ıst, d.h. gleich der Relativgeschwindigkeit (u ist die reduzierte Masse). 
Der zweite Summand in (101.2) entspricht der gestreuten Welle. Bei Streuung 
in die Winkel O und x — 6 sind in der Richtung OB gestreute Teilchen vorhanden, 
wie aus Abb. 18 zu entnehmen ist. Die Zahl der pro Sekunde in den Raumwinkel 
din die Richtung 6 gestreuten Teilchen ist deshalb 


ade are. 
u 


Der effektive Querschnitt der elastischen Streuung, durch die ein Teilchen in den 
Raumwinkel d& abgelenkt wird, ist folglich 


do = |A(9) + Aln- 0)? d2. (104.3) 


Würde man die Symmetrie der Wellenfunktion außer Acht lassen, dann wäre 
der effektive Streuquerschnitt für die Ablenkung eines Teilchens in den Raum- 
winkel d2 einfach gleich der Summe der Streuquerschnitte für die Winkel 6 
und — Ö: 

do’ ={ |A(H)]? + | Al — 0)]?} dQ. (101.4) 
Die Differenz zwischen den Streuquerschnitten (101.3) und (101.4) wird vom Aus- 


tauscheffekt verursacht, d.h. von der Korrelation zwischen den Teilchen infolge 
der Symmetrie des Zustandes bei Vertauschungen der Teilchen. 


27* 
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Wir wenden das erhaltene Ergebnis auf die Coulomb-Streuung an (zum Beispiel 


auf die Streuung eines &-Teilchens an einem «-Teilchen). Mit Hilfe der Streu- 
amplitude (100.10) für die Coulomb-Streuung erhalten wir 


6 

ME 
: Ba f f 2 cos |Ain ıg (3) 
ee 

5 cos O7 sın 57 cos (5 
mit A = Z?e?/hv. Diese Formel ist zuerst von Mott angegeben worden. Man be- 


zeichnet daher die elastische Streuung gleichartiger Teilchen ohne Spin infolge 
der Coulomb-Wechselwirkung als Mott-Streuung. Der letzte Summand (in (101.5)) 


Be B 
A 0 
, 0 
4 4 


Abb. 18. Die beiden möglichen Streuungen gleichartiger Teilchen, wenn die gestreuten 
Teilchen in die Richtungen OA und OB fliegen 


(101.5) 


stammt vom Austauscheffekt. Dieser Summand ist für 6 = 90° am größten (das 
entspricht dem Winkel 45° im Laborsystem). Bei diesem Winkel bewirken die 
Austauschterme eine Verdopplung des differentiellen Querschnitts gegenüber dem 
Streuquerschnitt ohne Berücksichtigung des Austauscheffektes. Der Austausch- 
effekt ist rein quantenmechanischer Natur. Für A — 0 geht A > o; der letzte 
Summand in (101.5) oszilliert dann schnell und ergibt, über einen sehr kleinen 
Winkelbereich gemittelt, Null, so daß der Austauscheffekt verschwindet. Für 
kleine Relativgeschwindigkeiten ist A ebenfalls groß; bei der Mittelung des Quer- 
schnitts über einen gewissen Winkelbereich verschwinden daher die Austausch- 
terme. Aus denselben Gründen braucht man die Austauscheffekte bei kleinen 
Streuwinkeln nicht zu berücksichtigen. 


S 102. Austauscheffekte beim elastischen Stoß gleichartiger Teilehen mit Spin 


Haben die stoßenden Teilchen einen Spin, dann wird der Zustand des Systems 
durch eine Funktion von Ort und Spin beschrieben. Im allgemeinen Fall ist der 
Gesamtdrehimpuls des Systems ein Integral der Bewegung beim Stoß von Teil- 
chen. Oft kann man die unwahrscheinliche Änderung der Orientierung des Spins 
bei einem Stoß vernachlässigen (s. $ 110), und es sind der resultierende Spin und 
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der resultierende Bahndrehimpuls einzeln Integrale der Bewegung. In diesen 
Fällen kann die vollständige Wellenfunktion ® des Zwei-Teilchensystems als 
Produkt der Ortsfunktion y und der Spinfunktion x geschrieben werden. Im 
Schwerpunktsystem hängt die Ortsfunktion nur vom Vektor r ab, der die relative 
Lage der beiden Teilchen angibt. Die Spinfunktion x(sı, sa) ist von sı und sy ab- 
hängig, die die Orientierung der Spins der beiden Teilchen in bezug auf eine ge- 
wisse Richtung angeben. Wir wollen uns mit dem Stoß zweier gleichartiger 
Teilchen mit dem Spin 1/2 befassen (Elektronen, Protonen, einige Kerne). Der 
resultierende Spin des Systems ist entweder 0 oder 1. Im ersten Falle (Singulett- 
zustand) muß die Ortsfunktion gegenüber einer Vertauschung der Teilchen sym- 
metrisch sein (s. $ 87). Die Ortsfunktion hat daher dieselbe Gestalt wie die Funk- 
tion (101.2), und der Streuquerschnitt wird 


do,= |A(d)+ Aln- O)?d2 für S=0. (102.4) 


Für den Triplettzustand, se 1, ist die Ortsfunktion antisymmetrisch, deshalb 
sınd 


09)— Aln-90) . 
y,(t) Ben eikz _ e-ikz 4 ( ) 3 (r ) eikr (102.2) 
und der Streuquerschnitt 
do,= |A(#) — Aln- 0)? d2 für S=1. (102.3) 


In dem Spezialfall, daß die Streuung allein von Coulomb-Kräften verursacht wird, 
wird der Streuquerschnitt im Singulettzustand durch (101.5) gegeben, und der 
Streuquerschnitt im Triplettzustand ist 


9 
9 2(> 
Zei) 1 N 2 E ng (>)| 
(2 


Iu08 in (9) 2 0) er y rule (102.4) 
s 5) «| (5 coS (5) 
Nach (102.4) ist der effektive Querschnitt der elastischen Streuung für 0 = 90° 
(im Massenmittelpunktsystem) do, = (0. Erfolgt die Streuung an Teilchen mit 
einer bestimmten Orientierung des Spins, dann werden unter dem Streuwinkel 
6 = 90° (im Laborsystem entspricht das dem Winkel 0, = 45°) nur Teilchen mit 
Spinrichtung entgegengesetzt zum Spin der Teilchen ım Target beobachtet. 
Normalerweise wird die Streuung von unpolarisierten Strahlen an unpolari- 
sierten Targetts untersucht, es wird deshalb nur der Mittelwert des effektiven 
Streuquerschnitts gemessen. Im Singulettzustand gibt es eine Spinfunktion, im 
Triplettzustand drei, daher ist der Mittelwert des effektiven Streuquerschnittes 
(unter der Voraussetzung gleicher Wahrscheinlichkeit für jeden Spinzustand) 


n 3 . 
do= .do,+ ,.do,- 


8 
2. 
(ey, cos [ang (5)] 


IR ee u ll, U) 


ea 
sın“ (>) cos? (5) sin? (5) cos? (>) 
2 y) 3 2; 
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mit 
Z?e? 


Yu 


Wirriams [68] erhielt für die Streuung von Elektronen mit der Energie 20 keV 
in der Wilson-Kammer eine gute Übereinstimmung der experimentellen Ergeb- 
nisse mit der Formel (102.5). 

Wir kommen jetzt zur Behandlung des allgemeinen Falles der Streuung gleich- 
artiger Teilchen mit Spin s (in Einheiten A). DieSymmetrie der Ortsfunktion für die 
Relativbewegung der Teilchen richtet sich nach der Symmetrie der Spinfunktion 
bei der Vertauschung der Spins der Teilchen. Zwei Teilchen mit Spin s haben 
(2s + 1)? verschiedene Spinzustände, die sich im resultierenden Spin und dessen 
Projektionen voneinander unterscheiden. Die Regel für die Vektoraddition ($ 41) 
ergibt, daß der resultierende Spin ‚S eines Systems aus zwei gleichartigen Teilchen 


die (2s + 1) verschiedenen Werte 
Sy, Des, ed, u, 0 (102.6) 


annımmt. Die Spinfunktion eines Teilchens sei @,m. Zu jedem Wert des resul- 
tierenden Spins gehört dann die Wellenfunktion 
xsm(l, 2)= 3 (sı sa mı malSM) Psm,(l) Ps,m,(2)- (102.7) 
MıMg 
Wegen der Symmetrieeigenschaften (41.18) der Clebsch-Gordan-Koeffizienten und 
wegen der Gleichung sı = sa = s ändert sich die Spinfunktion X%su(1, 2) bei einer 
Vertauschung von Teilchen nach dem Gesetz 


xsm(l, 2)= (—1)2-8 you, 1). (102.8) 


Andererseits muß sich die vollständige Wellenfunktion ® bei der Vertauschung 
zweier Teilchen entsprechend den Eigenschaften von Systemen identischer 


Teilchen ($ 87) nach der Vorschrift 
Psu(l, 2) = ysull, 2) Xsm(l,2)= (-1)" Psnl2, 1) (102.9) 


ändern, d. h., diese Funktion ist symmetrisch, wenn s eine gerade Zahl ist, und 
antisymmetrisch für ungerades s. Aus dem Vergleich von (102.8) mit (102.9) ergibt 
sich 

ysm(l,2)= (—-1)° vsul2, 2): (102.10) 


Die Ortsfunktion eines Systems aus zwei gleichartigen Teilchen ist also für gerad- 
zahligen resultierenden Spin symmetrisch, und antisymmetrisch, wenn der resul- 
tierende Spin ungerade ist. 

Aus diesem allgemeinen Theorem folgt: Für die Streuung zweier gleichartiger 
Teilchen wird der differentielle Streuquerschnitt durch die Formeln gegeben: 


dot) = |A(09)+ A(rn— 0)? dQ für geradzahliges $, (102.11) 
do) = |A(0) — A(rn— 6)? dQ für ungeradzahliges Ss. (102.12) 


Bei der Streuung von Teilchen mit beliebiger Orientierung der Spins ist der 
resultierende Spin 5 nicht festgelegt. Falls alle möglichen Spinzustände gleich 
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wahrscheinlich sind, ist der effektive Streuquerschnitt 
do= W(S,) do?) + W(S,,) do”), (102.13) 


wenn W(S,) und W($,,;) die relativen Zahlen der Spinzustände zu geraden und 
zu ungeraden S sind. Aus (102.6) folgt 


s+i 
e .. lı 
1 für ganzzahlıges s 


W(S,)= Ä (102.14 a) 
| für halbzahliges s 


2s+1 
s i 
| für ganzzahliges s 
W(Su) = = (102.14b) 
1 für halbzahlıges s . 


Nach (102.11) und (102.12) ändert sich der differentielle Streuquerschnitt nicht, 
wenn man 0 durch rn — Ö ersetzt. Die Symmetrie zum Streuwinkel 0 = 90° im 
Schwerpunktsystem ist eine allgemeine Eigenschaft des differentiellen Streuquer- 
schnitts bei der Streuung gleichartiger Teilchen. 
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Bisher haben wir nur die elastische Streuung behandelt, bei der die inneren Zu- 
stände der stoßenden Teilchen unverändert bleiben. Bei der Behandlung in- 
elastischer Stöße hat man die inneren Freiheitsgrade der stoßenden Teilchen zu 
beachten. Ein Teilchen mit der Masse z soll an einem komplizierten System A 
gestreut werden, dessen innere Freiheitsgrade mit dem Buchstaben & bezeichnet 
werden sollen. Ist die Masse des Teilchens beträchtlich kleiner als die Masse des 
Systems A (Streuung eines Elektrons an einem Atom, Streuung eines Nukleons 
an einem Atomkern usw.), dann fällt der Koordinatenursprung des Schwerpunkt- 
systems in den Schwerpunkt des Systems A. Ferner setzen wir voraus, daß das 
einfallende Teilchen nicht mit einem in A enthaltenen Teilchen identisch ist. Den 
Ort des einfallenden Teilchens bezeichnen wir mit r. Die Schrödinger-Gleichung 
für die Streuung ist | 


(Be _ H(&) + Ir v) Y (7, 9)= V(, 9) Pr, ). (103.1) 


Darin sind E, die Gesamtenergie, H(&) der Hamilton-Operator für das System A 
und V(t, &) der Operator für die Wechselwirkung des Teilchens mit dem System A. 
oy(E) und &, seien die Eigenfunktionen und die Eigenwerte des Operators H(£). 
Die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators 


H,= H(&) - _V? (103.2) 
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kann man dann ın der Form 


| R2g? 
Ey &+ Iu ’ (103.3) 
Bya= Pol&) exp (iar) (103.4) 


‚schreiben. Die Eigenfunktionen sind nach der Vorschrift 
2m)? I Spule) FELE) exp fiale- v)) da= EP) Se- 7) (108.40) 
normiert. Der Anfangszustand (‚einfallende Welle‘) werde durch die Funktion 
Da= Dot = PolE) exp (iar) (103.5) 


beschrieben, die zum Grundzustand des Systems A und der Relativbewegung von 
Teilchen und System A mit der Energieh?k2/2u gehört; dabei ist E,—= &0+ h?k2/2u. 
Infolge der Streuung ist das System A in den Zustand 9, übergegangen. Für den 
Endzustand haben wir die Funktion 


Buy = Po(E) exp (ter) 


zur Energie E,= &, + h?k2/2u, wenn h?k2/2u die Energie der Relativbewegung 
nach der Streuung ist. Nach dem Energiesatz muß bei einer Streuung die Gleichung 
Ea = E» gelten. Aus dieser Beziehung folgt für die Energie der Relativbewegung 
nach der Streuung 


Die verschiedenen Endzustände, die sich durch die Quantenzahlen 5b und somit 
durch die inneren Energien des Systems A unterscheiden, bezeichnet man als 
Streukanäle. Ein Streukanal ist offen, wenn Anfangs- und Endzustand die Bedin- 


sung 


erfüllen. In diesem Falle ist die Energie der Relativbewegung nach der Streuung 
positiv, d.h., die Teilchen können sich unendlich weit voneinander entfernen 
(realer Streuprozeß). Ein Streukanal ist geschlossen, wenn die Ungleichung 

272 


&0— &+ “<h 
Zu 


gilt. Uns interessieren Lösungen von (103.1), die einer „einfallenden Welle“ ®, 
und einer gestreuten, vom Zentrum auslaufenden Welle entsprechen. Man geht 
zweckmäßig von der Differentiälgleichung zur entsprechenden Integralgleichung 
über, um solche Lösungen zu erhalten. Wir berechnen zunächst die Greensche 
Funktion G für den Operator auf der linken Seite von (103.1). Definitionsgemäß 
muß diese Funktion die Gleichung 


(Ea— H.) Geld) = Sr vr) 8E- €’) (103.6) 
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erfüllen. Die Greensche Funktion für auslaufende Wellen wird durch den Ausdruck 


%(rt- ’)IE- ©) 


CHEMN- Emm 2 seele), (103.7) 
mit 
Ay am fl en at — = 
ee Da a, (103.72) 
= (- Bi 4) (103.8) 


gegeben. Die kleine Größe n in (103.7a) gibt nur an, wie der Pol zu umgehen ist; 
nach der Ausrechnung des Integrals hat man daher 7 — 0 gehen zu lassen. 

Für offene Kanäle, d. h. für Zustände b mit k2 > 0 wird die Greensche Funktion 
des Kanals mit Hilfe der Gleichung (s. $ 96) 


u exp (iqt) exp (iky|t|) 

lım Ar)? | —————— ddgq= — —— 103.9 

ie I 17 a Art] 
ın die folgende Form gebracht 

er en_ __M .. exp (ik,lr— r/]) sn 

5b (t Elr & ) )-ch? 7) 2 (8 ) Ir ne | ’ ( 03. 0) 

Die der Differentialgleichung (103.1) entsprechende Integralgleichung kann man 

für die ‚„einfallende Welle‘“ ®, ın die Gestalt 


PH, = 


, € ik) — r/| a Id 1 14 14 
- Be eV wer ae ddr’ + 


+ Se rer) Ver) PH) dE’ dir’ (103.11) 


bringen. Die erste Summe gehört zu allen möglichen offenen Kanälen (Streuung 
und Reaktionen), die zweite Summe über b’ gehört zu allen geschlossenen Kanälen 
(k2.< 0). Die Greensche Funktion für die geschlossenen Kanäle wird direkt durch 
den Ausdruck (103.7a) gegeben. Das + an der Funktion Yt) gibt an, daß diese 
Funktion vom Zentrum auslaufenden Wellen entspricht. Die Gleichung (103.11) 
wird häufig symbolisch in der von Lırpmann und ScHwinGer [69] vorgeschla- 
genen Form 


YeH=&,+ (E,— H,+ in)! VP (103.11 a) 


geschrieben. 

Zur Bestimmung der Streuamplitude hat man das asymptotische Verhalten 
von (103.11) für große Entfernungen vom Zentrum zu untersuchen, wenn nur die 
offenen Kanäle einen Beitrag zu Y\?? liefern (s. $107). Für große r ist k,lr — r/] 
— kr — Ipr/, wenn f, der Wellenzahlvektor i in Richtung des Ortsvektors t ist. Der 
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asymptotische Ausdruck für (103.11) bei großen r ist 


eikor 


YO, H= dt + 2 AyaPpr(E) , (103.12) 


r 


wobei 


Anm zug | RO DPIN HEr dE= 


= — u (Arh2)1cÖ,VIPLH) (103.13) 


die Streuamplitude für die Streuung mit dem Anfangszustand 2, (103.5) und dem 
Eindzustand 


D®,= 9r(£) exp (ifsr) 


ist; das bedeutet den Übergang des Systems A in den Zustand g@,(£) und die 
Streuung des Teilchens in die Richtung des Vektors f, mit der Energie der Relativ- 
bewegung h?k2/2u. Speziell für a = b entspricht die Streuamplitude (103.13) einer 
elastischen Streuung. 

Zur Berechnung des differentiellen Streuquerschnitts entsprechend dem Über- 
gang a — b hat man (103.12) mit der Funktion 9,(£) zu multiplizieren und über 
alle inneren Variablen & zu integrieren. Wir bekommen so für die Streuwelle den 


Ausdruck 


r ) u eitat ı r1Aca eikor für b= a, (103 14) 
z r1A,. eikor für b+a; 


6 ist der Winkel zwischen f, und der Streurichtung. Der Strom der gestreuten 
Teilchen pro Zeiteinheit in den Raumwinkel d2 in Richtung von f, ist folglich 
(Atu/u)l Ava)? dQ. 

Die Stromdichte der einfallenden Teilchen ist v, = kk,/u, und der gesuchte effek- 
tive Streuquerschnitt wird 


day. [Aula HR _ Ko, viwery2 an (103.45) 
ba ke, ba (2rch?)? ke, b e . ; 


Wir multiplizieren (103.15) mit der Stromdichte der einfallenden Teilchen und 
erhalten die Zahl der pro Sekunde in den Raumwinkel d2 gestreuten Teilchen 


2 | 
dPya= Zu KD,IVIPCHY]2 do,, (103.46) 
wo 
a0, Ahr dQ 
BT 7ach)s 


die Zahl der Endzustände pro Volumen- und Energieeinheit ist. 
Die Funktion des Anfangszustandes 9, sei auf ein Teilchen im Volumen /’ nor- 
miert, d. h., wir setzen statt (103.5) 


D,= V-1290(E) exp (ifer). 
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Die Zahl der Endzustände beziehen wir auf dasselbe Volumen: 


BÜTarh 


Die Formel (103.16) gibt dann die Übergangswahrscheinlichkeit a — b pro Se- 
kunde beim Stoß zweier Teilchen im Volumen 7 an. | 
Die Formeln (103.15) und (103.16) gelten exakt. Sie geben die Übergangswahr- 
scheinlichkeit pro Zeiteinheit (für Zustände des kontinuierlichen Spektrums) bzw. 
den effektiven Streuquerschnitt an. Zur Berechnung dieser Größen muß man die 
Lösung der Integralgleichung (103.11) kennen. Ersetzen wir in diesen Ausdrücken 
in nullter Näherung Y{?) durch ,, so erhalten wir den effektiven Streuquerschnitt 
für elastische und inelastische Streuung in erster Bornscher Näherung (große Rela- 
tivgeschwindigkeiten) 


I (N 8 |VIO,,%2 d0 103.17 
A0;, FE Ich? en ol | al ( O. ) 


und die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit in der ersten Ordnung der 
Störungstheorie 


2 
ap = IKB, VIBa)1? den. (103.18) 


Das Matrixelement wird durch das Integral 


| B,1VID.> = [ Voo(t) exp (ilte— Eo)r} ddr (103.19) 
mıt 
: Vrolt)= f PF(E) Ver, &) po(E) dE (103.20) 
gegeben. 


$ 104. Streuung eines Elektrons an einem Atom ohne Berücksichtigung der 
Austauschwechselwirkung 


Wir wenden die Ergebnisse der vorhergehenden Paragraphen zur Berechnung 
des effektiven Streuquerschnitts der elastischen und inelastischen Streuung von 
Elektronen an einem Atom mit einem Elektron an. In diesem Paragraphen werden 
wir voraussetzen, daß man die Elektronen des Systems unterscheiden kann. Dem 
einfallenden Elektron ordnen wir den Index 1 zu, dem Atomelektron den Index 2. 
Die Identität der Elektronen wird in $ 106 berücksichtigt werden. 

Das Atomelektron wird durch den Hamilton-Operator 
h” _, Ze? 
H(?)= In vs = (104.1) 


beschrieben, dessen Eigenwerte e, und Eigenfunktionen @„(2) in $ 38 behandelt 
worden sind. Die Relativbewegung des Elektrons 1 und des Atoms wird durch den 
Operator — h?/2u 97 beschrieben (die Masse des Atoms ist bedeutend größer als die 
Elektronenmasse). Für die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Atom haben 
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wir den Operator 


(104.2) 
rn r1 


Die Streuung eines Elektrons an einem Wasserstoffatom gehorcht also der Glei- 
chung 


(Eo— Ho) Pl, 2)= Voll, 2) PL, 2) (104.3) 
mit 
Br, 
H,= H(2) — 7, v (104.4) 


Die Greensche Funktion des Operators Hy (s. (103.10)) für auslaufende Streuwellen 
als Lösungen von (104.3) ist 


‚, exp (ik„ltı — rl) 


+) ‘x en r 
CP (urlr,t,) = = ni zZ Pr ‚(r2) @*(r,) il = (104.5) 
mit 
52R2 H2R2 
ni a ee en > o— 


Die zur Gleichung (104.3) gehörige Integralgleichung für eine ‚einfallende Welle“ 
Bo(1, 2) = eiftipo(t.) 
wird daher (wenn man nur die offenen Kanäle berücksichtigt) 
Fre) = Doll, 2) — 


i Rn } 


- 353 9n(5) IEDE Pre h Volt) Yin) ddr, ddr,. (104.6) 


Wir multiplizieren (104.6) mit @,(rs) und integrieren über den Ort des zweiten 
Elektrons, so finden wır die Funktion 


Fu) = [ p%le) Pi (ein) ddr, 
für die Streuwelle bei Anregung des n-ten Atomzustandes haben wir 


le) = File) - ed = 


u ’ ikn|tı-tj| _.ı .ı ’ ’ s 
7 ImhR f Pr ee —y| Volt) Prinz) ddr, ddrz. (104.7) 


In großen Entfernungen vom Zentrum (rı > oo) hat die Funktion (104.7) das 
asymptotische Verhalten 


[H(u) = rr' Ano(0) eltntı. (104.8) 


Die Streuamplitude für die Streuung des Elektrons 1 ın den Winkel 6 unter An- 
regung des Atoms aus dem Zustand O0 in den Zustand n wird durch den Ausdruck 


Ano(0) = DB, au) Pi’). (104.9) 


SE 
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gegeben. Im Matrixelement (104.9) ist 
„= Pt) etntı (104.10) 


die Funktion des „Endzustandes“; PP) ist die Lösung der Integralgleichung 
(104.6). 
Der effektive Streuquerschnitt für die Streuung in den Raumwinkel d£ ist 


do, = nu A200)? AR. (104.14) 
0 


Die Berechnung des effektiven Streuquerschnitts reduziert sich auf die Lösung 
der Integralgleichung (104.6) oder des Systems gekoppelter Integralgleichungen!), 
das sich aus (104.7) durch die Substitution 


N (tıt) = 2 Po (14) On(to) (104.12) 


ergibt. 

Für große Geschwindigkeiten des einfallenden Elektrons kann man die Bornsche 
Näherung verwenden, d.h. in (104.9) P{P’(r,, ra) durch ©, ersetzen. In diesem 
Falle ist 

D,|V (ur) Do) = fer Vnoltı) d’r, 


q= to — En; hg ist der vom Elektron bei der Streuung auf das Atom übertragene 


Impuls, 
Vo (rn) = - [ eH( 193) V(tır) o0(t) dry. (104.13) 
Insbesondere ist für elastische Streuung 
Do VIDoy = [et Volt) ddr= V5; (104.14) 


wenn Voo die über den Grundzustand des Atomelektrons gemittelte potentielle 
Energie der Wechselwirkung des einfallenden Elektrons mit dem Atom ist. Diese 
potentielle Energie kann man mit Hilfe der Poisson-Gleichung (e < 0) 


Vz Voolr) = -Areeft) (104.15) 
durch die mittlere elektrische Ladungsdichte im Atom 


o(r) = Zeölr) — en(r) 


1) Wir setzen (104.12) in (104.6) ein, multiplizieren mit @*(15), integrieren über 19 und 
erhalten das Gleichungssystem 
ikn | | 
en] 1 1 


j . HM r 3 5 
FH) = d,geittı — vV (W)FYM) —————— dr; 
no ( 1) nd Ich? 2 a 1) mo ( 1) It = vl 


mit 

= | P4()Voltır) pn (ta) drn. 
Weiter setzen wir (104.12) in (104.9) ein und drücken so die Streuamplitude durch die 
Funktionen F(#) (r,) aus: 


M er 
An= - aD | *® AV FA u)Adr. 
2% 
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ausdrücken; n(t) ist dabei die Elektronendichte im Grundzustand. Setzen. wir 
in (104.15) die Fourier-Transformierten 
Voo(t) zen V e-igtd3g und o(t) = se o e-igt d’q 
DEEN Bu (Ar)? ) 


ein, so erhalten wir 


TVa= Arepg- 
Demnach ist 
Are Are? 
V.= 3 # o(x) eiat ddr — » 1Z- Fol. (104.16) 
worin 
F(g) = [ nt) ei® ddr (104.17) 


der Atomformfaktor ıst. Dieser hängt von der Verteilung der Elektronendichte im 
Atom und von dem bei der Streuung übertragenen Impuls kq ab. Für kugel- 
symmetrische Elektronendichte ist 


F()=Arg”! [ rn) sin(gr) dr. (104.17 a) 
0 
Bei elastischer Streuung haben wir 
q= 2k sin —, k=|kol. (104.18) 


Einsetzen von (104.14) in (104.9) ergibt mit Hilfe von (104.11) und (104.16) den 
effektiven Querschnitt der elastischen Streuung eines Elektrons an einem Atom 
in Bornscher Näherung 


Ö 
we? |z- F (2xsin) | 
2ue!(Z— F 2 

do= er dQ= en d2. (104.19) 

935212 sin? I— 

2.R2 k2 sin | ,) 
Zum Schluß wollen wir den Atomformfaktor (104.17a) für den Grundzustand 
des Wasserstoffatoms explizit berechnen. Die Wellenfunktion des Grundzustandes 


im Wasserstoffatom ist p9(r) = exp (— r/a)/Yr a?!2, wenn a der Bohrsche Radius 
ist; damit wird n(r) = exp (— 2r/a)/na?. Diesen Ausdruck verwenden wir in 


(104.17a) und bekommen 
“ Ir 21-2 
F(g)= nf" (r)e ardr= 1 + ( | (104.20) 
a°qg | 2 
0 


Für kleine Winkel gilt 
ga= 2 ka sin — < 1, 


Fo)z1- Pal. 
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Mit diesem Ausdruck gehen wir in (104.19) ein und finden (fürZ = 1) 
4 
do= u? (5) d2, ga<1. 


Der effektive Streuquerschnitt hängt also für kleine Streuwinkel nicht vom 
Streuwinkel ab. 
Für große Streuwinkel, ga > 1, ist der effektive Streuquerschnitt 


2 e 


4 
ER da 


hksın s 


gleich dem Querschnitt der Rutherford-Streuung am Atomkern (Z =). 


$ 105. Stöße mit Umordnung der Teilchen. Reaktionen 


Bisher haben wir in diesem Kapitel die Theorie der Streuungen behandelt, bei 
denen die stoßenden Teilchen zwar angeregt werden konnten, aber ihre Zusammen- 
setzung blieb unverändert. Bei Stößen komplizierter Teilchen brauchen diese 
nicht nur angeregt zu werden, sondern es kann sich auch die Zusammensetzung 
der Teilchen ändern. Die letzteren Stöße nennt man Reaktionen oder Stöße mit 
Umordnung der Teilchen. Wir werden uns nur mit solchen Reaktionen befassen, 
beı denen im Endzustand zweı Teilchen vorhanden sınd. | 

Bei Stößen mit Umordnung der Teilchen wird das System durch einen Hamilton- 
Operator beschrieben, den man in zwei verschiedenen Arten darstellen kann: 


H=-H,+V,=-H,+V,. (105.4) 


H, und H, sind die hermiteschen Operatoren für die kinetische Energie der 
Relativbewegung und die inneren Zustände der stoßenden bzw. der auseinander- 
fliegenden Teilchen; VW, und V, sind die Operatoren für die Wechselwirkung 
zwischen den stoßenden bzw. auseinanderfliegenden Teilchen. 
Es seı 
B2 
H.= - 5, Vet Ha) (105.2) 


der Hamilton-Operator für die kinetische Energie der Relativbewegung (mit der 
reduzierten Masse #,) und der inneren Zustände der stoßenden Teilchen. Seine 
Eigenwerte und Eigenfunktionen sind 


27.2 

EL (105.3) 
2 la 

D.= PnalE) exp (ala). (105.4) 


Beim Stoß werden die Bestandteile der stoßenden Teilchen umgeordnet. Den 
Hamilton-Operator der kinetischen Energie und der inneren Zustände der neuen, 
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auseinanderfliegenden Teilchen bezeichnen wir mit 


h? 
H,= — I, vs H,(2). (105.5) 
Ferner seien 
Van 
Eyg = I + 20, (105.6) 
Pra= Pnm(E) exp (iqts) (105.7) 


die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Operators H,. 
Der Stoß wird vollkommen durch die Schrödinger-Gleichung 


(Ea- H,) P,- Va (105.8) 


mit den entsprechend gewählten Randbedingungen beschrieben. Wir stellen 
folgende Randbedingung: In großen Entfernungen vom Massenmittelpunkt des 
ganzen Systems soll die Funktion Y, eine Superposition der Wellenfunktion der 
stoßenden Teilchen | 

= Pnu(E) exp (ifata) (105.9) 


zur Energie E,„—=h?k2/2ua + En, und der gestreuten, vom Zentrum auslaufenden 
Wellen sein. 

Man ersetzt (105.8) zweckmäßig durch eine Integralgleichung, in der gleich die 
Randbedingungen eingebaut sind. Diese Gleichung lautet symbolisch (s. $ 103) 
geschrieben 


Ych= 804 (E,— H,+ in)! VE. (105.10) 


Die Wellenfunktion Y(P, die die Integralgleichung (105.10) erfüllt, beschreibt 
alle Streuprozesse und Reaktionen im System. Um die Prozesse mit Reaktionen 
ım Kanal 5b auszusondern, muß man diese Funktion so umformen, daß sie für 
rp > © einer auslaufenden Streuwelle in der Variablen r, entspricht. 

Auf Grund von (105.1) befriedigt die Funktion N = Y(tL,& = Fr, £), 
die die Gleichung (105.8) (und die Integralgleichung (105.10)) erfüllt, gleichzeitig 
die Relation 

(E,- H,) Pr =V,PN, (105.11) 


Die Greensche Funktion des Operators auf der linken Seite von (105.11) für die 
offenen Kanäle ist 


xp ik, — % 
Cueine)=—- 55 3 en 2 Pn(2) Pn( rl 


’ 


mit 


Kae 
(en Ent 3.) >0. (105.12) 


Für große r, können nur vom Zentrum auslaufende Wellen vorhanden sein. Daher 
bekommen wir für das asymptotische Verhalten der Funktion Y(P) bei großen r, 
ee m 
„exp in — tr ; ; a 
Vale) PILEEN ar a 


I tl 
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oder 


PHlr,L)= D PnplE) Apalı) —— (105.13) 


N» b 


mit der Streuamplitude 


Asa) = 6 Ze) BNP, (105.14) 


n ist der Einheitsvektor in der Streurichtung ; 


D,= 9n,(8) exp (ifyr,), (105.15) 


f, ist der Wellenzahlvektor der Streuwelle. Die in (105.14) eingehende Wellen- 
funktion YCP ist die Lösung der Integralgleichung (105.10). 

Experimentell wird der Teilchenstrom eines der Reaktionsprodukte gemessen, 
das durch Übergang in einen der Zustände in der Summe (105.13) entsteht. Der 
Strom dieser Teilchen in den Raumwinkel 1 in n-Richtung wird durch die Streu- 
amplitude ausgedrückt und ist kky/u» |Ava(tt)|?. Diesen Strom dividieren wir durch 
die Stromdichte der einfallenden Teilchen Ako/u. und erhalten für den effektiven 
Querschnitt der entsprechenden Reaktion 


Up Ha kp 
(Arch?)? ko 


wenn der Endzustand durch die Funktion (105.15) beschrieben wird und k, durch 
die Beziehung (105.12) definiert ist. 


day = KB, VI FI? AL, 


S 106. Streuung eines Elektrons an einem Wasserstoffatom unter Berück- 
siehtigung der Austauschwechselwirkung 


In $ 104 haben wir die Streuung eines Elektrons an einem Atom unter der 
Voraussetzung behandelt, daß das einfallende Elektron und das Atomelektron 
als verschiedene Teilchen angesehen werden. In diesem Falle ist das asymptotische 
Verhalten der Wellenfunktion j 


Pr (ern) = elfetı Do(ta) — 


= gu Zonen) [ Pr) Velen) Pie) drin, (106.1) 
für große rı 
Ft) = elfetigo(tz)+  Pnlt2) AnalO) exp (kur) (106,2) 
mit " 
Ana 5 DVP; Du= eiteripnlı). (106.3) 


Der. Operator V„ wird durch (104.2) gegeben. 
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Sieht man die Elektronen als verschiedene Teilchen an, dann kann es neben der 
oben behandelten Streuung des Elektrons 1 unter Anregung des Atoms in den 
n-ten Zustand noch einen anderen Prozeß geben: den Einfang des Elektrons 1 
in den n-ten Atomzustand und die Emission des Elektrons 2 unter dem Winkel 6. 
Dieser Prozeß ist ein Stoß mit Umordnung der Teilchen, wie wir ihn im vorigen 
Paragraphen beschrieben haben. In diesem Falle ist der Operator für die Wechsel- 
wirkung zwischen dem Elektron 2 und dem Atom, in dem das Elektron 1 den 
Platz des Elektrons 2 eingenommen hat, 


en (106.4) 


und zum Endzustand gehört die Funktion 


D,(ltır)= Pnltı) exp (if,ra). 


Das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion PET, t9) für große ry ist 
nach (105.13) 
Pen) = I Pnltı) Bra(O) rs, (106.5) 


r2 


mit 


Bra — <D,| Yu": (106.6) 


a 


Der differentielle Querschnitt der Streuung eines Elektrons unter Anregung 
des Atoms in den Zustand n mit gleichzeitigem Austausch der Elektronen wird 
also durch den Ausdruck 


k Ken 


don. = nu Pra(0 da (106.7) 


gegeben. 

Die Identität der Elektronen wird berücksichtigt, indem man die durch (106.1) 
gegebene Wellenfunktion YP’(r,, ra) richtig symmetrisiert (in bezug auf die 
Vertauschung der Orte der Elektronen 1 und 2). In einem System aus zwei 
Elektronen hängt die Symmetrie der Ortsfunktion vom Spinzustand des Sy- 
stems ab. Sind die Spins beim Stoß antiparallel (Singulettzustand), dann muß die 
Ortsfunktion gegenüber einer Vertauschung r; und ty symmetrisch sein: 


7,=- um) + rn). (106.8) 


Anhand von (106.2) und (106.5) sehen wir, daß die Funktion (106.8) das asympto- 
tische Verhalten 


eikarı 


P,= eiftipo(t))+ I, Yn(ta) [Ana+ Bna] für rı groß (106.9) 


hat. Entsprechend lautet der asymptotische Ausdruck für dieselbe Funktion 


eikarz 


P,= eiengoltı) + I Pnltı) [Anal0) + Bna(0)] für r2 groß. (106.92) 


r2 


$ 107. Die Streumatrix 421 


Aus (106.9) (oder (106.9a)) folgt für den differentiellen Streuquerschnitt eines 
Elektrons an einem Atom unter Anregung: des Atoms in den n-ten Zustand im 
Singulettzustand der Ausdruck 


do, = 7" Anal) + BralO)I? ER. 
ta 


Sind die Spins beim Stoß parallel (Triplettzustand), dann muß die Ortsfunktion 
bei einer Vertauschung von tı und ty antisymmetrisch sein. Deshalb bekommen 
wir 


7, = V Nun) - Pr (tr). (106.10) 
Mit Hilfe von (106.2) und (106.5) erhalten wir die asymptotischen Ausdrücke 
f eikarı 
Pi= eifetı po(r3) + > O©n(t5) [Ana(0) = Baa(0)] 7 für r groß, 
R eiknrz 
P,= —eiktepolrı)— I, Pn(tı) [Ana(0)— Bna(0)] z für ra groß. 
Für die Streuung im Triplettzustand ist demnach 
kn 
do,= „ Ana(9) — Ba)? AR. (106.11) 


Für unpolarisierte Elektronenzustände ist der effektive Streuquerschnitt eines 
Elektrons an einem Atom unter Anregung des Atoms in den n-ten Zustand 

kn [3 

4 


1 
na” Baal” Erz na Das ) d2. 
= |A "+7 lAnat Bnal 


In Bornscher Näherung hat man in den Formeln (106.3) und (106.6) PP(r,, ra) 
durch eifatı Y9(t5) zu ersetzen. Es ergeben sich folgende Ausdrücke für die Streu- 
amplituden: 


5 we? ei 
Ana = Imhz fe ki Waoltı) d3 t,, 


mit 


ve? inte 1.2 
Dia S& i 9, (8) er itetshllatı | Yu(ta) d3rı dr. 


S 107. Die Streumatrix 
Zur Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften von Streuprozessen und 
Reaktionen verwendet man zweckmäßig den Streuoperator S, dessen Matrix- 
elemente die S-Matrız oder Streumatrıxz bilden. Die Streumatrix verknüpft den 


28 * 
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Anfangszustand eines Systems, in dem die stoßenden Teile des Systems noch un- 
endlich weit voneinander entfernt sind, mit den Endzuständen, ın denen die 
Reaktionsprodukte unendlich weit auseinandergeflogen sind. 

®,(—-%) sei die Wellenfunktion des Anfangszustandes. Sie beschreibt die 
Relativbewegung der beiden Teilsysteme und deren innere Zustände zur Zeit 
t= — x. Der Operator S bestimmt das asymptotische Verhalten der Wellen- 
funktion Y,(oo) außerhalb des Bereiches der Wechselwirkung, d.h. den End- 
zustand zur Zeiti = oo nach dem Stoß. Es ist also 


Y(o)=- S®,-o). (107.4) 


H sei der vollständige hermitesche Hamilton-Operator des Systems. Der Streu- 
operator S kann durch die Beziehung?) | 


S=- lm ul, i) (107.2) 


t>o0,1, > —- © 


definiert werden, wobeı 
u(t, io) = exp | _ - H(t— N (107.3) 


ein unitärer Operator ist. 

Die Funktion Y,() charakterisiert alle möglichen Streuprozesse und Reak- 
tionen, die bei dem Stoß der Teilsysteme vor sich gehen können, wenn sich diese 
füri = — oo ım Zustand ®, befunden haben. Wir bezeichnen einen der möglichen 
Endzustände mit ®,; er beschreibt die Art der auseinanderfliegenden Teilchen, 
ihre inneren Zustände und ihre Relativbewegung. Jede Zerfallsmöglichkeit, die 
durch den Index b angegeben wird, heißt Reaktionskanal. Der Anfangszustand 
und der Endzustand bei elastischer Streuung gehören zum Eingangskanal, alle 
anderen Zustände zu den Ausgangskanälen. 

In der S-Matrix-Theorie werden nur Anfangs- und Endzustände mit genügend 
weit voneinander entfernten Teilsystemen betrachtet, wenn man deren Wechsel- 
wirkung miteinader vernachlässigen kann. Anfangs- und Endzustand gehören 
daher zum kontinuierlichen Spektrum. Bei Kernreaktionen geht der Kern aus 
einem bestimmten Anfangszustand (der durch die Versuchsbedingungen fest- 
gelegt wird) in bestimmte Endzustände des kontinuierlichen Spektrums über. 

Die Funktionen D, (die als Spezialfall b = a auch die Funktion D, enthalten) 
bilden definitionsgemäß ein vollständiges orthonormiertes Funktionensystem, 

i) Mit Hilfe des Hamilton-Operators H kann man die stetige Zustandsänderung von 
D,„(— ©) bis Y,(o0) verfolgen. Heisenberg äußerte die Meinung, daß eine solche genaue 
Beschreibung nicht nötig ist. Zur Beschreibung von Streuprozessen und Reaktionen braucht 
man nur das asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen vor und nach dem Stoß zu 
kennen, wenn die stoßenden und die auseinanderfliegenden Teilchen frei sind. In diesem 
Falle kann man die Schrödinger-Gleichung und den Begriff des Hamilton-Operators nicht 
benutzen und die Gleichung (107.1) als Definition des Operators S verwenden. Bei diesem 
Vorgehen sind der Operator S und dessen Matrixelemente, aus denen man die Wahrschein- 
lichkeiten der verschiedenen Prozesse berechnet, die Grundgrößen der Theorie. Bisher ist 
es auf dieser Basis nicht gelungen, eine konsequente Theorie (ohne. Einführung der Schrö- 
dinger-Gleichung) aufzubauen, die sowohl die Reaktionen als auch alle gebundenen Zu- 
stände beschreiben könnte. Offensichtlich ist eine Theorie, die nur die S-Matrix enthält, 
nicht vollständig genug. 
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daher ıst 
Palo) = 2 DO). (107.4) 


Das Betragsquadrat des Entwicklungskoeffizienten <B,]Y,> ın (107.4) gibt die 
Wahrscheinlichkeit dafür an, daß sich das System für {= oo im: Zustand 9, 
befindet. Unter Verwendung von (107.1) können wir diese Wahrscheinlichkeit in 
der Form 


wa = KB,SID)1?= |Sral?= IKdISJa)1? (107.5) 


schreiben. Aus der Unitarität der Operators (107.3) folgen die Unitarität des 
Operators S und die Unitarität der Streumatrix. Die Unitarität der S-Matrix be- 
deutet j 

SIs=1 (107.6) 


oder ausführlicher 


SEES eye, (107.7) 
b b 


Die Unitaritätsbedingung für die Streumatrix (107.7) ıst der Aussage äqui- 
valent, daß die Summe aller Übergangswahrscheinlichkeiten gleich 1 ist; das 
kann man mit Hilfe von (107.5) leicht erkennen. Die Unitaritätsbedingung (107.7) 
bedeutet eine gewisse Beschränkung für die Elemente der Streumatrix. 

Aus der Definition (107.2) folgt, daß die Streumatrix in den Quantenzahlen 
diagonal ist, die zu Integralen der Bewegung gehören; d.h., die S-Matrix ist in 
denjenigen physikalischen Größen diagonal (Gesamtenergie, Drehimpuls u..a.), 
deren Operatoren mit dem Operator H vertauschbar sind. 

Die Betragsquadrate der Elemente der Streumatrix <b|Sja> geben die Über- 
gangswahrscheinlichkeiten (107.5) aus dem Zustand a in den Zustand 5 an. Die 
Matrixelemente der Streumatrix können daher nicht von der Wahl des Koordi- 
natensystems abhängen. Im Zusammenhang damit können die Elemente der 
Streumatrix nur von solchen Integralen der Bewegung abhängen, deren Werte 
von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig sind. Zum Beispiel war im 
einfachsten Fall der elastischen Streuung von Teilchen ohne Spin ($ 98) die Streu- 
matrix in der Quantenzahl / diagonal. Die Diagonalelemente 5, hingen nur vom 
Drehimpuls, aber nicht von der Quantenzahl m; ab, die die Projektion des Dreh- 
impulses auf die z-Achse angibt. 

Wird die einfallende Welle überhaupt nicht verändert, dann sind die Matrix- 
elemente der Streumatrix Sy, = Sp. Deshalb beschreibt man einen Streuprozeß 
(und Reaktionen) normalerweise durch den Operator 7 = S — 1 mit den Matrix- 
elementen 


Zee (107.8) 
is Spa für b za. 


Der neue Operator 7 ist nicht unitär. Aus der Unitaritätsbedingung für den 
Streuoperator 8 folgt 


oder explizit 
IL I see 971): (107.8a) 
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Man beschreibt einen Streuprozeß und Reaktionen üblicherweise durch den 
effektiven Querschnitt, der als das Verhältnis der Zahl der Übergänge pro Zeit- 
einheit zur Stromdichte der einfallenden Teilchen (im Schwerpunktsystem) defi- 
niert ist. 

Wir wollen feststellen, wie die Übergangswahrscheinlichkeit durch die Matrix- 
elemente 7',. oder durch die Matrixelemente S,, der Streumatrix ausgedrückt 
wird. Da die Energie ein Integral der Bewegung ist, haben wir 


IS- Lay= —2riTya (Er — Eu): (107.9) 


Das Matrixelement T,„ gehört zu den Zuständen a und b mit der gleichen Energie. 
T ya wird daher als Matrixelement des T-Operators auf der Energieschale bezeichnet 
(s. 8 85). Es ist bequemer, hier den Faktor 2ri einzuführen (s. u.). 

Die Matrixelemente des T-Operators auf der Energieschale hängen mit den 
Matrixelementen des Operators Z über die Beziehung 


T va—= —2riö(Ey— Ea)Toa (107.9) 


zusammen. 


Aus Gleichung (107.9) finden wir 
Spa >= blay — 2riTya8(Ey— Eu) (107.10) 
mit (blay = 8,.. Durch Einsetzen von (107.10) in (107.5) kann man die Wahr- 


scheinlichkeit für den Übergang aus dem Zustand a in den Zustand b berechnen: 
2 Ir 
ya” Spa? = <blay? + 7 <bla) Im Tyat E35 | Tal? (EH- Ea) 2rhö(E, — E,) s 


In diesem Ausdruck setzen wir 


oo 


Irhd(E,— E)= [ exp B (E,— E,) N di. 


— 09 


Wegen der Faktoren “bla> und $(E, — E„) in der geschweiften Klammer kann 
man im Integral E, = E, setzen, und es ergibt sich 


2 2 
ya <blay?+ n blay Im Tyat — |Tyal?8(Er — za fr 
| % 
Die mittlere Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist demnach 
2 Ir 
Ps r- <blay Im Tya + = |Ty?S&(Er— Eu): (107.11) 
Fürb=#.a ist die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit 
IT 
Pya = —-[Tyal"8(Er — Eu): (107.11 a) 


Für b =a gibt derselbe Ausdruck auch die Wahrscheinlichkeit der elastischen 
Streuung an (in dem vor der Formel (107.8) erläuterten Sinn). 
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Der Streuquerschnitt und der Querschnitt der Reaktionen ergibt sich aus 
(107.11) durch Division durch dieStromdichte der einfallenden Teilchen „= hk,/ua: 
Wir bekommen also 


DTUa 
= BR TEE: (107.12) 


Die Endzustände liegen im kontinuierlichen Spektrum. Wir führen die Zahl der 
Endzustände o(E,) im Volumen V und pro Energieintervall 1 ein. Durch Inte- 
gration über die Energie der Endzustände wird die Wahrscheinlichkeit für die 
Streuung und die Reaktionen (a — b) pro Zeiteinheit in die folgende Form ge- 
bracht: 


2 2 
Pya = — | Tal? e(Er) = — KB TIBadP (Ei) (107.13) 


Wir vergleichen die Formel (107.13) mit der Übergangswahrscheinlichkeit pro 
Zeiteinheit in erster Ordnung der Störungstheorie ($ 77). Bei dieser Näherung 
ist der Streuoperator 7 in (107.13) durch den Wechselwirkungsoperator V ersetzt, 
der den Übergang bestimmt. Dieser Grenzübergang rechtfertigt die Wahl des 
Faktors in (107.9). 

Ein System werde durch den Hamilton-Operator H = Hy, + V beschrieben; 
Ho sei der Operator für die unendlich weit voneinander entfernten Teile des Sy- 
stems. Die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit wird nach $ 103 in diesem 
Falle durch den Ausdruck 


2 
Pa = — KBW] YPyP2o(E)) (107.13a) 


gegeben. Die Funktion Y(P ist die Lösung der Integralgleichung 
yr=d,+ (Er Hı+ in) VPE; (107.14) 
Ea = Ey ist die Energie des Systems. Aus dem Vergleich von (107.13) mit (107.13 a) 


erkennen wir, daß bis auf einen Phasenfaktor 

BI TIDa> = <DIV PL) (107.15) 
ist. Jetzt führen wir durch die Beziehung 

yr=-0ngG,, 
den Operator ®(t) ein. Aus (107.14) folgt damit die Operatorgleichung 
or)=1+(E,- Ho+ in) !von. 
Um (107.15) zu erfüllen, kann man 
T- vo (107.15 a) 


setzen. Der Operator 7 erfüllt dann die Operatorgleichung 
T=V+V(E,„- H,+in)!T. (107.16) 
Aus (107.16) folgt 
(Ba H+ 1n) (Ea- Ho+ in)! T=V 
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mit dem vollständigen Hamilton-Operator H = Hy, + V. Die erhaltene Operator- 
gleichung multiplizieren wir von links mit (,— Hy, + in) (Ek- H+in)! 
und bekommen 

T=V+V(E,„- H+in)'!V. (107.16) 


Erinnert man sich an die allgemeine Gestalt der Streuamplitude (103.13), so 
kann man die Streuamplitude direkt durch das Matrixelement des Operators T 
ausdrücken. Dazu braucht man nur die Beziehung (107.15) zu verwenden; es ist 


___Ma ‚8. 
Ada= — 55 «Dal T1Bo). (107.17) 


Zur Berechnung des effektiven Querschnitts der Streuung und der Reaktionen 
hat man den expliziten Ausdruck für o(E,) in die Formel (107.13) einzusetzen 
und durch die Stromdichte ;„ der einfallenden Teilchen zu dividieren. In allen 
Paragraphen dieses Kapitels haben wir bisher die ebenen Wellen für die freien 
Teilchen auf die Stromdichte normiert, die zahlenmäßig gleich der Relativ- 
geschwindigkeit ist, d.h. 


, hf, 
Da = Pa(E) exp (ara); la = a D 


D, = oH(E) exp (if,r,) . 


Die Zahl der Endzustände pro Energieintervall 1 bei der Streuung in die Rich- 
tung des Einheitsvektors n, und in den Raumwinkel d ist 


_ uk, dA 
detE) GESERZ, 
Folglich haben wir 
et 
dopa= j! d.Pitn — Er Id, T|8,)? dR. (107.18) 


Die Funktionen ®, und 2, der stoßenden und der auseinanderfliegenden Teilchen 
seien auf eine ö-Funktion im Energieraum normiert: 


Kalla\ Hl" 
laEana> = (er D,; 


k 1/2 
IdEyny> = Fr D,. 


Der effektive Querschnitt der Streuung und der Reaktionen (107.18) erhält damit 
die einfache Gestalt 
(2)? Ä 
doya = (bEy,n,| TlaE,na>|? d2, Ev = ER (107.19) 


a 


In der Formel (107.19) wird der Anfangszustand durch die Gesamtenergie E, 
und den Einheitsvektor n, in Fortpflanzungsrichtung der einfallenden Teilchen 
gegeben. Die Zusammensetzung der Teilchen und ihre Zustände werden durch 
den Buchstaben a gekennzeichnet. 
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In kugelsymmetrischen Feldern ist der Bahndrehimpuls für Teilchen ohne Spin 
ein Integral der Bewegung. Man gibt deshalb die Anfangszustände zweckmäßig 
durch Partialwellen mit bestimmten Werten der Quantenzahl / an. Das geschieht 
einfach durch die Transformation 


<bEyny! TlaEanay> = 3, bErny| TlaE.Imy<Im|n.> (107.20) 
Im 


mit der Transformationsfunktion (s. $ 27) 
<imIn,>= Yı,lna)- (107.20) 
Legt man die z-Achse in Richtung des Vektors n,, dann ist 


21+1 
Yındne)= Y Ir Som: 


Einsetzen von (107.20) in (107.19) ergibt 


d E 

Oha- 75 
2 
kz 


2 
3 V2T+ 1 <bEyn,|TIaE.l0) dQ, E=E.. 
l 


Ferner beachten wir, daß die Matrixelemente des Operators T für ein kugel- 
symmetrisches Feld in den Quantenzahlen / und m diagonal sind, und bekommen 


<bEanol TlaE,l0> = <nyll0> <bEI0|TlaE.I0> = Yıoln,)<6lTıla>, 
mit 
<bI|T,lay = <bE,I0|TlaE.Idy. 
Diesen Ausdruck setzen wir in die vorhergehende Formel ein und finden 


3 


Sa 2 
doya = I y2l+ 1 Yon) <blTılay| dA. (107.21) 
l 


Te 

2 
kz 
Nach Integration über alle Emissionsrichtungen und unter Beachtung der Ortho- 
gonalität der Funktionen Yjo ergibt sich als integraler Querschnitt der Streuung 


und der Reaktionen 


Are3 ur 
se “ 3 (21+ 1)IKb| Tılasl?. (107.22) 
a l 


Nun führen wir durch die Beziehung 
<b|Slay = SE,S(E»— Ea) (107.23) 
die Streumatrix SE auf der Energieschale ein. Aus der Gleichung (107.9) ergibt 
sich damit ein Zusammenhang zwischen den Matrixelementen des Operators T 


und der Streumatrix: 
SE — &,,= —2ri<b|Tı| a). 


Diesen Ausdruck verwenden wir in (107.22) und bekommen als ıntegralen Quer- 
schnitt der Streuung und der Reaktionen 


T 
Fa 752 (+ NISEE- Baal” (107.24) 
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Aus dem differentiellen Querschnitt (107.21) wird dabei 
Sf er 2 
doya= ia 3 YOI+) Yıolnı) (SEI- 3,,.)| dR. (107.25) 
27 


Die Summe aller Reaktionsquerschnitte o,, über alle möglichen Kanäleb+a 
ist der totale Reaktionsquerschnitt und wird mit dem Buchstaben o, bezeichnet. 
Es ist also 


= 36 = Pe 2a (21+ 1)15221?. (107.26) 
b(b-+a) kab ta = 

Aus (107.24) folgt für den integralen Querschnitt der elastischen Streuung 

Te 


0. (ga [%) 
a 


> (214 YISEI- 1. (107.27) 
=0 


Ka] 


Die Unitaritätsbedingung für die Streumatrix kann in der Form 
> Sara el (107.28) 
b(b+a) 


geschrieben werden. Der totale Reaktionsquerschnitt (107.28) kann daher durch 
das Matrixelement SZ! ausgedrückt werden, das allein zum Eingangskanal ge- 
hört: 


>, (22+ 4) (11822). (107.29) 
u) 

Ist nur elastische Streuung möglich, dann ist SZ! = 0 für b+a. Aus (107.28) 
folgen daher |522]? = 1 und SZ! = exp (2id,), wenn 8, die reellen Streuphasen 


sind. Können auch inelastische Streuung und Reaktionen vorkommen, dann sind 
einige Matrixelemente SE! =# 0 und |522]?< 1. Mit SE! = nje?idı wird 


= SAH) AM). (107.29 a) 


Weiter bekommen wir aus (107.27) 


22 


a 


%.=— 2 (2l+1)(1+n?— 2nı cos 28). (107.30) 


Für y=0 a der partielle Reaktionsquerschnitt 02 seinen größten Wert 
(max = (2! + 1) — an. Der partielle Querschnitt der elastischen Streuung ist 


dabei genauso a ns nı =1;,98ı = rn/2 erreicht der partielle Querschnitt der 
elastischen Streuung seinen größten Wert 


Aal+ A) r 


(02) max = Da Eue Dabei ist o=0. 
a 
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Wir wenden uns wieder dem Ausdruck (107.11) für die Übergangswahrschein- 
lichkeit pro Zeiteinheit zu. Wir summieren diesen Ausdruck über alle möglichen 
Zustände 5 (einschließlich a) und erhalten unter Verwendung von I wya = 1 

b 


0 = A Taat us |Tyal? (Er — Ea)- 
h h% 

Nach (107.11a) ist der zweite Summand in dieser Gleichung die auf die Zeiteinheit 

bezogene Gesamtwahrscheinlichkeit P, für Streuung und Reaktionen aus dem 

Zustand „a“ in alle möglichen Zustände mit derselben Energie. Die Gesamtwahr- 

scheinlichkeit für Streuung und Reaktionen pro Zeiteinheit wird also über die 

einfache Beziehung | 


2 2 

Pi Sem SE, — Ea) = — — Im Toa 
Äh h 
durch den Imaginärteil des Diagonalelementes der Matrix T,, ausgedrückt. Diese 
Gleichung dividieren wir durch die Stromdichte der einfallenden Teilchen Aka/ua 
und verwenden die Gleichung (107.12) für den Reaktions- und Streuquerschnitt 
sowie die Streuamplitude (107.17). So können wir den totalen Querschnitt o 

durch den Imaginärteil der Amplitude der Vorwärtsstreuung ausdrücken: 

4 
o= You = Im Asa: (107.31) 
b a 


Diese Beziehung ist das sogenannte optische Theorem. Der Spezialfall dieses 
Theorems, daß nur elastische Streuung vorhanden ist, wurde in $ 98 behandelt. 
Am Anfang dieses Paragraphen ist bereits bemerkt worden, daß die S-Matrix 
in denjenigen physikalischen Größen diagonal ist, die mit dem Hamilton-Operator 
des Systems kommutieren. Der mathematische Ausdruck für diese Eigenschaft ist 


S= U”"!SU, wenn [U,H]=0 silt 
oder ausführlicher (107.32) 
(b|Slay = <Ub|S]| Ua). 


Aus (107.32) ergeben sich zwei Arten von Folgerungen: a) Auswahlregeln für 
Reaktionen und Streuung und b) einige Hinweise auf die Struktur der Streumatrix 
oder der Streuamplıtude. 

Die Auswahlregeln für Reaktionen und Streuung kann man allgemein in der 
Behauptung zusammenfassen: Im Anfangs- und ım Endzustand müssen die 
Eigenwerte aller Operatoren erhalten bleiben, die mit dem Hamilton-Operator 
des Systems vertauschbar sind. Aus den Auswahlregeln ergeben sich einige sehr 
nützliche Aussagen über den Ablauf von Reaktionen. Wir wollen das an zwei 
Beispielen deutlich machen. 

a) Bildung zweier Neutronen beim Einfang eines langsamen n-Mesons durch ein 
Deuteron. Das Anfangsstadium dieser Reaktion ist die Bildung eines z-mesischen 
Atoms im 1s-Zustand. Der Spin des Deuterons ist 1, der Spin des m" -Mesons Null; 
der Gesamtdrehimpuls im Anfangszustand ist also gleich 1. Sie Parität ist gleich 
der inneren Parıtät des m-Mesons (die innere Parität des Protons und des Neutrons 
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werden als gleich angenommen). Im Endzustand sind zwei Neutronen gebildet 
worden. Ein System aus zwei Neutronen kann sich nach dem Pauli-Prinzip 
(s.8 87) in den folgenden (unter Beachtung des Spins) antisymmetrischen Zu- 
ständen befinden: 


"803 Pos "Ps 3Ps, 1Ds, 


Der Gesamtdrehimpuls und .die Parität ändern sich nach den Auswahlregeln 
bei der Reaktion nicht. Da der Gesamtdrehimpuls im Anfangszustand gleich 1 
war, kann von den möglichen angegebenen Zuständen eines Systems aus zwei 
Neutronen bei der betreffenden Reaktion nur derjenige mit dem Gesamtspin 1 
.vorkommen. Dieser Zustand ist der ?P;-Zustand, d.h. der Zustandmit L=S = J 
— 1. Wegen L = 1 hat dieser Zustand negative Parität. Der Anfangszustand der 
Reaktion muß daher ebenfalls negative Parität haben. Das ist nur möglich, wenn 
die innere Parität des nz -Mesons negativ ist. Die Reaktionen zn” + d-> 2n, die 
bei niedrigen Energien ablaufen (Experimente von Panorsky [70]), ergeben also, 
daß das n”-Meson ein pseudoskalares Teilchen ist. 

b) Der Beg-Zerfall in zwei &-Teilchen. Gegenwärtig ist gut bekannt, daß der 
Berylliumkern Be; ein instabiler Kern ist und in einer Zeit von 10165 in zwei 
&-Teilchen zerfällt. Durch die Reaktion p + Lir> Beg bei einer Protonenenergie 
von etwa 0,4 MeV wird ein angeregter Berylliumkern Beg mit der Anregungs- 
energie — 17,6 MeV gebildet. Dieser angeregte Kern zerfällt solange nicht in 
zwei &-Teilchen, bis er seine ÄAnregungsenergie in Form von zwei y-Quanten (M1- 
Strahlung) emittiert hat und in den Grundzustand übergegangen ist. Man kann 
mit den Auswahlregeln leicht erklären, warum das angeregte Beg nicht in zwei 
&-Teilchen zerfallen kann. Das angeregte Niveau des Beg mit der Anregungs- 
energie 17,6 MeV hat den Drehimpuls 1 und positive Parität. Ein System aus zwei 
&-Teilchen hat nur Zustände mit geraden Drehimpulsen: 0,2,4A,...; denn der 
Spin eines &-Teilchens ist Null und die symmetrische Wellenfunktion für ein 
System aus zwei &-leilchen kann nur gerade Werte für den Bahndrehimpuls der 
Relativbewegung der beiden Teilchen haben. Durch die Emission des y-Quants 
geht das Beryllium in den Grundzustand mit dem Drehimpuls 0 über und zerfällt 
sofort in zwei &-Teilchen. 

Aus der Gleichung (107.32) folgt ferner, daß die S-Matrix (und die Streu- 
amplitude) gegenüber denselben Transformationen invariant sein muß, gegenüber 
denen H invariant ist. Wirken zum Beispiel in einem System Kernkräfte und elek- 
tromagnetische Kräfte, dann ist der Operator H gegenüber räumlichen Drehungen 
und Spiegelungen invariant. Die Streuamplitude muß demnach ein Skalar sein. 
Bei der Wechselwirkung von Nukleonen mit Kernen des Spins Null oder bei der 
Streuung von rr-Mesonen an Nukleonen wird der Zustand des Systems durch die 
Spinmatrix co, den ursprünglichen Wellenzahlvektor k, und durch den Wellen- 
zahlvektor k, im Endzustand festgelegt. Aus diesen Größen kann man den folgen- 
den Skalar bilden: 

A+ Bo tx]. (107.33) 


A und B sind darin Funktionen der Skalare f2, 12 und (f,t,), d.h. Funktionen 
der Energie der Relativbewegung und des Kosinus des Streuwinkels. (107.33) 
ist folglich die allgemeinste Gestalt der Streuamplitude für Teilchen mit dem 
Spin 1/2 bei der Streuung an Teilchen mit dem Spin Null. 
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Der Hamilton-Operator ist bei allen Problemen der Streutheorie gegen eine 
Änderung des Vorzeichens der Zeit invariant, d.h. invariant gegen die Ver- 
tauschung von Zukunft und Vergangenheit. Aus der Invarianz des Hamilton- 
Operators bei Vorzeichenänderung der Zeit ergeben sich sehr allgemeine Be- 
ziehungen zwischen den Übergangswahrscheinlichkeiten und den effektiven Quer- 
schnitten der direkten und der inversen Prozesse. 

Alle physikalischen Größen kann man in bezug auf die Zeitumkehr, i> —1, in 
zwei Klassen einteilen. Zu der einen Klasse gehören alle physikalischen Größen, 
die sich bei Zeitumkehr nicht ändern. Solche Größen sind die Koordinaten eines 
Punktes, die Gesamtenergie, die kinetische Energie u.a., die die Zeit nur in 
geraden Potenzen enthalten. Zur anderen Klasse gehören Geschwindigkeit, Im- 
puls, Drehimpuls, Spindrehimpuls und alle anderen physikalischen Größen, die 
die Zeit in ungeraden Potenzen enthalten. 

Sehen wir uns die Schrödinger-Gleichung 


ih AL - Hy, (108.1) 


für die zeitliche Änderung eines Zustandes y, an. Mit y_, wollen wir die Wellen- 
funktion des Zustandes bezeichnen, der sich aus dem Zustand y, durch Zeit- 
umkehr ergibt. Im Zustand mit der Funktion y_, haben alle physikalischen Größen 
der ersten Klasse dieselben Werte wie im Zustand y,, die physikalischen Größen 
der zweiten Klasse haben das entgegengesetzte Vorzeichen. 

Wir wollen jetzt den Operator © für die Zeitumkehr suchen, der die Wellen- 
funktion y, in die Funktion y_, überführt. Definitionsgemäß erfüllt die Funktion 
%_. die Schrödinger-Gleichung 


ee ‘= - Hy_,, (108.2) 


da der Operator H gegenüber Zeitumkehr invariant ist. Die zu (108.1) konjugiert 
komplexe Gleichung ist 


0 * 
ER; rn — Hry*. (108.3) 


Falls es einen unitären Operator.O gibt, der der Bedingung 
OH*= HO, 0i0=1 (108.4) 


genügt, dann erhalten wir 


* 
—ih — = HOyf, 


indem wir den Operator © von links auf beide Seiten von (108.3) anwenden. Der 
Vergleich dieser Gleichung mit (108.2) liefert 


Y-a Oy; = OKy, = Oyo- (108.5) 
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Der Operator © für die Zeitumkehr, der die Funktion y, in die Funktion y_, 
überführt, ıst demnach 


= OR. (108.6) 


Der Operator K bewirkt die komplexe Konjugation; O ist der Operator, der die 
Operatorgleichung (108.4) erfüllt. 

Der Operator K für die komplexe Konjugation ist ein antılınearer Operator, 
weil seine Anwendung auf die Funktion I, a;y; bedeutet 


K > a;y; = 2 a*Ky,. (108.7) 
Ferner genügt der Operator K der Bedingung 
IXKylKDy| = |Ky*lO*)] = |KylB)|, (108.8) 


d. h., er läßt den absoluten Betrag des Skalarproduktes zweier beliebiger Funk- 
tionen unverändert und ändert daher auch die Normierungsbedingung der Wellen- 
funktionen nicht. Operatoren mit den beiden Eigenschaften (108.7) und (108.8) 
heißen antiunıtäre Operatoren. Das Produkt eines unitären und eines anti- 
unitären Operators ist ein antiunitärer Operator. Der Operator © (108.6) für die 
: Zeitumkehr ist also ein antiunitärer Operator. Die explizite Gestalt des Operators 
für die Zeitumkehr hängt vom Hamilton-Operator des Systems und von der 
Darstellung ab, in der die Wellenfunktion gegeben ist. Wir wollen uns jetzt einzelne 
Beispiele ansehen. 

a) Der Hamilton-Operator H beschreibe Teilchen ohne Spin, und es sei kein 
elektromagnetisches Feld vorhanden. In diesem Falle ist der Hamilton-Operator 
reell, 7 = H*. Wie man leicht sieht, ist der Operator für die Zeitumkehr in der 
Ortsdarstellung ® = K. Tatsächlich erfüllt O = 1 die Bedingung (108.4), wenn 
H = H* ist. 

Nach der allgemeinen Regel müssen die Operatoren wie F_, = &F,07! trans- 
formiert werden, wenn die Funktionen nach (108.5) transformiert werden. 

Fürr=rundp= -ıhVY haben wir daher 


t_,= KuK'!=t,, P_,= K(-ihV)K!=ihV=-p,. 


Wie erwartet bleibt der ÖOrtsoperator unverändert, und der Impulsoperator 
ändert sein Vorzeichen bei Zeitumkehr. 

In der Impulsdarstellung sind =1hV, und 9 = p. In diesem Falle ist der 
Operator ® für die Zeitumkehr nicht einfach gleich dem Operator K, und man muß 
0 = O,K setzen; der Operator O, soll p in —p überführen. Jetzt ist O,H* = HO, 
(in der Impulsdarstellung ist 9*- H) und somit 


t_,= O,K(ihV,) (O,B)!=1ihV,= 1%, 
P-a= O,Klp) (O,K) = —P.. 


b) Der Hamilion-Operator enthalte die Wechselwirkung mit dem elektromagne- 
tischen Feld, das durch das Vektorpotential X beschrieben wird. Zum Beispiel ist 


1 


e 2 
He yet 
- (» x) + Ve) 
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In der Ortsdarstellung sindp = —ihV undt = r, daher ist die Beziehung (108.4) 
erfüllt, wenn der Operator O = Oy das Vektorpotential Y in —W überführt. In 
diesem Falle sind ® = OyK und t_, = 1» P_a= —P.- In der Impulsdarstellung 
sindp=p und t = ikY,, daher ist & = 0Oy,0,K mit dem oben definierten Ope- 
rator Op. ' 

c) Der Hamilton-Operator enthalte Spin-Operatoren, zum Beispiel 


1 e 2 ehö 
H2- ba We 
me c x) > Me ei 


In diesem Falle ist zur Erfüllung der Operatorgleichung (108.4) in der Orts- 
darstellung O = Oy0, notwendig. Oy ist der oben definierte Operator für die 
Transformation Y—> —W;0O, ist ein Spinoperator, der die Operatorgleichung 


O,6* u —6 O, 


erfüllt. Verwendet man für die 0-Matrizen die Darstellung 


0. (0 3) 0,-(0 5) a 0 
-”\10)’ nes! (4) 


dann it O, = i0, = | 0); und somit 


0 
10 
8=10,0,K. (108.9) 


Wie man sıch leicht überzeugen kann, ändert die Spinmatrix 16, im Operator für 
die Zeitumkehr bei der Anwendung auf die Wellenfunktion eines Zustandes mit 
einer bestimmten Spinprojektion auf die z-Achse das Vorzeichen dieser Projek- 
tion: 


16,Xıp, 172 = — K1j2, -1/2> 16 ,Xı]2, 1/2 = Xı1l2, 1]2° 


Der Operator für die Zeitumkehr für Teilchen mit dem Spin 1/2 erfüllt also nach 
(108.9) die Gleichung 9 = —1. 

Für ein System aus n Teilchen mit dem Spin 1/2 erhält man den Operator für 
die Zeitumkehr durch eine einfache Verallgemeinerung aus (108.9) 


9,= O41R01,09, .. . OnyK. (108.9a) 


Die zweifache Anwendung des Operators für die Zeitumkehr wird durch den 
Operator 82 = (—1)” realisiert, wenn n die Zahl der Teilchen im System ist. Aus 
diesem Ergebnis kann man einen sehr wichtigen Schluß über den möglichen Grad 
der Entartung von Energieniveaus stationärer Zustände von Systemen in einem 
beliebigen elektrischen Feld (ohne äußeres Magnetfeld) ziehen. 

Der Hamilton-Operator eines Systems, auf das kein äußeres Magnetfeld wirkt, 
ist gegenüber Zeitumkehr invariant. Die Funktion y beschreibe den stationären 
Zustand mit der Energie E. Die Wellenfunktion &,y beschreibt dann ebenfalls 
einen Zustand mit derselben Energie. Unterscheiden sich y und ®,y nur durch 
einen Phasenfaktor, 


0,.y=ay, (108.10) 
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mit ja]? = 1, dann sind die beiden Zustände identisch (es liegt keine Entartung 
vor). Wir wenden auf beide Seiten der Gleichung (108.10) den Operator für die 


Zeitumkehr an. Die rechte Seite formen wir noch weiter um und bekommen 
8:9 = 9,(ay) = a*(®,y) = aray= v. 


Auf Grund von 0: = (—1)” gelangen wir zu dem Schluß, daß die Gleichung 
(108.10) nur für eine gerade Teilchenzahl erfüllt sein kann. 

Bei einem System aus einer ungeraden Anzahl von Teilchen (und folglich mit 
einem halbzahligen resultierenden Spin) sind die Niveaus in einem beliebigen 
elektrischen Feld mindestens zweifach entartet (Kramers). Aus diesem Grunde 
kann. ein äußeres elektrisches Feld die Entartung nur bei Systemen aus einer 
geraden Anzahl von Teilchen mit dem Spin 1/2 vollständig aufheben. Bei Sy- 
stemen mit ungerader Teilchenzahl kann der Entartungsgrad höchstens auf 2 
herabgesetzt werden. 

Wir wollen jetzt einen Zusammenhang zwischen den Matrixelementen des 
direkten und des durch Zeitumkehr entstehenden Überganges herleiten. Dazu 
betrachten wir das Matrixelement 


T_a, = 8_.|TI®_r) . 
Mit der Definition (108.5) haben wir 


P_„=99d,= Od P_,= Od 
und folglich 
T_.,-»=‘OdFTIOdf)= <DFLOTTOI DL). (108.11) 


Unter Verwendung von (107.16a), (108.4) und der Hermitezität der Operatoren 
V und H können wir die Beziehung 


_—. 


Oo! TO= (T!*=T 
ableiten, deshalb ıst 
DH OT TOD) = <BHITIDa> = Tya- 


Mit Hilfe dieser Gleichung erhalten wir aus (108.11) den Zusammenhang zwischen 
den Matrixelementen des direkten und des durch Zeitumkehr entstehenden Über- 
ganges 

Tya= T_a, -v- (108.12) 


Aus Gleichung (107.10) folgt unter Verwendung von (108.12) eine analoge Be- 
ziehung für die Matrixelemente der Streumatrix: 


Spa Sa. (108.13) 


Die Übergangswahrscheinlichkeit a b pro Zeiteinheit wird nach (107.13) 
durch das Betragsquadrat der Übergangsmatrix T,. und die Dichte der End- 
zustände o(E,) ausgedrückt. Aus (108.12) folgt damit das Reziprozitätstheorem, 
das die Wahrscheinlichkeiten für den direkten und den durch Zeitumkehr ent- 
stehenden Prozeß miteinander in Verbindung bringt: 

Pya Pe 
olE)  e(E.) . 
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Sind die Dichten der Endzustände beider Prozesse einander gleich, dann sind 
auch die Wahrscheinlichkeiten für den direkten und den durch Zeitumkehr ent- 
stehenden Übergang einander gleich. 

Der Hamilton-Operator sei gegenüber einer räumlichen Spiegelung (z, y, 2)> 
(—x, —y, —z) invariant. Bei gleichzeitiger Spiegelung und Zeitumkehr ändern 
sich dann Impulse und Geschwindigkeiten der Teilchen nicht, die Komponenten 
des Drehimpulses ändern ihr Vorzeichen. In Systemen ohne Spinvariable sind 
deshalb die Zustände |a)> und |—a) äquivalent, d. h., die Wellenfunktionen dieser 
Zustände können sich nur durch einen Phasenfakiör unterscheiden. In diesem 
Falle sind die absoluten Beträge der Matrixelemente der direkten (a— b) und der 
inversen (b> a) Übergänge einander gleich 


|Toal = |Tavl; 


und die Matrixelemente der zugehörigen Streumatrix erfüllen die Gleichung 
ISpal = |Savl. Bei solchen Systemen liegt ein detailliertes Gleichgewicht vor, in dem 
die Wahrscheinlichkeiten für den direkten und den inversen Übergang pro einzel- 
nen Endzustand gleich sind: 


Wird ein System auch durch die Orientierung von Spins gekennzeichnet, dann 
unterscheiden sich die Spinprojektionen in den Zuständen Ja) und |—a) durch 
das Vorzeichen. In diesem Falle gilt das detaillierte Gleichgewicht nur für die 
über die Spinprojektionen des Anfangs- und des Endzustandes gemittelten Wahr- 
scheinlichkeiten?!). Dieses Gleichgewicht bezeichnet man manchmal als halb- 
detailliert. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, die den Übergang verursachende Wechsel- 
wirkung sei gegenüber räumlichen Drehungen invariant. Beim Übergang zwischen 
den Zuständen |a> und |b> mit den Quantenzahlen ;m bleiben dann der Gesamt- 
drehimpuls und dessen Projektion auf eine beliebige Richtung erhalten. In diesem 
Falle hängen die Matrixelemente 7,, nicht von den magnetischen Quantenzahlen 
ab. Da sich jetzt die Zustände Ja) und |—a) nur durch das Vorzeichen der magne- 
tischen (Juantenzahlen unterscheiden, gilt 


|Toal= IT_a, ol = Tool. 


In diesem Falle gibt es also auch ein detailliertes Gleichgewicht. 
In erster Bornscher Näherung ist das detaillierte Gleichgewicht für alle Systeme 
erfüllt. Tatsächlich haben wir in erster Bornscher Näherung 


TE = (B,|VId,) = (B,|VI9,)*= THP 
und demnach 
Tore De 


Das Reziprozitätstheorem (108.13) und die Unitaritätsbedingung für die Streu- 
matrix sind zusätzliche Bedingungen für die Matrixelemente und verringern die 


1) Bereits BoLrzmann hat darauf verwiesen, daß das detaillierte Gleichgewicht bei der 
klassischen Beschreibung von Stößen zwischen nicht kugelförmigen Molekülen verletzt 
werden kann. 
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Zahl der unabhängigen Parameter in der Streumatrix. Für Reaktionen mit N 
möglichen Kanälen enthält die komplexe Streumatrix 2N? reelle Parameter. 
Wegen der Unitarität der Streumatrix und des Reziprozitätstheorems sind nur 


1 Er 
— N(N +1) Parameter voneinander unabhängig. Zum Beweis dieser Behauptung 


2 
schreiben wir die Streumatrix ın der Form 


1 


a: 
Sen, (108.15) 
1 
dA 
+ „R 


Dabei ist R eine hermitesche Matrix, R= R!. Die Darstellung (108.15) ist des- 
halb bequem, weil dabei die Unitarität der S-Matrix automatisch erfüllt wird: 


St = S“1. Aus (108.15) folgt 


Die hermitesche Matrix R (mit N Zeilen und Spalten) hat dieselben Symmetrie- 
eigenschaften (108.13) wie die S-Matrix. In der Darstellung des Gesamtdrehim- 
pulses ist die Matrix R daher hermitesch und symmetrisch. Sie hat deshalb 


1 
Gy N({N +1) unabhängige reelle Parameter, die Streuung und Reaktionen voll- 


ständig bestimmen. | 

Zum Schluß dieses Paragraphen behandeln wir noch verschiedene äquivalente 
Ausdrücke für die Übergangswahrscheinlichkeiten und die Streuquerschnitte. 
Wie in $ 107 gezeigt worden ist, sind die Übergangswahrscheinlichkeiten und die 
Querschnitte der Reaktionen dem Quadrat des Matrixelementes 


Tya= <B,|TIÖ,) (108.16) 


proportional, wenn ®, und ©, die Wellenfunktionen des Anfangs- bzw. des End- 
zustandes sind und der Operator T durch die Operatorgleichung 


T=V+ V(E,— Ho+ in)!T (108.17) 


gegeben wird. V ist darin der Wechselwirkungsoperator, Hy, der Operator für die 
Relativbewegung und die inneren Eigenschaften der stoßenden Teilchen. Mit 
Hilfe der Gleichung (107.15) 

Td,=-VvPr 


kann man dasselbe Matrixelement T7,. in der Form 
Tya = <DIV Pr) (108.18) 
schreiben. Die Wellenfunktion PP) erfüllt dabei die Integralgleichung 
Pr= G,+ (Eu Ho+ in !'Vvyn (108.19) 


für eine auslaufende Streuwelle bei einfallender Welle Ö,. 
Wir führen jetzt durch 
9, T= YiV (108.20) 
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die Funktion Pl) ein. Damit kann man das Matrixelement (108.16) in die Ge- 
stalt 

Tra= PL IVID,> (108.21) 


bringen. Wir wollen eine Gleichung für die Funktion YI-’ ın (108.21) herleiten 
und den Sinn dieser Funktion suchen. Dazu multiplizieren wir (108.17) von links 
mit der Funktion ®,. Unter Benutzung von 


®,V(E,— Ho+ in) != (E,- Ho- in) !Vo,, 
die aus der Hermitezität der Operatoren Hy und V folgt, bekommen wir 
®,T = D,V + (Ea- H,-— in) 1Vod, T. 


Mit Hilfe von (108.20) erhalten wir aus dieser Relation eine Gleichung für die 
Funktion Y{ 
Pi9= d,+ (Eu Ho - in) "UVP. (108.22) 


Jetzt erinnern wir uns an die in $ 96 angestellten Überlegungen und erkennen: 
Die Integralgleichung (108.22) bestimmt die Wellenfunktion YI, die den Funk- 
tionen der Endzustände ®, entspricht und eine in das Zentrum einlaufende Welle 
darstellt. 

Das Matrixelement 7,. kann also durch drei Ausdrücke definiert werden: 


Tya= BIT Dar = <DIV FE) = CPTIVIDa>. (108.23) 


Der Operator T erfüllt die Operatorgleichung (108.17), die Funktion Y/(P die 
Integralgleichung (108.19) und die Funktion 7”) die Integralgleichung (108.22). 
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Die effektiven Streuquerschnitte bei der Streuung von Neutronen an Atom- 
kernen werden durch die Kernkräfte bestimmt und hängen von den Eigenschaften 
der Kerne und der Energie der Relativbewegung von Neutron und Kern ab. Die 
exakte Berechnung der effektiven Streuquerschnitte ist gegenwärtig wegen der 
schlechten Kenntnis der Wellenfunktionen für Grund- und angeregte Zustände 
der Atomkerne und wegen großer mathematischer Schwierigkeiten undurchführ- 
bar. Man muß zu gewissen Vereinfachungen greifen. Eine dieser Vereinfachungen 
beruht auf der geringen Reichweite (— 1013? cm) der Kernkräfte. Der Bereich, in 
dem ein Neutron mit einem Kern wechselwirkt, stimmt praktisch mit dem ‚Kern- 
volumen überein. Wır bezeichnen den kleinsten Radius, bei dem die Kernkräfte 
noch nicht auftreten, mit dem Buchstaben A. Gilt für k die Ungleichung AR <&1, 
dann sind bei der zugehörigen Energie der Relativbewegung }?k2/2u nur die 
s-Wellen (l = 0) an der Streuung beteiligt. Die Ungleichung kR<&1 ist in einem 
relativ großen Energiebereich erfüllt (0—5 MeV). Neutronen mit diesen Energien 
heißen langsame Neutronen. . 

Wir wollen in erster Näherung die Spins von Neutron und Kern vernach- 
lässigen. Außerhalb der Reichweite der Kräfte (r> R) ıst die Wellenfunktion für 
die Relativbewegung von Neutron und Kern im s-Zustand 


ryp(r) = erikr_ Speikr, So= SEO, (109.4) 
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Diese Funktion ıst auf den Strom der einfallenden Teilchen normiert, der zahlen- 
mäßig gleich der Relativgeschwindigkeit ist. Nach (107.29) und (107.27) werden 
ın diesem Falle der totale Reaktionsquerschnitt und der Querschnitt der elastischen 
Streuung über die einfachen Formeln 


0, ; (1- 1802), (109.2) 
se les (109.3) 
e — 75 | 0 ; 


durch 5) ausgedrückt. Das Matrixelement 5, kann man durch die dimensionslose 
logarıthmische Ableitung der Funktion (109.1) beir= R darstellen: 


de 
— (ry 
dr .41+ Speriz 


mitz=KäR. 
Wir trennen in der logarithmischen Ableitung Real- und Imaginärteil und 
setzen f(E) = fo — ih. Die Auflösung der letzten Gleichung nach Sy ergibt jetzt 


— e?iz ee & = ifo 
(+ h)+1fo 
Diesen Ausdruck setzen wir in (109.2) und (109.3) ein und erhalten 


e _ An ızh 
OR (a+h®+fl 


So= 


(109.5) 


Arc! x ai 2 | 
0.> 7 la+M)—f + e sın zT |. (109.6) 


Die Funktion ry und ihre Ableitung müssen stetig sein, daher ist der Wert 
von f(E) für r= R durch die Verhältnisse im Innenbereich r<= R vollständig 
bestimmt. Die Größen fo und h sind Funktionen der Energie der Relativbewegung. 
Für h=0 sind f = fo |$So% = 1 und 0, =, d.h., es handelt sich um rein ela- 
stische Streuung ohne irgendwelche Reaktionen. 

Die Energien E,, für die fo(E&,) = 0 ist, heißen Resonanzenergien. Bei einer 
Resonanzenergie haben der Reaktionsquerschnitt (109.5) und der Querschnitt 
der elastischen Streuung (109.6) ihre größten (Resonanz-) Werte. Wir entwickeln 
fo(E) ın der Nähe einer Resonanzenergie in eine Reihe nach Potenzen von E — E.: 


fotE) = CAR (Bes). 


Wir beschränken uns auf das erste Glied in der Entwicklung und führen die Be- 
zeichnungen 


2x 2h 


$) r 


I, 
el (ea. 


(109.7) 
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‚ein. Auf diese Weise erhält der Reaktionsquerschnitt (109.5) die Gestalt 
7,1% 


a 


OÖ, — 


(109.8) 


[5 


/ l 
 E-EN+ ZT? 


mit ’=[T,-+ T',. In denselben Bezeichnungen lautet der Querschnitt der ela- 
stischen Streuung | 


0,= An Ares + Aporl*, (109.9) 
wobei 
1 
ı zT. 
Ars — g Ge (109.10) 
E- E,- 2 ’z 


die Amplitude der Resonanz- oder inneren Streuung ist; 
ER 
Apot = 1 el? sın © (109.11) 


ist die Amplitude der äußeren oder Potentialstreuung, weil dieser Teil der Streu- 
amplitude nur vom Radius R und von der Energie der Relativbewegung abhängt. 
Manchmal bezeichnet man Ayo: als Amplitude der Streuung an einer undurch- 
dringlichen Kugel. Diese Bezeichnung hängt damit zusammen, daß der Streu- 
querschnitt von diesem Teil der Amplitude gleich 


Are 
0,= An|Apal? = = sin? (kR)=z Ar? (109.12) 


ist. Wäre der Kern eine absolut reflektierende Kugel vom Radius R, dann würde 
die Wellenfunktion für r = R verschwinden. In diesem Falle ist A,ces = 0, und 
der Streuquerschnitt wird allein durch die Formel (109.12) gegeben. 

Die Aufteilung der Amplitude der elastischen Streuung in zwei Teile — Ampli- 
tude der Resonanz- und Amplitude der Potentialstreuung — hängt von der Wahl 
> R ab und ist in gewisser Weise formal. Experimentell wird nur die Summe 

Ares rinor bestimmt. 

Einsetzen von (109.10) und (109. 11) ın (109.9) ergibt den Querschnitt der elasti- 


schen Streuung 


1 2 
ZP, 
Ar 2 SSR 
=, : + eikR sin (kR) (109.13) 
E-E,- —T 
2 
Mit der Bezeichnung 
2(E-E)=Tetgö (109.14) 
wird 
1 
=E 
2 Bi 
— - sin del, 
1 T 
E-E,-—T 


2 
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und (109.13) erhält die symmetrische Form 


Air |T,. ER. 
=; |gysin del + sin (kR) eikR|. (109.15) 


Die durch die Formel (109.14) definierte Phasenverschiebung ö ist eine Funktion 
der Energie. Im Falle einer isolierten Resonanz ist die Phasenverschiebung für 
E» E, ör 0. Nähert sich E der Resonanzenergie, so strebt die Phasenverschie- 
bung ö> r/2. Beim Durchgang von E durch den Resonanzwert E, ändert sich 


die Phasenverschiebung sprungartig auf — = und bei weiterer Abnahme der 


2 
Energie strebt die Phasenverschiebung erneut gegen Null. 

Die erhaltenen Formeln (109.8) und (109.13) beschreiben die Streuung bei 
Energien in der Nähe der Resonanz E,. In der Nähe von E, ist die Amplitude der 
Resonanzstreuung bedeutend größer als die Amplitude der Potentialstreuung. 
Der Querschnitt der elastischen Streuung wird daher für Er E, näherungsweise 
allein durch das Betragsquadrat der Amplitude der Resonanzstreuung gegeben: 

r 
a —r- (109.16) 
(E = E,) Ger 


(Ge)res = 


Die Formeln (109.8), (109.13) und (109.16) sind die Breit-Wigner-Formeln oder 
die Dispersionsformeln für ein isoliertes Resonanzniveau mit/!=(. 

Nach (109.8) und (109.16) ist der effektive Querschnitt für |E— El = T/2 
halb so groß wie der Maximalwert. J'ist daher die Halbwertsbreite der Resonanz- 
kurve (für die Energieabhängigkeit des Streuquerschnittes). Man bezeichnet die 
Größe J' als die Breite des Resonanzniveaus. Die Größe I’, wird als partielle Breite 
der elastischen Streuung der Neutronen im Eingangskanal bezeichnet, weil sie 
die Wahrscheinlichkeit der elastischen Streuung (109.16) bestimmt. Die Größe 
I‘, ist die partielle Breite infolge einer Reaktion. 

Wir wollen uns jetzt sehr einfache Fälle ansehen, für die man die logarıthmische 
Ableitung: (109.4) berechnen kann. Bei Neutronenenergien im Bereich von einigen 
MeV bis 40 MeV werden die Neutronen beim Stoß mit mittleren und schweren 
Kernen fast vollständig absorbiert, d. h., man kann den Kern für diese Neutronen 
als absolut schwarzen Körper ansehen. Wir wollen in grober Näherung die Be- 
wegung des Neutrons im Kern durch die Funktion @(r) beschreiben. Die Be- 
dingung, daß die Neutronen vom Kern vollständig absorbiert werden, bedeutet 
mathematisch die Voraussetzung, daß die Wellenfunktion p ım Kern nur aus einer 
einlaufenden Kugelwelle besteht 


rp= const e-ifr, (109.17) 


K?=k?+K?% ist die Wellenzahl eines Nukleons im Kern, Ky, — 1013 cm”! ist 
die Wellenzahl im Kern, wenn die Energie der einfallenden Teilchen Null ist. 
In dem betrachteten Modell (schwarzer Körper) werden die inneren Eigenschaften 
des Kerns durch zwei Parameter charakterisiert: durch Ko und R. 
Die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion (109.17) auf der Kernober- 
fläche ist 
f= -ıX, (109.18) 
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mit X = KR. In diesem Falle ist also die logarıthmische Ableitung rein imaginär: 
fo= 0; h= X. Wir setzen diese Ausdrücke in (109.5) ein und finden 


AnıX  ArnK 
 kH4x+X)? klk+ K)?' 
Für k< K erhalten wir den Näherungsausdruck 


6, 


Im entgegengesetzten Grenzfall, daß nur elastische Streuung möglich ist, muß 
man die Wellenfunktion des Neutrons im Kern als Überlagerung einer einlau- 
fenden und einer auslaufenden Welle mit einer gewissen Phasenverschiebung 2 
ansetzen: 


7p= e-iKr+ eilKr+2g), 
In diesem Falle ist die logarıthmische Ableitung / reell 

f=fo=-Xtg (X+). (109.19) 
Das Argument des Tangens X + &=Z(E) hängt von der Energie der Relativ- 


bewegung von Neutron und Kern ab. Die Resonanzenergie ergibt sich aus der 
Bedingung Z(E,) = nr, n ganzzahlıg. In der Nähe einer Resonanzenergie ist 
Te 


mit n/D= (öZ/öÖE)Eg_ z,. Im Bereich der r-ten Resonanz haben wir demnach für 
die logarithmische Ableitung 


fo=— KR 5 (E- Bu). 


In einem kleinen Energiebereich kann man die E-Abhängigkeit von K vernach- 
lässigen; wir erhalten dann aus (109.7) die Breite 7’, für die elastische Streuung 
 2kD 

>: 


Der Querschnitt der elastischen Streuung in der Nähe einer Resonanzenergie ist 


dabei nach (109.16) 


N, 


Ar D: 
1? K(E— E,)?+ k2D2 


(Ge)res — 
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der Streuung an Kernen mit dem Spin Null 


In der Kerntheorie wird gezeigt (s. z. B. [47]), daß man die elastische Streuung 
von Nukleonen an Kernen durch die Einführung eines komplexen Potentials mit 
Spin-Bahn-Wechselwirkung 
= a dV(r) 
Vr,9)=-(1+1£)V(r)+ 


r dr 


2 (110.4) 
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beschreiben kann; darın sind = —ı [tx V] und a eine Konstante mit der 
Dimension einer Länge. Der Imaginärteil des Potentials i&V(r) beschreibt die 
Absorption der Nukleonen im Kern. 

Wir wollen die elastische Streuung von Nukleonen an einem solchen Potential 
untersuchen. Die Schrödinger-Gleichung für den Streuprozeß ist 


2 
(HR) P-Z5 U, 8) W, (110.2) 


wenn u die reduzierte Masse von Nukleon und Kern, h?k2/2u die Energie der 
Relativbewegung und Y = (vi) sind. 
yalt) 


Die Greensche Funktion für den Operator auf der linken Seite der Gleichung 
(110.2) zu auslaufenden Kugelwellen ist, wie wir aus $ 96 wissen, 


CN= (Am)! aD Se 
tr] 
Die allgemeine Lösung der Gleichung (110.2) zu dem Anfangszustand 


®,.(r, 5) = eife'xınm, (110.3) 


kann daher ın der Form 


u exp {iklr— r/|} 2 FE 
= — ee Eh ee Te ee Ft ” o A 
Yıo)=®, z 71 er V(ro)WP(r) d’r (110.4) 


geschrieben werden. %172 m, Ist die Spinfunktion, auf die der Vektor ö aus den 


Paulischen Spinmatrizen wirkt. Dabei ist Xıa ıp = (0) und Xır _ın = (1) 


In großen Entfernungen vom Kern sınd k |r — "| kr - hr und, = en Das 
asymptotische Verhalten von (110.4) ist ö 
kr 
v-o,+,r, am (110.5) 


wobei die Streuamplitude F,„, durch das Integral 
Fn.= - — [| exp (-itr) Vrd) Pr’) ddr’ (110.6) 
i 2rch? 


definiert wird. Zur Berechnung von F,„, muß man die Lösung der Integral- 
gleichung (110.4) kennen. Bei genügend großen Energien der Relativbewegung 
kann man sich auf die erste Bornsche Näherung beschränken. Wir setzen in 


(110.6) den Ausdruck (110.1) und = ®, ein und erhalten 


F„,= [A(8) + 8nB(P)} xıpm, (110.7) 
mit 
a Et f V(r) ei gar HT 10) f V(r) jolgr) r?dr; (110.8) 
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g=|% — bl = 2k sin 2 ; Jo(gr) ıst die sphärische Bessel-Funktion; 


9. 
EREEERE. 2; UV ee 


‚2ukta . dV 
—i 72 sin 0 rer; (110.9) 


n ist der Einheitsvektor senkrecht zur Streuebene, die durch die Gleichung 
.x %]= nk? sin 9 (110.10) 


gegeben wird. Das Quadrat der Streuamplitude (110.6) gibt den differentiellen 
Streuquerschnitt für polarisierte Nukleonen an. Für unpolarisierte Nukleonen hat 
man über die beiden möglichen Polarisationszustände m, = 1/2, —1/2 zu mitteln. 
Dann ergibt sich 


do 1 
EIER 2.2 2 2 
1732 m 1A + 1B0O) (11040 
Für V{r) = Voo(r) haben wir nach (110.8) und (110.9) 
2ull+ic)V | 
a = fer ine »ar (110.12) 
.2uV vak? sın 6 | 
Bi) IQ), (110.13) 
mit 
- de 
es [ jan) SE rar. (110.14) 
0 


Weiter verwenden wir die Gleichung x2?jo(z) = . (x?jı(z)) und integrieren in 
(110.12) einmal partiell. So bringen wir A(P) in die Gestalt 

A()= — Re (1+15)Vo/(g). (110.15) 
Unter der Voraussetzung, daß man das Potential als rechteckigen Potentialtopf 
| 1 für rsR, 


0 für r>R 
darstellen kann, ıst 


In diesem Falle ergibt die Integration in (110.14) mit Hilfe des expliziten Ausdrucks 
für die sphärische Bessel-Funktion (s. $ 35) 


sin (g.R) _ R cos (qR) 


I(q) = Jı(qR) RF= —, 
q q 
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(110.13) und (110.15) setzen wir in die Gleichung (110.11) ein und erhalten für den 
differentiellen Streuquerschnitt unpolarisierter Nukleonen an Kernen mit dem 
Spin Null 

do 


10 gl [(1+ &2) + k%a? sin? 0} V2. 


h?gq 


Jetzt wollen wir uns mit der Streuung polarisierter Nukleonen befassen. Die 
Nukleonen mit der Spinprojektion parallel zur z-Achse sollen sich längs der y- 


Achse bewegen (Abb. 19). Werden die Nukleonen in der xy-Ebene um den Winkel 0 


hZ 
| 
| 
| 


ee 


FF  nd=0, 
a) 
Abb. 19. Streuung polarisierter Nukleonen mit der Spinprojektion in z-Richtung 


nach links abgelenkt (Abb. 19, a), dann zeigt der durch (110.10) definierte Ein- 
heitsvektor n in z-Richtung, es ist also nö = 6,. Unter Beachtung von (110.13) 
und (110.15) bekommen wir daher aus (110.7) 


do 
Fr FM = |Fjj2,0,(0)1?= 1A(0) + B(H)I? = 


2ul(a) Vo\? 
-( . [1+ [ak? sin 6—- £]%. (110.16) 


Werden die Nukleonen in der yx-Ebene um den Winkel $ nach rechts abgelenkt 
(Abb. 19, b), dann ist der Einheitsvektor n antiparallel zur z-Achse, folglich ist 
no = —6, und damit 


d 
(scan u Fun, 0, (0)1° = |A(0) — B(6)1? Bez 


2 

— N [1+ [ak? sın 9+ 2]%. (110.17) 
Aus (110.16) und (110.17) folgt, daß die Intensität der Streuung polarisierter 
Nukleonen nach rechts oder nach links in bezug auf die Richtung des Primär- 
strahles verschieden ist, wenn {+ (0 ist. Die Nukleonen mit dem Spin parallel zur 
z-Achse werden mit geringerer Wahrscheinlichkeit nach links als unter demselben 
Winkel nach rechts gestreut. Bei der Streuung von Nukleonen mit dem Spin 
antiparallel zur z-Achse ist das Verhältnis zwischen den Streuwahrscheinlich- 
keiten nach rechts und nach links umgekehrt. Aus der Rechts-Links-Asymmetrie 
elastisch gestreuter Nukleonen kann man auf diese Weise auf deren Polarisation 
zurückschließen. 


e 
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Unpolarisierte Nukleonen werden bei der Streuung an dem Potential (110.1) 
teilweise polarisiert. Die Größe und die Richtung der Polarisation der gestreuten 
Nukleonen wird durch den Polarisationsvektor angegeben; dieser wird durch die 
Gleichung | 


2; EP streulÖlPstreu> 
BP SM sitzen Pstren> 


Ms 


B = 


eikr 


definiert. In diesem Ausdruck setzen wir Ps1reu = Fn.(0) 
von (110.7) formen wir ihn dann um in 
A*(6) B(6)-+ A(0) B*(0) 


2 F.(0) 6Fm,(0) 
a 


ein. Unter Benutzung 


PB) 


Der Einheitsvektor n wird dabei durch die Gleichung (110.10) definiert. Der 
Polarisationsvektor steht also immer. senkrecht auf der Streuebene. Der Betrag 
des Polarisationsvektors ist der Polarisationsgrad 

Gehen wir mit den Ausdrücken (110.13) und (110.15) für A(0) und B(6) ın 


(110.18) ein, so bekommen wir 
Te ak? sin 0 
a?k*sın 6 


1+[2 


B(0) = - 


(110.19) 


Wie (110.19) zu entnehmen ist, ist der Polarisationsgrad bei Streuwinkeln 9 — 90° 
am größten. Der Polarisationsgrad ist der Spin-Bahn-Wechselwirkung und dem 
Verhältnis &£ des Imaginärteils des optischen Potentials zum Realteil propor- 
tional. 

Bei der elastischen Streuung ist nur dann eine Polarisation möglich, wenn die 
Streuamplitude (110.7) sowohl den von der Spinstellung unabhängigen Summan- 
den A(6) als auch den von der Spinstellung abhängigen Summanden (on) B(6) 
enthält; das erkennt man aus (110.18). 
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Distorted wave approximation 


Bei einigen Problemen der Streutheorie und der Theorie der Reaktionen kann 
man das Wechselwirkungspotential in zwei Summanden zerlegen. Zum Beispiel 
hat man bei der Wechselwirkung geladener Teilchen durch Kernkräfte neben der 
eigentlichen Kernwechselwirkung Vx noch die Coulomb-Wechselwirkung Vo 
zwischen den stoßenden und auseinanderfliegenden Teilchen zu beachten. Beim 
Stoß von Nukleonen mit komplizierten Kernen kann man die Wechselwirkungs- 
energie als Summe eines gewissen effektiven ‚optischen‘ Potentials Vopr; das 
die elastische Streuung bestimmt, und des „Rest-‘ Potentials V, darstellen. In 
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diesen Fällen muß man den Einfluß der beiden Teile des Potentials häufig ge- 
trennt berücksichtigen. Wir wollen sehen, ob man eine solche Trennung vor- 
nehmen kann. Dazu schreiben wir den Hamilton-Operator in der Gestalt 


H= H,+V4+ Vr. 


Nach der allgemeinen Formel (107.11a) ist die Übergangswahrscheinlichkeit pro 
Zeiteinheit für einen Übergang aus dem Zustand ©, in den Zustand 9, 


Ir 
Poa = > (ER — Eu): 


mit 
Tyaa= <B, Va + VElPI®). (114.1) 


Die Wellenfunktion YÜ) gehört zu der einfallenden Welle DB, und erfüllt die 
Integralgleichung 


en D, + (Eu ugs: H,+ 1n) IV, + V,) nen, (111.2) 
Ferner führen wir die Wellenfunktion gU) ein; diese soll eine einlaufende Welle 
bei der Streuung allein am Feld Vz beschreiben und zum Endzustand ®, ge- 


hören: 
o= Du+ (Ea- Hoin) VE ph”. (114.3) 


Aus dieser Gleichung bestimmen wir die Funktion ©, und setzen sie in (111.1) 


‘ein; so bekommen wir 


Tra= IV AP) + 
+9 VE PN — Koh IVz(Ea— Hot in) Va + Va) Pr). 


In den zweiten Summanden der entstandenen Beziehung setzen wir für Pr 


den Ausdruck (111.2) ein und finden 


Tyaa= <a V AP + Kol IV z1 Da»). (111.4) 
Weiter wird mit Hilfe der Formel (108.23) 

VE Ddr = BelVzlo)= TyalB), (111.5) 
wobei die Funktion 9) die Gleichung (111.3) und e|# die Integralgleichung 

or= Ba+ (Ea— Ho+ in)! Vapo (111.6) 


erfüllen. Das Matrixelement 7',.(B) (111.5) bestimmt also den Übergang aus dem 
Zustand ®, in den Zustand ©, unter dem Einfluß des Operators V7 allein. 

Um den physikalischen Sinn des ersten Summanden im Matrixelement (111.4) 
zu erkennen, formen wir die Integralgleichung (111.2) in die dazu äquivalente 
Relation 

PP=6,+ (En Ho- Va- V; + in) !(V,+ 75) D, (111.7) 


m. (111.7) folgt unmittelbar aus (107.16a), wenn man T®, = VP{#) benutzt (im 
vorliegenden Falle ist V=V,+ V,). (111:6) kann man durch die äquivalente 
Gleichung 


or = B,+ (Ea— Ho - Vs + in) !Vz®, (111.8) 
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ersetzen. Von (111.7) ziehen wir (111.8) ab, verwenden die Operatoridentität 


A!- B'!= AYB- A) B"! 
und erhalten 


DZ or + 
+ (Ea— Ho— V4— Vs + in) 1V,x [B8.+ (E- Ho— VE + in) !VE®%]. 


Nach (111.8) ist der Ausdruck in der eckigen Klammer gleich e(P, so daß wir die 
Integralgleichung 


Pr= og + (Ea— Ho— Va Vetin'Vaya” 
oder die dazu äquıvalente Beziehung 
Pr= pr + (Eu Ho- Vs+ in TV,P$ (111.9) 


bekommen. Die Integralgleichung (111.9) liefert die auslaufende Welle PP, die 
bei der Streuung der Wellen po} an 7, entsteht; die Wellen 9CP sind Lösungen 
der Gleichung (111.6). Das Matrixelement 


Tya(A)= pP V PP (111.10) 


in (111.4) gibt daher die Wahrscheinlichkeitsamplitude für die Streuung der 
Wellen, die bereits am Potential V, gestreut (‚‚verzerrt‘“) worden sind, am Poten- 
tial U, an. 
Alle oben abgeleiteten Beziehungen sind exakte Beziehungen, weil wir bei 
ihrer Ableitung keinerlei zusätzliche, vereinfachende Annahmen gemacht haben. 
Wir ersetzen nun im Matrixelement (111.10) nach (111.9) die Funktion PP 
durch deren nullte Näherung. So ergibt sich das Matrixelement 


Tais(A)= <o IV Alpi). (111.14) 


Die in (111.11) vorgenommene Näherung bezeichnet man als ‚distorted wave“ 
approximatıon; denn in diesem Matrixelement stehen als Funktionen des Anfangs- 
und des Endzustandes keine ebenen Wellen (wie in der Bornschen Näherung), 
sondern Lösungen der Gleichungen (111.6) und (111.3), die die ‚Verzerrung‘ der 
Wellenfunktionen der Anfangs- und Endzustände durch das Potential Vz ent- 
halten. Es ist wesentlich, daß die Funktion 9? in (111.10) und (111.11), die dem 
Endzustand 9, entspricht, eine Lösung der Integralgleichung (111.3) ist. Die 
Funktion gl”) wird daher asymptotisch durch die Überlagerung der ebenen Welle 
des Endzustandes ®, und einer einlaufenden Kugelwelle dargestellt, die von der 
Wirkung des Potentials V, stammt. 

Gehört der Operator Vz zur Goulomb-Wechselwirkung, dann ist (111.3) exakt 
lösbar. Das zweite Potential V_ , (zum Beispiel die Kernwechselwirkung) kann dann 
nach der Methode der distorted wave approximation bei der Berechnung von 
(111.11) berücksichtigt werden; man kann es aber auch exakt behandeln, indem 
man die Integralgleichung (111.9) löst und den gefundenen Ausdruck für Fr 
in (111.10) einsetzt. 

In $ 100 haben wir Funktionen der Art von 91, deren asymptotischer Aus- 
druck aus einer ebenen Welle ®, und einer vom Coulomb-Feld erzeugten ein- 
laufenden Kugelwelle bestand, durch Lösen der äquivalenten Differentialgleichung 
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gewonnen. Die Funktionen @\’ werden zur Berechnung des Photoeffektes an 
Atomen benutzt, wo man die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Coulomb- 
Feld des Kerns berücksichtigen möchte; ferner werden sie in der Theorie der 
Kernreaktionen verwendet, wenn man die Coulomb-Wechselwirkung der Reak- 
tionsprodukte beachten will (s.in diesem Zusammenhang auch die Arbeit von 
Breır und Bere [71]). 

Das vollständige Matrixelement für den Übergang a> b wird nach (111.4), 
(111.5) und (111.10) als Summe der Matrixelemente 


Tra= <BulVEl pP’ + Ko V Al PIP) 


dargestellt. Im Spezialfall der distorted wave approximation, d. h. wenn man Pi 
durch die Funktion g(f? ersetzt, die der Integralgleichung (111.8) genügt, haben 
wir 


Te = <BolVRl oO + Ko IV alPLr). 
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Diejenigen Integralbeziehungen, die Real- und Imaginärteil der Streuamplitude 
(oder der Streumatrix) miteinander verknüpfen, heißen Dispersionsrelationen in 
der Streutheorie. Wir werden in diesem Paragraphen die einfachsten Dispersions- 
relationen für nichtrelativistische Energien der Relativbewegung der wechsel- 
wirkenden Teilchen behandeln. 

Dispersionsrelationen wurden erstmalig von Kramers und Kronıne (1927) 
aufgestellt, als sie Integralbeziehungen zwischen Imaginär- und Realteil. der 
dielektrischen Permeabilität eines Stoffes fanden. Am Beispiel der dielektrischen 
Permeabilität kann man leicht die physikalischen Voraussetzungen erklären, aus 
denen Dispersionsrelationen folgen. Wir werden daher kurz bei der Herleitung 
dieser Beziehungen verweilen. 

In schwachen elektromagnetischen Feldern ist der D-Vektor D=€E + Ar, 
wenn ® das elektrische Moment pro Volumeneinheit des Dielektrikums ist und 
linear von der elektrischen Feldstärke € abhängt. In zeitlich veränderlichen 
Feldern hängt der Wert von ® in einem gegebenen Zeitpunkt wegen der Retar- 
dierung im allgemeinen von den E-Werten zu allen früheren Zeiten ab. Diese Ab- 
hängigkeit wird durch die Integralbeziehung 


Di) = E(t)+ [Fo E(t— r) dr (112.1) 
0 


erfaßt. Dem Kausalıtätsprinzip entsprechend wird in (112.1) nur über Zeiten, 
die früher als t liegen, integriert. Für isotrope ‚Körper ist /(r) eine solche endliche, 
reelle Funktion der Zeit!), daß das Integral in (112.1) immer konvergiert. Dieser 
Sachverhalt folgt daraus, daß D(t) für endliches E endlich sein muß und nicht von 
den &-Werten zu sehr weit zurückliegenden Zeiten. abhängen darf. Für i— 


1) Im allgemeinen Fall ist F(t) ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe mit zeitabhängigen 
Komponenten. 
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wird also die Funktion F(t) hinreichend schnell gegen Null streben. Das r-Inter- 
vall, in dem die Funktion F(t) merklich von Null verschieden ist, wird durch die 
Retardierung der Vorgänge bestimmt, die die elektrische Polarisierbarkeit des 
Dielektrikums bewirken. 

Wir gehen jetzt in (112.1) zu den Fourier-Transformierten des D- und des €- 
Feldes über: 


[00 oo 
’ Dn)= [ To) eri®t dw, E(t)= [E(o) eriot dw. 


Weiter führen wir die dielektrische Permeabilität e(w) über die Beziehung 
D(w) = elw) E(w) ein und bekommen 


e(o)= 1+ [Fe eior dr. (112.2) 
0 


Diese Formel gibt die Frequenzabhängigkeit der dielektrischen Permeabilität 
an, d.h. das Dispersionsgesetz. Im allgemeinen ist die Funktion e(®) komplex. 
Unmittelbar aus der Definition folgt, daß sie die Gleichung 


e(w)= e*(—w) (112.3) 
erfüllt. Trennt man Real- und Imaginärteil 
e(w) = a(lw)+ ıic(w) (112.4) 
und benutzt (11.23), so ergeben sich die beiden Gleichungen 
«(-o)=alw), 0o(-w)=-colw). (112.5) 


Der Realteil der Dielektrizitätskonstante ist also eine gerade, der Imaginärteil 
eine ungerade Funktion der Frequenz. 

Die Beziehung (112.2) liefert die dielektrische Permeabilität als Funktion einer 
reellen Veränderlichen. Wir wollen e jetzt als Funktion einer komplexen Variablen 
betrachten, indem wir 


e(z2)= 1+ [F@) eiz? dr (112.6) 
6 


mitz=w-+1y,y>0 setzen. Für y< 0 divergiert das Integral. Die Funktion 
e(z) wird daher für y< 0 als analytische Fortsetzung der Formel (112.6) definiert. 

Die Funktion F(r) ist im ganzen Intervall O<r<o endlich, deshalb hat die 
Funktion e(z) in der oberen z-Halbebene einschließlich der reellen Achse, d.h. 
für y>0, endliche Werte. Dieses Resultat ist eine Folge des Kausalitätsprinzips, 
auf Grund dessen in (112.6) nur über 7 > 0 integriert wird. Strebt z in der oberen 
Halbebene gegen Unendlich, dann geht die Funktion &(z) gegen 1. 


Sehen wir uns nun das Integral 


an; die Integration darin erfolgt über einen unendlich großen geschlossenen Weg 
C. C verläuft in positiver Richtung längs der ganzen reellen Achse und umgeht 
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den Punkt z= ® auf einem infinitesimalen Kreis von Radius o in der oberen 
Halbebene. Ein sehr großer Halbkreis ın der oberen z-Halbebene schließt den 
Weg C. Für z> 00 geht e(z) — 1 gegen Null. Der Integrand strebt daher schneller 
als 1/z gegen Null, und das Integral / konvergiert. Da der Integrand keine singu- 
lären Punkte innerhalb des Weges C hat, ist dieses Integral gleich Null. Anderer- 
seits liefert das Integral über den großen Halbkreis keinen Beitrag zu /, und die 
Integration über die ganze reelle Achse ergibt 


o—o0 oo 
— 1 —1 

0= /= lim f 2 4 f er -ırle(w)— 1]. 
a z— ® 2— 0 


Der Summand -ır [e(o) — 1] stammt von der Integration über den infinitesi- 
malen Halbkreis um den Punkt z = w ım Uhrzeigersinn. 
Die erhaltene Gleichung kann man in der Form 


ee . f ei dz (112.7) 


— 00 


schreiben. Z/ bedeutet, daß das Integral ın (112.7) im Sinne des Hauptwertes zu 
berechnen ist. Durch Trennung von Real- und Imaginärteil in (112.7) erhalten 
wir zwei Gleichungen, die Dispersionsrelationen von Kramers und Kroning: 


«ut (a an [On 


Da nach (112.5) die Funktion o(z) eine ungerade und die Funktion «(z) eine gerade 
Funktion der reellen Veränderlichen z sind, kann man diese Gleichungen in die 
Gestalt 


9 oO 
&(0)-1=- —9 [Fa% (112.8) 
0 
209 al) A 
= Seen 112.9 
A (112.9) 
0 


bringen. 

Mit den Formeln (112.8) und (112.9) kann man die Funktion x(®) berechnen, 
wenn die Funktion o(w) bekannt ist, oder man kann die Funktion 0(®) berechnen, 
wenn man a(w) kennt. | | 

Die Absorption der Energie in einem dielektrischen Medium wird durch den 


dz 


Imaginärteil der dielektrischen Permeabilität bestimmt. Das Integral I-#-. 
5: Wer 


ist identisch Null. Aus (112.9) folgt daher sofort, daß der Imaginärteil der dielek- 
trıschen Permeabilität in einem Medium ohne Dispersion, d. h. mit &(®) = const, 
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gleich Null ist. Mit anderen Worten, ein beliebiges dispergierendes Medium ist 
gleichzeitig ein absorbierendes Medium. 

In $ 81 haben wir eine Formel für den Realteil der dielektrischen Permeabilität 
abgeleitet (unter Vernachlässigung der Dämpfung): 


Are?N fxo 


ae = 2000 
a) BE Oo @° 


Dieser Ausdruck kann ın die Form 


(0) 1= ey fr eos, (112.10) 


zw 


gebracht werden. Aus. dem Vergleich von (112.10) mit (112.8) finden wir einen 
expliziten Ausdruck für den Imaginärteil der dielektrischen Permeabilität durch 
dıe Oszillatorstärken 

2r2e?N 


o(w) = 2 Tro & V— Oxo)- (112.11) 
Würde man die Lebensdauern . angeregten Zustände berücksichtigen, dann 
hätte man die ö-Funktionen auf der rechten Seite von (112.11) durch glattere 
Funktionen mit Maxima bei ® = ®;9 zu ersetzen. Wir verwenden die Summen- 
regel für die Oszillatorstärken (81.10) und erhalten durch Integration von (112.11) 
die Integralgleichung 


9 


2 2er’ N 
[ro odo- FE ypa- ea 


0 


wo N die Zahl der Atome pro Volumeneinheit ist. 

Zur Illustration der Grundideen bei der Herleitung der Dispersionsrelationen 
in der Streutheorie behandeln wir das einfachste Beispiel: die s-Streuung von 
Teilchen ohne Spin an einem kugelsymmetrischen Feld. Nach’ $ 98 ist der Radial- 
anteil der Wellenfunktion für die s-Streuung an einem Potential mit endlicher 
Reichweite 

i Et 


R(r, () = ry(r, )= Cleikr— S(k)eikr)e *. (112.12) 


In (112.12) haben wir bereits die Zeitabhängigkeit mit aufgenommen. Ein Dia- 
gonalelement der Streumatrix S(k) ist eine Funktion der Energie der Relativ- 
bewegung oder der Wellenzahl k. Definitionsgemäß ist die Streumatrix S(k) der 
Operator, der den auslaufenden Teil der einfallenden Welle ei in die Funktion 
S(k) ei# für die Streuwelle überführt. Wir ersetzen ın (112.12) k durch —k und 
bekommen | 

i Et 


R(r,1)=CS(— k) ferikr _ STU(—k)eikrte :®. (112.13) 


Dem Vergleich von (112.13) mit (112.12) entnehmen wir, daß die Matrix für die 
s-Streuung die Gleichung 


S(k)= S-1(—k) oder S(k) S(-k)=1 (112.14) 
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erfüllen muß. Ferner folgt aus der Unitarität der Streumatrix (s. $ 107) die Be- 
zıehung 


S-1(k)= S*(k). (112.15) 


Die Streumatrix S(k) ist als Funktion einer reellen Veränderlichen definiert; 
sie kann analytisch in den Bereich komplexer Wellenzahlen k fortgesetzt werden. 
Zu komplexen Wellenzahlen 


k=qut+tim (112.16) 
gehören komplexe Energien 
| 1 B2 
ar (gi - 8) + 2iqıg]. (112.17) 


Komplexe Energien verwendet man in der Physik zur Beschreibung nicht- 
stationärer Zustände eines Systems. Die Größe A in (112.17) ıst ein Maß für die 
„Zerfalls“-Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit und wird als Zerfallskonstante be- 
zeichnet. Sie ist positiv, wenn das Betragsquadrat der Wellenfunktion im Laufe 
der Zeit abnimmt (radioaktiver Zerfall), und negativ, wenn das Betragsquadrat 
der Wellenfunktion mit der Zeit zunimmt, zum Beispiel beim Einfang eines 
Nukleons durch einen Kern. 

Setzt man S(k) für komplexe Werte von k analytisch fort, so bleibt die durch 
( ) ausgedrückte Eigenschaft der Streumatrix erhalten. Die Gleichung 
(112.15) für die Unitarität der S-Matrix wird aber ungültig. Wir vergleichen 
(112. 12) fürt = 0 mit dem dazu konjugiert Komplexen und finden so die Be- 
Zi 


S-1(k) = S*(k*). (112.18) 


Aus (112.18) folgt: Ist die S-Matrix in einem gewissen Punkt kı der komplexen 
Ebene gleich Null, dann hat sie notwendigerweise im Punkte k] = kı einen Pol; 
die beiden Punkte liegen symmetrisch zur reellen Achse. 

Wir wollen jetzt feststellen, welche physikalischen Erscheinungen die Streu- 
matrix als Funktion komplexer Wellenzahlen beschreibt. 

a) Die Wellenzahl k sei reell (9 = 0). In diesem Falle beschreibt die Streu- 
matrix reale Streuprozesse. 

b) Die Wellenzahl % sei rein imaginär (ı = 0): 


k=1g9, = _ —. (112.19) 


Zu negativen Energien können gebundene Zustände des Systems gehören. Dazu 
ist notwendig, daß das Betragsquadrat der Wellenfunktion endlich ist, d.h., es 
muß die Gleichung 


elf 


gelten. Diese Gleichung kann nur erfüllt werden, wenn 


2 
eger — S(ig) e-%”| dr= endliche Zahl 


9<0 und S(gy)=0 (112.20) 
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sind. Zu gebundenen Zuständen eines Systems gehören also Nullstellen der Funk- 
tion S(k) auf der negativen imaginären Achse und symmetrisch dazu auf der 
positiven imaginären Achse Pole der Funktion S(k). 

Wie man zeigen kann, darf die Funktion S(k) in der unteren komplexen Halb- 
ebene keine anderen Nullstellen als diejenigen auf der imaginären Achse haben. 
Nehmen wir an, S(k) habe eine Nullstelle im IV. Quadranten, d.h. füru=q + 
+19 mit >0 undg<0. Die Funktion (112.12) hat dann für k= kı die Gestalt 


= —ex i( 2 ex | : A.) 
en ms PETERS PERS r — — % 
Yo F pP gır + 7, pP qn 5 


Dieser Funktion entspricht ein Strom in das Innere einer Kugel vom Radius r 
mit der Stromdichte 


Cr 
IC m. 


ar 


. xp (-2gpr — At). 
Das widerspricht aber der zeitlichen Abnahme des Betragsquadrates der Wellen- 
funktion in der Kugel mit dem Radius r infolge des Zeitfaktors exp (—- At), da 


A= — URS Qist. In gleicher Weise kann man zeigen, daß die Funktion im 


1 
dritten Quadranten keine Nullstellen haben darf (für 1< 0, 9g< 0). Eine Folge 
von (112.18) ist, daß es in der oberen Halbebene (bis auf die Pole auf der positiven 


Abb. 20. Nullstellen (Kreise) und Pole (Kreuze) der Streumatrix S(k) in der komplexen 
Ebene k = qı + 19. Die Nullstelle 1 entspricht einem Einfang, die Nullstellen 2 gebundenen 
Zuständen, die Nullstelle 3 dem radioaktiven Zerfall des Systems 


imaginären Achse) keine Pole gibt. In Abb. 20 sind die möglichen Lagen von 
Nullstellen und Polen der Streumatrix S(k) in der komplexen k-Ebene eingetragen, 
k = gı + ig. Die Nullstellen der Funktion S(k) für gı< 0 entsprechen Einfangs- 
prozessen, die Nullstellen von S(k) für g,> 0 gehören zu radioaktiven Zerfalls- 
prozessen. 

Als Beispiel zur Illustration der k-Abhängigkeit der Streumatrix sehen wir uns 
die Streuung eines Neutrons an einem Proton an. Wie in $ 99 angegeben wurde, 
ist die Streulänge für diese Streuung im Singulettzustand a, = —2,4-10”1? cm 


30* 
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und im Triplettzustand a, = 5-10”1? cm. Unter Verwendung von (99.15) und 
des Zusammenhangs zwischen Streumatrix und Streuphase für s-Streuung 
ctg ög+1 


S = elid, — 
eig ög— ] 


(112.21) 


finden wir 


. . —1 
(-- + R) r = R) für Singulettstreuung, 
As 


S(k) = u (112.22) 
(- + R) (- _ für Triplettstreuung. 


Die Streumatrix S(k) hat also im Triplettzustand eine Nullstelle (entsprechend 
einem gebundenen Zustand des Systems — dem Deuteron) auf der negativen 


imaginären Achse fürk= — —. Zum Singulettzustand gehört die Nullstelle von 
a; 
S(k) auf der positiven imaginären Achse beik = — > (virtueller Zustand). 
a 


Im allgemeinen wird die elastische Streuung an einem kugelsymmetrischen 
Feld durch einen Satz von Diagonalelementen 5, bestimmt, die nach (98.8) 
folgendermaßen mit der Streuamplitude zusammenhängen 

A(6) = - 3 (21+ 1) Pı(cos 0) (1-8). (112.23) 
ı=0 


Die Streuamplitude ist also ebenfalls eine Funktion der Wellenzahl k, und man 
kann sie analytisch in den Bereich komplexer k fortsetzen. Dabei entsprechen den 
Nullstellen und Polen der Streumatrix Nullstellen und Pole der Funktion kA(P). 
Speziell für die Streuung am Coulomb-Feld (s. (100.10)) ist diese Funktion 


" _AT(+ ia) °P [-2ia1n (5)| 
2T(1- 14) sin? (5) 


mit 
Zı Z3 e?u 


A=+ FOyR 


(112.24) 


Die Funktion kA(0) hat für diejenigen 4 Nullstellen, für die das Argument der 
T'-Funktion I'(1 — iA) gleich einer negativen ganzen Zahl oder Null ist, d.h. für 
ii=nmitn=1,2,... Einsetzen dieser Werte in (112.24) ergibt die k-Werte, 
für die die Funktion kA(0) verschwindet: | 


(112.25) 


Das positive Vorzeichen gehört zum abstoßenden, das negative zum anziehenden 
Potential. Bei Coulomb-Anziehung zwischen den Teilchen hat die Funktion kA() 
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Nullstellen auf der negativen imaginären Achse für 
1Zı Zye?u 
Rn 
Zu diesen k-Werten gehören gebundene Zustände mit den Energien 
Rz ZiZieiu 
re 


Für Z, = 1 stimmt diese Formel exakt (s. $ 38) mit den diskreten Energieniveaus 
eines Elektrons im Feld der Kernladung Zje überein. 

Zu gebundenen Zuständen eines Systems gehören also Nullstellen der Funk- 
tion kA(0) auf der negativen imaginären Achse. Die umgekehrte Aussage trifft 
nicht immer zu. 

Auf Grund der analytischen Eigenschaften der Streumatrix und der Streu- 
amplitude für die Streuung an einem Potential endlicher Reichweite kann man 
ähnlich wie für die dielektrische Permeabilität eine Reihe nützlicher (s. die Arbeiten 
[72]) Integralbeziehungen aufstellen, die man ebenfalls als Dispersionsrelationen 
bezeichnet. Hier wollen wir nur die einfachsten Dispersionsrelationen für die 
Amplitude der Vorwärtsstreuung Ag = A(0) besprechen. 

Die Dispersionsrelationen für die Amplitude der Vorwärtsstreuung ergeben 
sich sehr einfach auf folgendem Wege: Für eine beliebige analytische Funktion 
f(z) der komplexen Veränderlichen z gilt nach dem Cauchyschen Satz 


(z’) dz’ 
BF- A TI S, Om- 


v4 


kn=— 


Die Integration erfolgt dabei auf einem geschlossenen Weg, der nicht den Punkt z 
enthält; $, 0„ ist die Summe der Residuen aller Pole der Funktion /(z) in dem vom 


Integrationsweg umschlossenen Bereich. Der Punkt z liege auf der reellen 
Achse, die Funktion f(z) habe keine Pole auf der reellen Achse und verschwinde 
genügend schnell für z> oo in der oberen Halbebene; unter diesen Voraussetzungen 
kann man die letzte Gleichung durch entsprechende Wahl des Integrationsweges 
umformen in 


 fe)de | 
$P [ 2) er inf(2)= 2ri ) 0m: (112.26) 
2 —2z == 
Das Symbol 2 bedeutet hier, daß das Integral am Punkte z = 7’ im Sinne des 
Hauptwertes zu berechnen ist. Aus (112.26) ergibt sich sofort der folgende Zu- 
sammenhang zwischen Imaginär- und Realteil der Funktion /(z) auf der reellen 
Achse: 


1 mr 
Re f(2) = — 9 [TEE re zen (112.27) 


Für eine Wechselwirkung mit endlicher Reichweite strebt die Amplitude der Vor- 
wärtsstreuung für k> oo gegen den endlichen Grenzwert Ao(©0). Die Funktion 
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f(k) = Ao(k) — Ao(®) geht dann für k> oo gegen Null, und für sie kann die Be- 
ziehung (112.27) verwendet werden; das ergibt 
Im Ao(k’) 


Re Ao(k)— Ao(o) = 9 [ De dk’— 2Re I’ om, (112.28) 


0 sind die Residuen der Funktion Ao(k) für die gebundenen Zustände. 
Bei der Streuung langsamer Teilchen ist nur für2=0%S, #1, und wir be- 


kommen nach (112.23) 


Se 
Ao= 5,1 80) 
Drücken wir S9 mit Hilfe von (112.22) durch die Streulänge a aus, dann wird 
1 
ik — — 
a 
Ao(k) = (112.29) 
1 
k?+— 
a 


Aus dieser Gleichung folgt für die s-Streuung Ay(®) = 0. 

Der Realteil der Streuamplitude ist eine gerade Funktion von k, der Imaginär- 
teil eine ungerade Funktion. In unserem speziellen Fall folgt diese Behauptung 
direkt aus (112.29). Im allgemeinen Falle erkennt man das folgendermaßen: Man 
drückt die Amplitude der Vorwärtsstreuung über die Beziehung 5, = exp (21ö),) 
durch die Phasenverschiebungen aus: 


1 oo 
Ay= pn >) (cos ö, sin ö, + i sin? ö,) (22+ 1) 
er) 


und beachtet, daß die Phasenverschiebungen nach (98.23) ungerade Funktionen 
von k sind (6, — k2!t1). Im allgemeinen Falle folgt diese Ungeradheit der Phasen- 
verschiebungen aus (112.14) unter Verwendung von S(k) = exp [21ö(k)]. 

Auf Grund der Ungeradheit von Im Ay(k) bekommen wir 

Im Ao(k’)dRk’ 9 k’ Im Ao(k’) dk’ 
[ K-k 5 a 

Weiter verwenden wir den Zusammenhang (107.31) zwischen dem Imaginärteil 
der Amplitude der Vorwärtsstreuung und dem totalen Streuquerschnitt 


ko(k) 
und bringen (112.28) in die Gestalt 
1. (olk)dk | 
Re Ao(k) —= Ao(oo) = 3m? f PR 2 Re 2 On» (112.30) 
0 


Die Gleichungen (112.28) und (112.30) sind die Dispersionsrelationen für die Amplı- 
tude der Vorwärtsstreuung. 
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$ 113. Kohärente und inkohärente Streuung langsamer Neutronen 


Werden Neutronen (oder andere Teilchen) von einem Stoff mit geordneter 
Struktur gestreut und ist die Wellenlänge mit dem Abstand zwischen den Kernen 
vergleichbar, dann beobachtet man bei der Streuung Interferenzeffekte. Der Ab- 
stand zwischen den Kernen ist in Festkörpern und Flüssigkeiten von der Größen- 
ordnung 10”® cm. Die oben angegebenen Verhältnisse liegen demnach für Neu- 
tronen mit einer Energie von nicht mehr als 0,025 eV vor (das entspricht der 
Wellenlänge — 1,8-10”® cm). 

Diese Neutronen heißen thermische Neutronen. 

Für thermische Neutronen ist immer die Ungleichung ka < 1 erfüllt, wenn a die 
Ausdehnung eines Atomkernes ist. Thermische Neutronen sind daher immer lang- 
same Neutronen; ihre Streuung an einem einzelnen Kern läuft nur über die Partial- 
wellen mit! = 0. Die Streuung thermischer Neutronen ist daher kugelsymmetrisch. 
Für eine gegebene Energie der Relativbewegung und für einen gegebenen Spin- 
zustand enthält die Streumatrix nur ein einziges von 1 verschiedenes Matrix- 
element: Sg. Die Wellenfunktion für das betreffende Streuproblem ist also 


vr) = 2 (e-ikr _ Sgeikr). (113.1) 


r 


Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen dem Matrixelement So und der 
Streuamplitude herstellen. Dazu trennen wir von dem asymptotischen Ausdruck 
für die Wellenfunktion des Streuproblems 


y= A A - eikr 


die s-Welle ab, die wir mit yo bezeichnen wollen. Für große z ıst 


u - (kr _ =) 
ikz x (2 = 
ö zer Zu kr ’ 
und wir bekommen 
vo= zer - (1 + 2ikA) eikr], (113.2) 


Der Vergleich von (113.2) mit (113.1) liefert die gesuchte Beziehung 
So=1+ 21kA. (113.3) 


Diese Beziehung folgt direkt auch aus (98.10). Die Streuamplitude A ist eine 
komplexe Zahl. Wir setzen A=& + iß und erhalten für den Querschnitt der 
elastischen Streuung 


at Sol? = Ar] Al?= Ar(a? + BP), (113.4) 
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und für den Reaktionsquerschnitt 


Te AT 

= 7 (1- Sol?) = ai Ara? + Pi) = —— —-0,. (113.5) 
Der totale Streu- und Reaktionsquerschnitt hängt nach (113.4) und (113.5) (in 
Übereinstimmung mit dem optischen Theorem) nur vom Imaginärteil der Streu- 
amplitude ab: 

Arß 


leer 


m (113.6) 


0,= 0% = 0,= 
Sınd der Querschnitt der elastischen Streuung o, und der totale Streuquerschnitt 
6, bekannt, dann kann man aus (113.4) und (113. 6) 8 und den Realteil der Streu- 
amplitude & berechnen (den letzteren nur bis auf das Vorzeichen); es ist | 


1/2 | 
Ale +[=-(€=)] Ba (113.7) 
Ar AT | 


Hängt die Streuamplitude nicht vom Spinzustand des Systems ab, dann ist die 
Streuwelle zur einfallenden Welle kohärent, d. h., die beiden Wellen können mit- 
einander interferieren. Ist dagegen die Streuamplitude vom Spinzustand des 
Systems abhängig, dann ist nicht die ganze Streuung zur einfallenden Welle ko- 
härent. Die bei der Streuung entstehende Inkohärenz kann man als Spin-Inko- 
härenz bezeichnen, da sie von der Abhängigkeit der Streuung vom Spin des Sy- 
stems der beiden stoßenden Teilchen verursacht wird. Wir wollen uns jetzt näher 
mit der Spin-Inkohärenz befassen. 

Der streuende Kern habe den Spin /. Die Streuung thermischer Neutronen wird 


1 
dann entsprechend den beiden möglichen Spinzuständen des Systems J= /+ DR 


I => durch die beiden Streuamplituden A, und A_ beschrieben. Für das folgende 


brauchen wir die Projektionsoperatoren 


I+1+ 25s 1-23s, 


gg reg en 


Unter Verwendung von 5 =I-+s und 255 = J? — IT? — s? kann man sich leicht 
davon überzeugen, daß die Projektionsoperatoren (113.8) folgendermaßen auf die 
Spinfunktionen X, des Systems wirken: 


Xım; für J= I 

N+XJM= f 
0, für J= 1-5; 
0, für J= +5, 

N-XJM ' 
XJm; für J= I-5» 
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wegen 


1 


Ä 1 
-(I+1) für J= 1-7: 


2Is = 


Mit Hilfe der Projektionsoperatoren (113.8) kann man die Wellenfunktion für die 
Relativbewegung von Neutron und Kern in der Form 


= eikr 
y- (« ®+ Act = XJM 
schreiben mit 
N | 
Act = n+Aı+ Nn_-A_= IT ((I+1) A; + IA_+ 2Is(AL— A_)} . (113.9) 
Der Teil 
Axon = (2/+ 1/71 f(I+ 1) A; + IA_} (113.10) 


der Streuamplitude (113.9) ist die Amplitude der kohärenten Streuung; der restliche 
Teil | 


Au (2I+ 1)! 21s(A,— A_)= BIs (113.11) 


ist die Amplitude der inkohärenten Streuung. Für A, = A_ ist die Amplitude der 
inkohärenten Streuung Null; das tritt dann ein, wenn die Streuamplitude nicht 
vom Spinzustand abhängt. Zum Beispiel ist für alle gg-Kerne (Spin /=0) 
Aink = 0. Der Kern Be, und einige andere ungerade Kerne haben ein sehr kleines 
Aink- 

Das Skalarprodukt der Operatoren Is in der Amplitude der inkohärenten Streu- 
ung kann man umformen in 


| 1 f 
Is= I,s; + 5 (T.+ ı1,) (s2— 1Sy)+ D; (I,— iI,) (s2+ is,). (113.12) 


Wie wir aus $ 40 wissen (s. (40.22)), vergrößern bzw. verkleinern die Operatoren 
I, + ıI, und I, — ıI, die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse um 1. Die 
beiden letzten Operatoren in (113.12) bedeuten demnach ein Umklappen des 
Neutronenspins. | | 

Der über die Spinzustände gemittelte Streuquerschnitt für die elastische 
Streuung an einem Kern ist 


0. = An<|Aesıl?> == An<]Agont BIs]?y, 
mit 
B=2(21+41)1(A,— A). (113.13) 
‚Sind die Spinstellung von Neutron und Kern nicht korreliert, dann sind 
<Is>y = 0 und 
I(I+1) 


4 ’ 


u0s)y= (Bst st hs) = 


A460 XI. Quantentheorie der Streuung 


wegen (s2) = (s2) = (s?) = 1/4. Man kann also den über die Spinzustände ge- 
mittelten Querschnitt der elastischen Streuung als Summe 


0. = Okoh + Oink 
schreiben mit 


I+1 I 2 
_ 2_ Bi =. m. 113.14 
Oxoh Ar| Ayonl AT 21I+ 1 is 97% 1 ( ) 
Arl(I+ 1) 2 
RE 2 Den ae Ze An err 113.15 


Der gesamte Querschnitt der elastischen Streuung von Neutronen an einem Kern 
ist 
I+1 


I 
en ae er Zi A Ar 113.16 
Oe Oxohn + Oink aleree N |A;l Tr 21+ 1 | A | | ( ) 


Wir wollen jetzt den über die Spinzustände gemittelten Querschnitt für die 
Streuung thermischer Neutronen an zwei gleichartigen Kernen mit nichtkorre- 
lierten Spins berechnen. Die Streuamplitude für die Streuung der Neutronen an 
einem Kern ıst nach (113.9) 


Act = Aknt+ BIS, 
wobei Ayon und B durch (113.10) und (113.13) definiert sınd. Deshalb ist 
0,(1,2)= An <(]Assı(1)+ Ass (2)1?> = A| Axon (1) + Anon (2)? + An B%ls+ 5)’. 


Da die Kernspins nicht korreliert sind, ist <(Iıs) (Is) = 0 und somit ((Iıs+ 
+ Ins)?» = 2 ((Is)?y. Wir bekommen daher endgültig mit den Bezeichnungen 
(113.14) und (113.10) 


o.(1, 2) — 2 Cink Ar Ar| Axon(1) Tr Axon(2)1* 


Die Amplituden der inkohärenten Streuung liefern einen unabhängigen Beitrag 
zum Querschnitt der elastischen Streuung, deshalb addieren sich die Querschnitte 
selbst. Der Teil des Querschnitts, der der kohärenten Streuung entspricht, ergibt 
sich durch Addition der Streuamplituden; von der entstandenen Summe wird 
dann das Betragsquadrat gebildet. 

Außer der oben betrachteten Spin-Inkohärenz wird bei inelastischer Streuung 
immer inkohärente Streuung beobachtet. 
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Wie ım vorigen Paragraphen gezeigt worden ist, werden die Interferenzerschei- 
nungen bei der Streuung langsamer Neutronen an einem System aus Kernen 
nur durch den kohärenten Teil der Streuamplitude bestimmt. Wir wollen jetzt 
den Einfluß der räumlichen Anordnung der Kerne in einem Kristall auf die 
kohärente Streuung langsamer Neutronen untersuchen. Der Einfachheit halber 
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setzen wir voraus, daß der Kristall aus einer einzigen Sorte von Atomen besteht 
und daß die Masse dieser Kerne sehr groß ist (damit wir deren Energieänderung 
bei der Streuung vernachlässigen können (s. $ 115)). Die Lage der Kerne im Kristall 
werde durch die Gittervektoren 


3 
n= an; (114.1) 
i1 


festgelegt; aı, ag und az sind die Basisvektoren einer Elementarzelle im Kristall; 
die n,; nehmen alle ganzzahligen Werte ım Intervall 


N; N; 
re Er. 
) <n= ) ’ l 1,2, 3 


an; N\NaN3 = N ıst die Gesamtzahl der Kerne ım Kristall. | 

Den Wellenzahlvektor des Neutrons bezeichnen wir vor der Streuung mit f, 
nach der Streuung mit F (dabei ist |F] = |H). Nach den Ergebnissen des vorigen 
Paragraphen kann man den folgenden Ausdruck für den differentiellen Querschnitt 
der elastischen Streuung von Neutronen an einem Kristall (pro Kern) auf- 
schreiben: 


9) 


do(t 


1 ‘ 
N x Axon() ii + [Ainkld (114.2) 


Axon(t) ist darin die Amplitude der kohärenten Streuung (in F-Richtung) eines 
Neutrons an einem Kern im Punkte n; $, bedeutet hier und im folgenden die 


n 
Summation über alle Atome des Kristalls, der ein Atom pro Elementarzelle ent- 
hält. 

Die Amplitude der kohärenten Streuung an dem Kern im Koordinatenursprung 
(n = 0) bezeichnen wir mit A. Für die s-Streuung unterscheidet sich die Ampli- 
tude der kohärenten Streuung an einem Kern im Punkte n von Ä nur durch 
einen Phasenfaktor infolge der Phasendifferenz der an den beiden Kernen ge- 
streuten Wellen: | 


Ayn{t)= A exp [int— f)}. (114.3) 
(114.3) setzen wir ın (114.2) ein und erhalten den differentiellen Querschnitt der 
elastischen kohärenten Streuung 
do(f) 1A 
dQ2 


ab exp [in(f— f)} . (114.4) 


Zur Berechnung von (114.4) stellt man die Wellenzahlvektoren f und F zweck- 
mäßig durch die Basisvektoren des reziproken Gitters bı, ba und b3 dar. Zwischen 
diesen und den Vektoren des Grundgitters a,, a3 und az bestehen die Beziehungen 


b, = Vila X az] ‚ b= V!faz X a] ‚ bs= V"la x aa] 5 
V = aı[aa x az] ist das Volumen einer Elementarzelle des Grundgitters; 


3 
Vb[baxb3] = 1. Wir setzen {[- P= 5 (k;k— k;) b; und benutzen a,b; =$,;; 


i=1 
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damit ergibt sich 


= net), (114.5) 


mit dem sogenannten Strukturfaktor 


3 3 
Ft-?P)= /]] 3 exp {[inı(kı — kj)} Er II - (114.6) 
ii | nı i=1 (5 =) 
sin 
2 
Für N>o ıst 
3 
Ft-P)=]] [2rN,8(k — ky— 2rt,)) (114.7) 
i=1 


mit ganzzahligen 7,. In der Gleichung (114.7) stehen die Vektorkomponenten im 
reziproken Gitter im Argument der $-Funktion. Führt man die kartesischen 
Komponenten derselben Vektoren ein, k,, k,, k,, dann ist 


3 
IT Sa - - 2rı)= V!8(t-TP—- 2ri) 


und somit 


Yatsreän: (114.8) 


3 
= ) rjb; ist ein Vektor im reziproken Gitter. Er wird durch die Basisvektoren b; 
i—1 
des reziproken Gitters und durch die ganzen Zahlen r,; festgelegt; die Zahlen r; 
heißen Millersche Indizes der Ebenen Braggscher Reflexion. Zu jedem Vektor 7 im 
reziproken Gitter gehört eine Schar paralleler Kristallflächen mit der Gleichung 
3 | 


T >) via; = m, wobei 94, v2, v; und m ganze Zahlen sind. Der Abstand zwischen 
iA 

benachbarten Flächen ıstd = |T|”!. Im Falle eines einfachen kubischen Gitters 

mit der Würfelkante a ist 


d=al! ++, 7,9, %=0,1,2,.... 


Mit Hilfe von (114.9) berechnen wir den differentiellen Querschnitt der elastischen 
kohärenten Streuung von Neutronen an einem großen Einkristall (N> oo) be- 
zogen auf einen einzelnen Kern zu. 
do(f) (2r)3] A|? 
== ge T . 4. 
10 v 8(t- F—- 2r?) (114.9) 
Der differentielle Streuquerschnitt (114.9) hat für die f-Vektoren, die den Be- ° 
dingungen 


t-?=2rt, = (114.10) 
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genügen, steile Maxima; die Gleichungen (114.10) sind die Braggschen Reflexions- 
bedingungen. 

Die Braggschen Gleichungen sind für die Vorwärtsstreuung (=) immer 
erfüllt, weil dabei 7 = 0 ist. Normalerweise versteht man aber unter Streuung die 
Ablenkung der Neutronen aus ihrer ursprünglichen Bewegungsrichtung, der Fall 
T = (0) wird daher ausgeschlossen. Für Kristalle endlicher Abmessungen hat man 
die ö-Funktion (114.9) durch die Funktion (114.6) zu ersetzen, deren Maxima 
eine endliche Breite haben. Die Breite eines Maximums ist (im Winkelmaß) 
größenordnungsmäßig (kL)”"?, wenn L die lineare Abmessung des Einkristalls ist. 

Wird die elastische Streuung von Neutronen an polykristallinen Substanzen 
untersucht, dann hat man (114.9) über alle Richtungen des Vektors 7 bei fest- 
gehaltenem Betrag zu mitteln, um den differentiellen Streuquerschnitt zu erhalten. 
Bei festgehaltenem r gehören zu einem bestimmten Wellenzahlvektor f der ein- 
fallenden Neutronen nach (114.10) F-Richtungen, die mit der f-Richtung den 
Winkel # bilden, so daß 


. 6 rt . 6 = 
sin „= oder 2dsinz = 4 (114.10a) 


gelten, d = 1/r ist der Abstand zwischen den Braggschen Ebenen im Kristall. 
Aus (114.10a) folgt sofort, daß nur solche 7 einen Beitrag zur Streuung liefern 
werden, dıe die Ungleichung 


ix 2 oder AsS2d 
Te 


erfüllen. Für Neutronen mit einer Wellenlänge, die größer ist als der doppelte 
maximale Abstand zwischen den Kristallflächen, ist die Braggsche Gleichung 
bei der Streuung mit 0+0 für keinen einzigen Mikrokristall erfüllt. Solche Neu- 
tronen durchsetzen den Kristall und werden beinahe nicht nach der Seite ge- 
streut. Auf dieser Eigenschaft beruhen die Filter, die in einem durchgehenden 
Neutronenstrahl den kurzwelligen Teil des Spektrums abschneiden. Als Filter 
verwendet man mikrokristalline. Stoffe mit geringer Neutronenabsorption und 
rein kohärenter Streuung. Häufig nimmt man Berylliumoxyd (d = 4,4-10”® cm) 
oder Graphit (d = 6,7-10”® cm). 

Wir nehmen jetzt an, der Kristall bestehe aus Kernen eines Elements mit 
mehreren Isotopen, die an den Gitterpunkten. eines regulären Kristallgitters 
sitzen. Weiter seien die Massen der Kerne unendlich groß und die Spins gleich Null. 
Die Streuung der Neutronen an einem Isotop im n-ten Gitterpunkt werde durch 
die Streuamplitude A, beschrieben. Der Querschnitt (pro Kern) der Streuung in 
den Raumwinkel 1 in F-Richtung ist 


do(f) 
dQ 


1 
-y|2 A, exp {in(f— F)}2. (114.11) 
n 
Mit dem Mittelwert der Streuamplitude 


1 
zn 114.12 
A= 2 An 
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wird 


An= A+ AAN: AAO. (114.13) 
n 
Mit (114.13) bekommen wir aus (114.11) 
do(f) wu er 
— zur 114.14 
d2 dQ2 ).* dQ2 I \ 
mit dem Querschnitt der kohärenten Streuung 
(7 |Al? 
a,“ N 
der mit (114.4) übereinstimmt. Er hängt stark vom Streuwinkel ab und hat steile 
Maxima für die Richtungen, die durch die Braggschen Bedingungen (114.10) 
gegeben werden. Die kohärente Streuamplitude ist nach (114.15) der Mittelwert 


(114.12) der Streuamplituden der einzelnen Isotope. 
Der zweite Summand in (114.14) ist 


Fin v2 An AAF exp fi(t- F) (n— M)} = 


78 exp {im(f— f}) 11,2 Am An: 


2 


I exp {inf P)) (114.15) 


Bei ungeordneter Verteilung der Isotope über die Gitterpunkte sind AA, und 
AAutm für alle m-+ 0 unabhängig voneinander, und somit 2 Ad AA — —(. 


Der Streuquerschnitt 


do Ogiff 
— AA,I?2 114.16 
Fre Am 72 n| ) 


ist dann unabhängig vom Streuwinkel. Es handelt sich in solchen Fällen um 
diffuse Isotopenstreuung infolge Isotopen-Inkohärenz. Haben alle Isotope im 
Kristall die gleiche Streuamplitude, dann gibt es keine Isotopen-Inkohärenz. 


S 115*. Elastische Streuung langsamer Neutronen an Kristallen unter 
Berücksichtigung der Gitterschwingungen 


Wir wollen jetzt die elastische Streuung von Neutronen an einem Kristall 
untersuchen und dabei die Schwingungen der Atome um die Gleichgewichtslagen 
beachten. Für die Wechselwirkungsenergie eines langsamen Neutrons mit einem 
einzelnen Kern verwendet man dabei zweckmäßig das von Fermi [73] eingeführte 
Kernpseudopotential 


Viı)=- I As ); (115.1) 


wobei A die Streuamplitude für ein langsames Neutron an einem Kern ist. Das 
Potential (115.1) ist so gewählt, daß der effektive Streuquerschnitt schon in 
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Bornscher Näherung richtig durch die Streuamplitude ausgedrückt wird. Tat- 
sächlich bekommen wir durch Einsetzen von (115.1) in (97.5) 


doya u?vy 9 vy 
a en ee — ee y.\ 2, 


Der Operator für die Wechselwirkung eines langsamen Neutrons mit einem 

Kristall aus Kernen eines Elementes mit einem Isotop und dem Spin Null wird 

Ich? A 
u 


V(i)= Ft R,), (145.2) 


wenn R, der Ortsvektor eines Kerns ım Kristall ist. Die Basisvektoren einer 
Elementarzelle des Kristalls seien a), ay und az; damit wird RR =n-+ u. Der 
Vektorn= Sn;a; gibt den Gitterpunkt an, der Verschiebungsvektor u„ be- 
schreibt die Auslenkung des Kerns im n-ten Gitterpunkt aus der Ruhlage. 

Bei nicht zu hohen Temperaturen ist die potentielle Energie (E,.:) der Atom- 
schwingungen im Kristall eine quadratische Funktion der Auslenkungen der 
Kerne aus den Ruhlagen und kann als Quadratsumme | 


1 
Jg 


geschrieben werden. y,; sind die Normalkoordinaten, die mit den Auslenkungen 
aus der Ruhlage über die Beziehungen 


3 
Un >= Van? eajrYaj F(an) (115.4) 


zusammenhängen; M ist hier die Masse eines Kerns; 


sin (an) für 9>0, 


(115.5) 
cos(qn) für g< 0; 


F(an) -| 


e,jF(an) sind stehende ebene Wellen mit dem Wellenzahlvektor q und der Polari- 
sation j. Die Polarisation wird für jeden Vektor q durch die drei zueinander senk- 
rechten Vektoren e,; bestimmt. Der Vektor q ergibt sich aus der Gleichung 


die b; sind darin die in $ 114 eingeführten Vektoren des reziproken Gitters. 7; 
sind ganze Zahlen in den Intervallen 


N; 


N. 
Sr ee = . 
Z<MSZ; i=1,2,3 


Wie man leicht sieht, erfüllen die Funktionen F(gqn) die Beziehung $, F (qt) 
q 


F(qn’) = 5 N On 
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Weiter werden wir zur Vereinfachung der Schreibarbeit statt der beiden Größen 
q und j den einen Index s= (q, j) verwenden; (115.4) erhält damit die Gestalt 


2 
= F . 


Die Wellenfunktion für den Schwingungszustand mit der Energie }' ho,v, 
ist für einen bestimmten Satz von Quantenzahlen {»v,} der Oszillatoren 


| 1/% 
PD, Zu II P,, (2) mit &= ER 
s Ks oO; 


o,,(Ys/&s) ist die normierte Wellenfunktion des harmonischen. Oszillators vom 
Typ s zum Zustand mit der Quantenzahl »,. 

Der Anfangszustand des Systems aus Kristall und Neutron mit der Energie 
h2k2/2 u kann in erster Näherung durch die Wellenfunktion 


lay = ®,,, exp {1fr} 
dargestellt werden, der Endzustand durch die Funktion 
by= P®,,., exp {ifr}. 


In Bornscher Näherung ist die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit 
für den Übergang aus dem Anfangszustand Ja) in den Endzustand |b> mit einer 
bestimmten Richtung des Wellenzahlvektors des Neutrons infolge der Störung 
(115.2) 


2 
dPya= —— IKbI Vayl2 de(E») (115.6) 
mit 


2 
EN 


I exp {in(t- 9} ZT M,;,.(n) (115.7) 


und 


mu 
M,;(n)= f op ilt- X) e,y, Flan) Van! Pd (115.8) 


de(E,)/dA2 = uk’/(2r)? h? ist die Dichte der Endzustände im Raumwinkel 1 und 
pro Energieeinheit. Auf Grund der Eigenschaften der normierten Wellenfunktionen 
des harmonischen Oszillators kann man zeigen [74]: 


Ma+3,n@)= = (om 7) Pn+r 2) en? ) dy = 
= (4 2) ( + A n! = 3 


= Yn!{n +2)! = \v+ A) v!\2 
Die Matrixelemente (115.8) ergeben sich aus (115.8a) durch die Substitution 


(115.8a) 


ces 77 
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Da x —- N!l2 ist, braucht man für große N ın der Reihe (115.3a) nur die Terme 
mit den kleinsten x-Potenzen beizubehalten: 


Mu.) = 1-50 (r.+ 5) Pan): | 


Zu (115.9) 


mit 


Ih 
Q=(t-B)e ee (115.10) 


Wir dividieren (115.6) durch die Geschwindigkeit der einfallenden Neutronen 
hk/u und durch die Zahl N der Kerne im Kristall und erhalten dadurch den 


effektiven Streuquerschnitt pro Kern in den Raumwinkel 1 


do urk’ 
10" Nonjag | OVIeYI". (115.11) 


Für elastische Streuung sind ”=k und v,= N,. Setzen wir mit diesen Werten 
(115.7) in (115.11) ein, so finden wir 
do, 1Al° 


2 
nz fine r)}| m2, (115.12) 
n 


| 
mit 


M?= 1 M,, ao 7 F == = Q: (r. + 3) ran). 
Für kleine x ıst 1— x= e”?, und en kann den letzten Ausdruck umformen in 
M?= exp |- 2 Q2 (r. + >) Pan). 
Weiter können wir auf sd der Definition (115.5) der Funktionen F(qn) bei 
der Summation über s (wir erinnern daran, daß die Summation über s die Summa- 


tion über alle q einschließt) die Glieder paarweise zusammenfassen, die sich nur 
durch das Vorzeichen von g, unterscheiden. Unter Beachtung von 


F2.>olan)+ Fa,<o(an) = 1 
bekommen wir 


1 
M? — exp 1- = >.0 (r. + 2)! (115.13) 


Um mit den experimentellen Ergebnissen vergleichen zu können, muß man den 
erhaltenen Ausdruck über alle Anfangszustände der Gitterschwingungen mitteln. 
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Durch diese Mittelung werden die Quantenzahlen », ın (115.13) durch die Mittel- 
werte N, = (e?®!IT —. 1)”1 ersetzt, wenn T die Temperatur des Kristalls in Energie- 
einheiten ist. 

Der effektive Querschnitt der elastischen Streuung von Neutronen an einem 
Kristall ist pro Kern 


do | A]? 


2 
ab exp fin(f— 2) exp (—2W), (115.14) 
mit 
Ww=73 (#.+5) 02. (115.15) 


Wir vergleichen nun (115.14) mit dem Ausdruck (114.15), den wir in $ 114 für 
festgehaltene Kerne in den Gitterpunkten erhalten haben. Die mögliche Aus- 
lenkung der Kerne aus den Ruhlagen verringert den effektiven Streuquerschnitt 
um den Faktor exp (—2W); dieser Faktor hängt von der Temperatur und den 
Eigenschaften des Kristalls ab. 

Zur expliziten Berechnung von W benutzen wir ein vereinfachtes Modell für 
die Gitterschwingungen — das Debye-Modell. Dabei wird die Geschwindigkeit 
der Schallwellen im Festkörper als unabhängig von der Polarisation voraus- 
gesetzt. In diesem Falle kann man nach Einsetzen von (115.10) in (115.15) die 
Summation über die Polarisation der Phononen leicht ausführen. Wegen 


2 lt- je,’ ==) 
J 
wird 
tr). 12 


en 0, 115. 
AMN ST ww en 


>, bedeutet die Summe über alle möglichen Frequenzen der Normalschwingungen. 


q 
Da ım Volumen V im Frequenzintervall ®, © + dw Vo? dw/2r?c? Normal- 
schwingungen mit einer bestimmten Polarisation enthalten sind, kann man von 
der Summe zum Integral übergehen und hat 


Vmax 


1+ 25, V 
- = 1+ 29 115.17 
2, =, zul (1+2»)odw, (115.17) 
0 
N 
wobei w? ‚= 6mtc* — aus der Bedingung 
V max 
Ines w? dw= N 
nr2c 
5 


bestimmt wird. 
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Durch Verwendung von » in (115.17) bringen wir (115.16) in die Gestalt 


Omax m) do 


ee 3hlt— 2 Onax kho\ , 
2M w? Er exp (77) -1 
0 


W 


max T 


iD 
Für elastische Streuung ist (E — ff}? = Ak? sin’ mit dem Streuwinkel 9. Ferner 


setzen wir Aomax = 9 (Debye-Temperatur in Energieeinheiten) und bekommen 


we B + Dee)] (115.18) 


mit 


Wie man leicht sıeht, ist 


für T>O®. 


Der Faktor W verursacht eine Schwächung der elastischen kohärenten Streuung 
für alle Streuwinkel +0. W wird mit zunehmendem Streuwinkel, wachsender 
Neutronenenergie und Kristalltemperatur größer. Für T = ® ist der Faktor W 
größenordnungsmäßig gleich #/M, wenn u die Masse des Neutrons und M die 
Masse eines streuenden Kerns sind. Für schwere Kerne wird daher e”’Wx 4, 
und die Auslenkung der Kerne aus der Ruhlage beeinflußt die Intensität der 
kohärenten Streuung nicht wesentlich. 
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XII. ELEMENTARE THEORIE DER MOLEKÜLE UND DER 
CHEMISCHEN BINDUNG 


$ 116. Adiabatische Näherung 


Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Molekülen und Festkörpern hat 
man es mit der quantenmechanischen Behandlung von Systemen aus Elektronen 
und Atomkernen zu tun. Da die Atomkerne 10000- bis 100000mal schwerer als 
die Elektronen sind, bewegen sie sich im Mittel bedeutend langsamer als die 
Elektronen. Aus diesem Grunde kann man Moleküle und Festkörper näherungs- 
weise so behandeln, daß man die Kerne in nullter Näherung als ruhend ansieht 
und die Bewegung der Kerne ın den höheren Näherungen mit den Methoden der 
Störungstheorie erfaßt. Diese Näherung wird als adıabatısche Näherung bezeichnet. 

Um uns mit den Grundideen der adiabatischen Näherung vertraut zu machen, 
betrachten wir ein System aus mehreren Elektronen mit der Masse u und Atom- 
kernen mit der Masse M. Die Gesamtheit der Koordinaten aller Elektronen in 
bezug auf den Massenmittelpunkt des gesamten Systems bezeichnen wir mit r, 
die Gesamtheit der Koordinaten der Kerne mit R. Der Hamilton-Operator für 
den inneren Zustand des Systems ist 


H= Tr+ T,+ V(r, R), (116.1) 
mit dem Operator für die kinetische Energie der Elektronen (leichte Teilchen) 
B2 92 
rer 


und dem Operator für die kinetische Energie der Kerne (schwere Teilchen) 
#2 92 
IR=- oz or 
V(r, R) ist der Operator für die potentielle Energie der Wechselwirkung aller 
Teilchen. 

Die adiabatische Näherung basiert auf der Voraussetzung, daß man den Ope- 
rator für die kinetische Energie der schweren Teilchen Tr als kleine Störung 
ansehen kann. Früher haben wir normalerweise einen Teil des Wechselwirkungs- 
operators als Störoperator verwendet. 

Wir schreiben also den Operator (116.1) in der Form 


H= Ho+ Tr; (116.1 a) 
mit 


Ho,= T,+ V(r, R). (116.2) 
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In nullter Näherung kann man die Masse der schweren Teilchen als unendlich 
groß ansehen, und die Bestimmung der stationären Zustände des Systems redu- 
ziert sich auf die Lösung der Schrödinger-Gleichung 


[Ho — en(R)]Pn(R, r) = 0 (116.3) 


für fixierte Koordinaten R der schweren Teilchen. Der Index n bedeutet den Satz 
der Quantenzahlen,, die einen stationären Zustand festlegen. Für jeden solchen 
Zustand zu einem bestimmten n gehen die Koordinaten R der schweren Teilchen 
als Parameter ın die Energie e,(R) und die Wellenfunktionen @,(R, r) des Systems 
‘ein. Die Funktionen @,„(R,r) beschreiben also den Zustand der leichten Teilchen 
bei fixierten Koordinaten R oder bei unendlich langsamer Änderung von R (adia- 
batische Änderung). 

Wir wollen die Lösung der Gleichung (116.3) als bekannt ansehen (einfache 
Fälle für die Lösung ähnlicher Gleichungen werden in den folgenden Paragraphen 
behandelt). Zur Bestimmung der stationären Zustände des Systems mit dem voll- 
ständigen Hamilton-Operator (116.1), d.h. zur Lösung der Gleichung 


(H—- E)Y(R,n)=0(, (116.4) 
machen wır den Ansatz 


PR, r)= 3 ©,(R)gn(R; r) (116.5) 


mit den Eigenfunktionen o,„(R, r) des Operators Hy in der adiabatischen Näherung. 
Der Operator H, kann sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches Spektrum 
haben; das Zeichen %, in (116.5) ist daher im allgemeineren Sinne als Summation 


über die diskreten Zustände und als Integration über die kontinuierlichen Zu- 
stände aufzufassen. 

Nun setzen wir (116.5) in (116.4) ein, multiplizieren mit @%(R, r), integrieren 
über die Koordinaten der leichten Teilchen und bekommen das Gleichungs- 
system 


(Tr 7 Em(R) = E)®„(R) = > Amn D,„(R) (116.6) 


mit dem Operator 


TEE EEE 
my [oe „I on,” y ar” 


= [ o*(B,r)Trpn(R, r)dr. (116.7) 


(116.6) gilt exakt. Kann man den Operator (116.7) als klein ansehen (die Voraus- 
setzungen dafür werden wir später klären), dann kann man (116.6) durch suk- 
zessive Approximationen näherungsweise lösen. In nullter (adiabatischer) Nähe- 
rung werden die rechten Seiten von (116.6) Null gesetzt. Das Gleichungssystem 
(116.6) zerfällt also in adiabatischer Näherung in ein System ungekoppelter 
Gleichungen 

[Pr + em(R)]80,(R)= E08, (116.8) 


für jeden Zustand des leichten Teilchens mit den Quantenzahlen m. Nach (116.8) 
wird die Bewegung der schweren Teilchen durch die potentielle Energie &„(R) 
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bestimmt; das ist die Energie der leichten Teilchen nach (116.3) bei festgehaltenen 
schweren Teilchen. | 

In adıabatischer Näherung haben wir also als Wellenfunktion (116.5) des Sy- 
stems das einfache Produkt 


Vrns = ®),,(R) Pm(R, r) : (116.9) 


d. h., zu jedem Zustand der leichten Teilchen mit den Quantenzahlen m gehören 
die Zustände der schweren Teilchen mit den Quantenzahlen ». 

Die adiabatische Näherung ist dann zulässig, wenn sich die Lösung der exakten 
Gleichung (116.6) und die Lösung der Gleichungen in nullter Näherung (116.8) 
nur wenig voneinander unterscheiden. Mit Hilfe der Störungstheorie kann man 
zeigen, daß die adiabatische Näherung brauchbar ist, wenn die Ungleichung 


XD), Ann! DO SI<IEO,, —i E° | (116.10) 


für m + n und beliebige Quantenzahlen » und » erfüllt ist. Um diese Ungleichung 
genauer zu untersuchen, befassen wir uns eingehender mit der Lösung von (116.8). 
Die potentielle Energie e,(R) dieser Gleichung ist die Energie der Elektronen 
ım Zustand m bei fixierter Lage der Kerne. Wir bezeichnen den vollständigen Satz 
der Quantenzahlen der Elektronenzustände mit der niedrigsten Energie mit (0. 
Die Energie dieses Zustandes eo(R) hängt von der Konfiguration der Kerne ab. 
Die Gleichgewichtslage R, der Kerne wird aus der Forderung bestimmt, daß eo(R) 
ein Minimum sein soll. Wir entwickeln eu(R) nach Potenzen der Abweichungen 
von der Gleichgewichtslage und beschränken uns auf quadratische Glieder in den 
Abweichungen. Durch Übergang zu den Normalkoordinaten bekommen wir in 
den dimensionslosen Veränderlichen ($ 33) 


N 
eo(R)= Eo(Ro)+ 5 > @soF5: (116.14) 


@s0 Sind die Frequenzen der Normalschwingungen um die Gleichgewichtslage für 
den Elektronenzustand 0. Wir vernachlässigen im Operator 7/7; die Rotation des 
ganzen Systems und formen den Hamilton-Operator der Gleichung (116.8) für 
den Elektronenzustand 0 um: 


h 02 
Tr+ eR)> 52 @so (& = ar) + &0> 


eo Ist darin ein konstanter Summand, die Energie &,(R) für R= Ro. Zu einem 
anderen Elektronenzustand mit den Quantenzahlen m werden andere Gleich- 
gewichtslagen der Kerne gehören. Bei einigen solchen Zuständen wird das Mini- 
mum der Energie e„(R) dann erreicht, wenn das System in einzelne Teile zerfällt. 
Diese Zustände erfordern eine besondere Behandlung. Hier wollen wir uns nur 
mit solchen Fällen befassen, bei denen der Übergang des Systems in einen neuen 
Elektronenzustand nur eine Änderung der Gleichgewichtslage der Kerne und eine 
Änderung der Frequenzen der Normalschwingungen bewirken kann. In diesen 
Fällen werden in der Entwicklung von &„(R) nach Potenzen der Abweichung aus 
der Gleichgewichtslage für den Elektronenzustand O0 zusätzlich Glieder mit ersten 
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Potenzen der Abweichungen auftreten. Für kleine Abweichungen von der Gleich- 
gewichtslage haben wir daher 


02 


h 
Tat ent) = 5% @m|(&s- Em)? Ger] + em (116.12) 


mit einem konstanten Summanden e„. Die Größen &,„ bestimmen die Verschie- 
bungen der Gleichgewichtslagen beim Übergang der Elektronen aus dem Zustand 
O in den Zustand m. Im Zustand ÖO sind die &o =. 

Mit Hilfe von (116.12) kann man die Gleichung zur Berechnung der Bewegung 
der Kerne zu den Elektronenzuständen m in adiabatischer Näherung (unter Ver- 
nachlässigung einer Rotation des Systems) umformen zu 

D 5: >08 a | 
13 Z om |&- Eum)?- ee El =) Dm=0. (116.13) 


Der Hamilton-Operator ın (116.13) ist die Summe von Hamilton-Öperatoren 
harmonischer Oszillatoren mit den Frequenzen w,„. Der Zustand des Systems 
wird also in adıiabatischer Näherung durch die Quantenzahlen m (für den Elektro- 
nenzustand) und die Quantenzahlen » festgelegt. Die letzteren verwenden wir zur 
kürzeren Bezeichnung des Satzes der Quantenzahlen n,, von denen jede einzelne 
den Zustand eines harmonischen Oszillators mit einer Eigenschwingung vom Typs 
angibt, d.h. 


v=enyny...=/{n,}. 


Die Energie des Systems im Zustand m {n,} ist 


n 
er (rs+ 5) | (116.14) 


Die Wellenfunktion dieses "Zustandes ist ein Produkt aus den Wellenfunktionen 
der einzelnen Oszillatoren und der Elektronenwellenfunktion 


Im{ns} >= Pm(Rr) I] Xn,(&s— Esm): (116.15) 


XAns(Es — Esm) Ist die Wellenfunktion eines harmonischen Oszillators vom Typ s, 
der um die Ruhlage &,„, schwingt. 
Zur Abschätzung des Matrixelementes 


DI, Amn! BP > (116.16) 


in (116.10) lassen wir im Operator (116.7) den nicht so wesentlichen Summanden 
mit den zweiten Ableitungen der Elektronenfunktionen nach den Orten der Kerne 
weg. Weiter vernachlässigen wir die Änderung der Schwingungsfrequenzen der 
Kerne beim Übergang der Elektronen in verschiedene Zustände, d. h., wir setzen 
sm” ®;. Nun können wir den Operator für die kinetische. Energie der Kern- 
schwingungen in der Form 

DB 0° 
TR. —- 7 2; sy 
Ss 


08 
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schreiben; demnach ist 


Ö ) 
Ann=—h >] or (Rr) 32. ®n(Rr)dr-w, BE, == 


Zi h Bmnl)os 25 er Er 


wobei durch das Matrixelement 


Be | f p*(Rr) a Pn(Ar)dr| , (116.18) 


die Änderung der Wellenfunktionen der Elektronenzustände bei einer Änderung 


der Lage der Kerne infolge einer Änderung der Normalkoordinate s berücksichtigt 
wird. | 


Mit Hilfe von (s. (33.22)) 


Ö ns, n,+1 
det” = 7 Ani = ) Xn, +1 


und von DD, = I] Xns(Es — Esn) bringen wir das Matrixelement (116.16) in die 


Form 


m sy 
<D,,,[Amn!®},.> m 2 Banl)or! ar nr ns—i II Mn, ne 
(+5) 


ns+ iA 
ya 5 Mm. 2: II M ah 2 (116.19) 


j (s’ = 
mit 

Men = — [ Xnl&s— Esm) Xnr(Es— Eon) AEs- (116.20) 
Bis auf Terme der N en En)? sind die Matrixelemente My. n: 
fürn, #n,n, + 1 gleich Null. Fürn,=n,n, + 1 haben wir 


1 1 
A mn. = fa ran — 2. 
I DER L )) (n. = ,) (Em en) ’ 


mn — Nst 1 . 
Mm, Pe (Eim— En); (116.21) 


n; 
Man =) Em Em) 


Unterscheiden sich die Zustände »’ von den Zuständen » nur durch n, =n, +1 


und sind alle übrigen rn; = n,, dann ist nach (116.14) (unter Vernachlässigung der 
Frequenzänderung) 


Em Env = Em En Rose. 
Dabei wird aus dem Matrixelement (116.19) 


et 
DO | Amn|®0, 3 = has Bnlo) > 


Cr I) 3 
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und die Ungleichung (116.10) lautet jetzt 


ns+t1 


5 (dom Eon) |< lem En hwol. (116.22) 


ho, Bmn(6) 


Besteht der einzige Unterschied zwischen den Zuständen v undvinn =n,— 1, 
alle anderen n, = n,, dann ist 


Em» N — Em Ent ho;; 


und das Matrixelement (116.19) erhält die Gestalt 
| 1 
DI Amnl D) ») Ser 3 ho: Bmn(O)No(&am == gen) . 


Die Ungleichung (116.10) kann man daher jetzt so schreiben: 
ko, Bimn(O)Ne(Esm— Ean)l < [Em — Ent ho,| . (116.23) 
Aus (116.22) und (116.23) ergibt sich folgende hinreichende Bedingung für die 


Brauchbarkeit der adiabatischen Näherung: Die Schwingungsfrequenzen der 
Kerne w, müssen klein gegenüber den Frequenzen zu den Elektronenzuständen 
sein, d.h. 

| vs < lem — Enl- (116.24) 


Die Bedingung (116.24) ist nur hinreichend, aber nicht notwendig. Manchmal 
ist die Voraussetzung (116.10) für die adiabatische Näherung auch dann erfüllt, 
wenn Byn(o) und IE, — -&,n| klein sind, aber die Bedingung (116.24) nicht erfüllt 
1st. 

Zur Abschätzung der Größenordnung der Energie der Elektronen in Molekülen 
und der Schwingungsenergie der Kerne kann man folgende einfachen qualitativen 
‘ Überlegungen anstellen. Die Energie der Elektronen in einem Molekül ist von der 
Größenordnung 


E- (116.25) 


ud’ 
wenn d die lineare Ausdehnung des Moleküls ist. Die Schwingungsenergie der 


Kerne ist E;chwh Yk/M; k ıst der Elastizitätskoeffizient, der die potentielle 
Energie der Kernschwingungen bestimmt. Da die potentielle Energie der Kern- 
schwingungen (s. (116.8)) die Elektronenenergie ist, haben wir 


k- (2) € 
 \orR)r-n © 


und weiter 


€ h? un 
Zhh— u in i 116.26 
Eh Bis 2 YaM +: ( ) 


Bei vielen Rechnungen mit den Wellenfunktionen der adiabatischen N äherung 
werden nicht die Funktionen (116.9), sondern die Funktionen 


Is = DR) Om(r; Ro) : 
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benutzt; Ro entspricht der Gleichgewichtskonfiguration der Kerne. Diese Näherung 
ist nur dann möglich, wenn der Mittelwert der Amplitude der Nullpunktsschwin- 


gungen Y (2?) um die Gleichgewichtslage bedeutend kleiner als die Ausdehnung des 
Moleküls ıst. Nach (33.19) ist <2?) = h/Mo = R?/M Escenw. In diesen Ausdruck setzen 
wir die Werte (116.26) und (116.25) ein und bekommen 


ET u 11 


In der Arbeit von Born und Orrenneimer [75] ist die Energie eines Moleküls 
als Potenzreihe bezüglich des kleinen Parameters 7 ausgerechnet worden. Die 
Energie der Elektronen ist bezüglich 7 von nullter Ordnung; die Energie der Kern- 
schwingungen ist proportional zu 7°. Die Energie der Molekülrotation ist propor- 
tional zu n*, denn nach (116.25) ist 


u 


Da el a 
!T MR Muß” Mm“ 
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Wir wollen uns jetzt mit der Gleichung (116.3) für die Elektronenenergie in 
einem Molekül bei festgehaltenen Orten der Kerne befassen (adiabatische Nähe- 
rung). Als Beispiel behandeln wir das einfachste Molekül — das Wasserstoff- 
molekül. Dieses besteht aus den beiden Kernen A und B ım Abstand R vonein- 


ander und den beiden Elektronen 1 und 2 (Abb. 21). Der Hamilton-Operator des 


Abb. 21. Bezeichnungen der Abstände zwischen den Elektronen 1 und 2 und den Kernen 
A und B im Wasserstoffmolekül 


Moleküls (unter Vernachlässigung der Bewegung der Kerne und der Spin-Bahn- 
Wechselwirkung) ist 


2 
A Em (117.4) 


1 1 1 1 1 1 
v4 va e| | 
Wr 3) a1 Ta Tp Tun Tun HR 
Die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf dıe Elektronen, die Indizes A und B auf die 
Kerne. 

Wir setzen voraus, daß die Atome genügend weit voneinander entfernt sınd. 


Die Gleichung 
Ho e(R)]E(R, 1,2 = 0 (117.2) 
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für die stationären Zustände des Systems bei festgehaltener Lage der Kerne kann 
dann mit der Störungstheorie gelöst werden. Auf das Wasserstoffmolekül ist 
diese Methode erstmalig von HEıtLer und Lonpon [76] angewandt worden. 
Beim Heitler-London-Verfahren wird: die Wellenfunktion des Moleküls ın 
nullter Näherung aus den Wellenfunktionen der isolierten Atome aufgebaut. Die 
Energie des Systems ist in erster Näherung gleich dem Mittelwert von Hy in dem 
Zustand mit der Wellenfunktion der nullten Näherung. Die Wellenfunktion des 
Grundzustandes des Moleküls wird aus den Wellenfunktionen des (1s-) Grund- 
zustandes der Wasserstoffatome gebildet. Bei der Wahl der Wellenfunktion in 
nullter Näherung hat man die Symmetrie der Wellenfunktion infolge der Identität 
der Elektronen zu berücksichtigen. Zu den beiden möglichen Spinzuständen — 
dem Singulett- (s) und dem Triplettzustand (t) — gehören zwei Arten von Orts- 


funktionen: 
= PA+ HR dyEl)+ vaM)yz(l)}; (117.3) 
= PA ya yzl)- Pya)yz(l)}; (117.4) 


mit 


yıal)= (rad)-172 exp (-*); vp(2) = (ra3)-112 exp (- . 
| 


(117.5) 
vald)= (mad) iRexp(-®); Yall)= (mad)-"R exp (7); 
a = h?/ue? ist die atomare Längeneinheit; 
S= [yal)ya(l)dr= le P(- ut rar)ar (117.6) 
ist das Überlappungsintegral der Wellenfunktionen. 
S kann einfach in elliptischen Koordinaten 
je ra = Bi „A B Bi nn (117.7) 


berechnet werden; p ıst dabei der Drehwinkel um die Verbindungslinie zwischen den beiden 
Kernen. Das Volumenelement in diesen Koordinaten ist 


Die Integrationsgrenzen sind 
1<su<o, 1<v<1, <P<2n. 


In den Koordinaten #, v» und 9 lautet (117.6) 
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mit 0 = R/a. Bei der Berechnung von (117.8) haben wir das folgende Integral benutzt: 


” nle-e rn ok 
Ne = KE— "7 
fr e-e4 du = art Zi m = D,„(o). (117.9) 
1 
Zur Berechnung der Energie desSystems im Singulett- und im Triplettzustand hat 
man in der ersten Ordnung der Störungstheorie die Integrale 


Ös= [PsHo®s dr und &,;,= fpHop: dr 


auszurechnen. Wir setzen in diese Ausdrücke (117.1), (117.3) und (117.4) ein. Die 
Wellenfunktionen (117.1) sind Eigenfunktionen der Operatoren der isolierten 
Atome zu der Energie E,,, zum Beispiel 


2 IN 


(- 2,13 Pa = Eisvald. 
41 


Er 
Beben, ME 2En- (117.10) 


1+ 852 1—- 52° 
mit 
2 2 2 
— 2 (1 | —-—- | Au ya 2 A\—_ dv — 
0 [ra | —-—- —] ar [rn Zar 
2.0) 2 Ed dert 117.14 
- JmB) det [al 50) Ban: (117.11) 


Das erste Integral in diesem Ausdruck ist der Mittelwert der Goulomb-Wechsel- 
wirkung des Atomkerns B mit dem Elektron 1 mit der „Elektronendichte‘ 
o4a(1) = —evi(1); in dem letzten Ausdruck ist die Korrelation infolge der Symme- 
trie der Wellenfunktionen (117.3) und (147.4) nicht enthalten. Das zweite Integral 
stellt die Wechselwirkung des Elektrons 2 mit dem Atomkern A dar. Die beiden 
genannten Integrale sind numerisch gleich. Das dritte Integral in (117.11) gibt 
die Coulomb-Wechselwirkung der beiden Elektronen (ebenfalls ohne Korrelation) 
an. Das letzte Glied entspricht der Abstoßung der Kerne. Die ganze Größe QO 
heißt Coulomb- Integral. 
Die durch das Integral 


ee e& ee e? 
A [vn | + | Pa r2Wr - 
62,52 e2 
= + [vaWyal2) 75 va) yall)dr- 


2 2 
-S ya) —vldu- Sf yal)— yaddn (117.12) 


gegebene Wechselwirkungsenergie ist die Austauschenergie; sie stammt von dem 
Teil der Goulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den Kernen, 
der mit der Korrelation der Elektronen infolge der Symmetrisierung der Wellen- 
funktionen nach dem Pauli-Prinzip zusammenhängt. 
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Die Integrale QO und A sind Funktionen des Abstandes zwischen den Kernen. 
In Abb. 22 ist die Abhängigkeit der Energien A&, und Aß; in eV vom Abstand 
zwischen den Kernen (in atomaren Maßeinheiten o = R/a) aufgetragen. Bei der 
Annäherung der Wasserstoffatome im Singulettzustand (antiparallele Spins) 
nimmt die Energie nach Abb. 22 bis zu Roy = 1,51 a ab; bei weiterer Verkleinerung 
des Abstandes wird die Energie schnell größer. Für Wasserstoffatome im Triplett- 
zustand (parallele Spins) nimmt die Energie Ace, bei Annäherung der beiden 
Atome monoton zu, was einer Abstoßung der beiden Atome entspricht. 


eV 
20 
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Abb. 22. Energie des Systems aus zwei Wasserstoffatomen in den beiden Spinzuständen: 

A, Triplettzustand, A@, Singulettzustand. Die experimentelle Kurve für den Singulett- 
zustand ist gestrichelt eingezeichnet 


Es kann also nur im Singulettzustand. aus den Wasserstoffatomen ein Molekül 
gebildet werden. Der Gleichgewichtsabstand AR, zwischen den Kernen im stabilen 
Molekül muß zum Minimum der Energie As, gehören. Aus der Störungstheorie 
haben Heıtrer und Lonoon für Ro den Wert 1,51 ao = 0,80-10”® cm erhalten. Der 
experimentelle Wert ist Ro = 0,7395-10°8 cm. Die Übereinstimmung zwischen 
experimentellem und theoretischem Wert ist also recht schlecht. Das hängt damit 
zusammen, daß die Störungstheorie nur für R> R, brauchbar ist. Die qualita- 
tiven Besonderheiten der Wechselwirkung zwischen den Wasserstoffatomen im 
Singulett- und im Triplettzustand werden aber richtig wiedergegeben. 

Mit Hilfe der Variationsverfahren ergibt sich eine bedeutend bessere Überein- 
stimmung zwischen Theorie und Experiment. Die einfachsten Rechnungen stam- 
men von Wang [77]. Zur Berechnung der Energie des Grundzustandes des Wasser- 
stoffmoleküls benutzte Wang einen Ausdruck der Art (117.3). Die Funktionen 
yıa und yp waren darin nicht die Funktionen des Grundzustandes eines Wasser- 
stoffatoms mit der Kernladung Z =1, sondern die Funktionen des Grund- 
zustandes eines Atoms mit der Kernladung Z. Z wird als Variationsparameter 
angesehen und aus der Bedingung bestimmt, daß die Energie bei festgehaltenem 
Abstand zwischen den Kernen ein Minimum haben soll. Für den Gleichgewichts- 
zustand der Kerne erhielt Wang den Wert Ro = 0,76-10”® cm, was bereits besser 
mit dem experimentellen Wert übereinstimmt als der oben angegebene Wert. 
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Der Variationsparameter Z ergab sich als 1,166. Mit Hilfe komplizierterer Test- 
funktionen (mit 13 Variationsparametern) haben James und Coorince [78] die 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment bedeutend verbessert. 

Man kann die verschiedenartige Wechselwirkung der Wasserstoffatome im 
Singulett- und im Triplettzustand qualitativ leicht verstehen, wenn man die Orts- 
funktionen (117.3) und (117.4) betrachtet. Die Ortsfunktion (117.4) für den 
Triplettzustand hat einen Knoten in der Ebene in der Mitte zwischen, den beiden 
Kernen senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne; denn in dieser Ebene ist 
vall) ve(2) = val2) yz(l). Umgekehrt hat die Funktion (117.3) für den Singu- 
lettzustand ihr Maximum in dieser Ebene. Im Singulettzustand (für oe - 1) ist 
also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den beiden 
Kernen groß. Die elektrische Anziehung zwischen Elektronen und Kernen gibt 
Anlaß zu einem gebundenen Zustand. Bei Abständen R< a können sich die 
Elektronen auch im Singulettzustand nicht zwischen den Kernen aufhalten, 
deshalb beobachtet man Abstoßung. Im Triplettzustand ist die Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen für alle nicht sehr großen 
Abstände klein, daher stellt man eine Abstoßung fest, die mit zunehmendem 
Abstand exponentiell kleiner wird (s. $ 124). 

Die verschiedenen Eigenschaften des Singulett- und des Triplettzustandes 
werden quantitativ durch das Austauschintegral A bestimmt. Dem Ausdruck 
(117.12) für dieses Integral entnehmen wir sofort, daß der Integrand nur in den 
Raumpunkten von Null verschieden ist, wo das Produkt der Funktionen %,(1) 
vz(1) und w4(2) vyz(2) von Null verschieden ist, d.h. wo sich die Wellenfunk- 
tionen für die Elektronen der beiden Atome ‚‚überlappen‘“. Da die Wellenfunk- 
tionen in großen Abständen exponentiell abnehmen, fällt auch A in großen Ab- 
ständen exponentiell ab. 


Wir wollen die Integrale QO und A nach dem Heitler-London-Verfahren quantitativ be- 
rechnen. Wir verwenden die Wellenfunktionen (117.5) in (117.11), beachten, daß die ersten 
beiden Integrale gleich sind, und erhalten 
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Das erste Integral in diesem Ausdruck läßt sich in elliptischen Koordinaten (117.7) leicht 
berechnen: 
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Die Integrale über v in diesem Ausdruck sind Spezialfälle von (117.9), die Integrale über » 
sind Spezialfälle von 


1 
[vre=er dv = (-Nr+1D,(—e) — Dy(e), (117.14) 
—i 
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wobei D,(e) durch (117.9) definiert ist. Mit diesen Ergebnissen erhalten wir endgültig 


2 
exp[- era) 3 
a ra 
—— dry = — {1 — e-2e(l +9)}. (117.15) 
TB fi 


Um die sechsfache Integration bei der Berechnung der mittleren Coulomb-Wechselwirkung 
zwischen den Elektronen loszuwerden, macht man die Umformung 


re dee; - [eattV ala dry, (117.16) 


rn 
wobei 


e 
es) = -—eyi(1); Vzl)= - 5 y%(2) dry 


das vom Elektron 2 beim Kern B im Punkte 1 erzeugte Potential ist, d. h. das Potential 
der Elektronendichte g5(2) = —e y$(2); man kann daher den Wert von V5(1) aus der 
Poisson-Gleichung AV = —Aro berechnen. Hat man V einmal berechnet, ist das Inte- 
gral (117.16) einfach auszurechnen. Wir erhalten somit insgesamt für die Coulomb-Wechsel- 
wirkung zwischen Elektronen und Kernen im Wasserstoffmolekül 


e? 5 3 1 
Q ne | 0 ze ze) 


Im Austauschintegral berechnet man die beiden letzten Summanden wieder in elliptischen 
Koordinaten (117.7). Die Berechnung des zweiten Summanden ist sehr langwierig. Sucıura 
[79] hat diese Rechnungen durchgeführt und für A den folgenden Ausdruck erhalten: 


e -firzic be] si 11 103 49 , 11, 
= _— ı — — n == a = er) —— 
| z + ol)+e Ftrmetee +2] + 
6M 
+ 4— IM Ei(—40) — 28 Ei(-20)]}, 
0 
. . ea 
C = 0,57722 ist die Eulersche Konstante, Ei (re) = — f a der Integrallogarithmus; 
—r 


1 
M=ell-e+ze). 


Das Integral A ist für R > Ro negativ. Das Integral Q ist eine kleine positive 
Größe, nur für einige R ist es negativ und klein. Q + A ist deshalb für R>Ro 
negativ, O0 — A ist positiv. 

Wie schon oben erwähnt wurde, haben die Ausbildung von Bindungskräften 
zwischen den Wasserstoffatomen im Singulettzustand (antiparallele Spins) und 
die Abstoßung der Atome im Triplettzustand ihre Ursache in der verschiedenen 
Korrelation der Elektronen in diesen Zuständen. Obwohl diese Korrelation von 
der relativen Spinstellung der beiden Elektronen abhängt, stammt sie nicht direkt 
von der Wechselwirkung der magnetischen Momente der Elektronen. Die Energie 
dieser Wechselwirkung ist viel kleiner als die Austauschenergie. Zur Ausbildung 
einer chemischen Bindung ist es notwendig, daß die Ortsfunktion bei Vertauschung 
der Orte der Elektronen symmetrisch ist. In diesem Falle ist die Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen größer, und es kommt 
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zur Bildung eines stabilen Moleküls. Die direkte Wechselwirkung der Spins der 
beiden Elektronen spielt praktisch keine Rolle bei der Entstehung der chemischen 
Bindung; das wird dadurch bestätigt, daß diese Bindung von einem einzigen 
Elektron erzeugt werden kann. Dieser Fall liegt beim Ion des Wasserstoffmoleküls 
H# vor, das aus zwei Kernen mit der Ladung Z = 1 und einem Elektron besteht. 
In der adiabatischen Näherung, d. h. bei festem Abstand R zwischen den Kernen, 
bewegt sich das Elektron in dem zylindersymmetrischen Feld der beiden Kerne A 
und 3. In dieser Näherung ist der Hamilton-Operator 


v4 


2u ra Tp R' 


raı und rg, sind die Abstände des Elektrons vom Kern A bzw. B. Die Energie 
des Elektrons in Abhängigkeit vom Abstand R kann aus dem Variationsprinzip 


3 [ p*[H— e(R)]p dr= 0 (117.17) 


berechnet werden. Zur Berechnung der Energie des Grundzustandes wählen wir 
als einfachste Testfunktion eine Linearkombination der Wellenfunktionen .des 
Elektrons einmal zum Kern A und einmal zum Kern B gehörig, d. h., wir setzen 


p= ayall)+ Byall). (117.18) 


Die Funktionen yı(l) und yz(1) sind durch (117.5) definiert. 
Durch Einsetzen von (117.18) in (117.17) führen wir die Berechnung der Varıa- 
tionsparameter & und ß auf die Lösung des homogenen Gleichungssystems 


(Veat&s)a+t Vet ü)P=0 
zurück; S wird durch (117.8) gegeben, 
| e? 
— e(R) — Eis — R’ 
2. 2 
Vase Vu 2 ya) dr = — 1 (1+ o)e-2e], 
5 | 
= s (117.20) 
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Wir lösen das Gleichungssystem (117.19) und beachten dabei die Normierungs- 
vorschrift für die Funktion (117.18): 


Vaat Var 
z . — = [91 112, 
2 FRE für &= = [2(1+5$)] ORER 
1.2. 
[= - = für a=-B=-[21-S)]MR. 


Wegen V ı3»> 0 gehört die kleinere Energie des Systems zu dem Zustand mit 
& = ß, und die normierte Funktion lautet 


9 = + SI pat vB). 
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Zu diesem Zustand gehört in unserer Näherung die Energie 


2 Vaart V 
EEE m 


Durch Einsetzen von (117.20) finden wır 


Re en rn (117.22) 
R 1 
1+ (14 e+ze)e- 


Nach dieser Formel stoßen sich die Kerne für o< 2,5 einander ab, für o> 2,5 
ziehen sie sich an. 
Die zweite Lösung (117.21) des Gleichungssystems (117.19) mit der Funktion 


9 = [2(1- S)I "(ya Y5) (117.25) 


ergibt für alle Abstände Abstoßung zwischen den Kernen. Qualitativ hängt diese 
Abstoßung damit zusammen, daß im Zustand (117.23) die Aufenthaltswahrschein- 
lichkeit des Elektrons zwischen den Kernen klein ist. 

Das Minimum der Energie (117.22) liegt bei o = 2,5, daher ist Ag = 2,5a 
=> 1,32-10”® cm. Der experimentelle Wert ist Ro = 1,06-10”® cm. Die Über- 
einstimmung mit dem Experiment wird bedeutend besser, ‚wenn man in die Test- 
funktion (117.18) neben den Variationsparametern & und ß als dritten Parameter 
noch die effektive Kernladung Z* aufnimmt: 


2 Z* \ 112 ) 
v- (u) exp (-—.)- 


Für Kerne mit Z> 1 ist ein Elektron nicht in der Lage, einen stabilen gebundenen 
Zustand zu schaffen. 


Die chemische Bindung zwischen den Wasserstoffkernen kann nicht nur durch ein 
Elektron realisiert werden, sondern auch durch andere Teilchen mit negativer elektrischer 
Ladung. Zum Beispiel sind die u-mesischen Moleküle sehr interessant, die aus zwei Wasser- 
stoffkernen und einem negativen u-Meson bestehen. Die u-Mesonen sind instabile Teilchen 
(sie zerfallen in ein Elektron und zwei Neutrinos) mit einer mittleren Lebensdauer von etwa 
10°6 s. Während dieser Zeit kann das u-Meson die beiden Wasserstoffkerne binden und ein 
w-mesisches Molekül bilden. Die Masse des u-Mesons ist 207mal größer als die Elektronen- 
masse. Die Energie eines solchen u-mesischen Moleküls in Abhängigkeit vom Abstand 
zwischen den beiden Kernen wird durch die Formel (117.22) gegeben, wenn man darin 
die atomare Längeneinheit a durch a, = h?/m„e ersetzt. Der Abstand zwischen den Kernen 
ist für das Energieminimum Ry = 2,5a, = 6,4-10°11 cm. Das u-Meson kompensiert also 
die elektrische Abstoßung zwischen den Kernen und bringt diese einander sehr nahe. Wird 
das u-mesische Molekül aus einem gewöhnlichen Wasserstoffkern und einem Deuterium- 
kern gebildet, dann kann diese Annäherung zu einer Kernreaktion unter Bildung eines 
He3-Kerns führen; dabei wird die Energie — 5,4 MeV frei. Die u-Mesonen können also die 
Rolle eines Katalysators in der angegebenen Kernreaktion spielen. Diese Erscheinung 
wurde erstmalig von Alvarez und Mitarbeitern 1956 untersucht. 
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Eine der Hauptaufgaben der Quantenchemie ist, die Natur der chemischen 
Bindung zwischen den Atomen zu erklären. Auf Grund experimenteller Ergeb- 
nisse ist festgestellt worden, daß die Bestandteile eines Moleküls in vielen che- 
mischen Verbindungen (Salzen und Basen) positiv und .negativ geladene Ionen 
sind, zwischen denen elektrostatische Anziehungskräfte herrschen. Mit Hilfe eines 
empirisch eingeführten Ionenvolumens (definiert durch den Abstand, bei dem die 
Anziehung zwischen entgegengesetzt geladenen lonen in Abstoßung übergeht) 
kann man auf Grund der klassischen Theorie (Kosselsche Theorie) einige Eigen- 
schaften der sogenannten /onen- oder heteropolaren chemischen Bindung erklären. 
Diese klassische Theorie verwendet aber einige Vorstellungen (Elektronen- 
verwandtschaft, Ionenausdehnung), die auf Grund der klassischen Theorie nicht 
erklärt werden können. 

Die Auswertung reichhaltigen experimentellen Materials über chemische Bin- 
dungen ergab, daß die chemischen Eigenschaften der Atome durch die Konfigura- 
tion der äußeren Elektronen bestimmt werden. Alle Edelgasatome (He, Ar, Ne, 
Kr, ...), die im Grundzustand keine chemischen Verbindungen mit anderen 
Atomen eingehen, haben in diesem Zustand voll abgeschlossene Elektronenschalen. 
Die äußeren Elektronenschalen entsprechen in diesen Atomen (s. $92) den Elek- 
tronenkonfigurationen (ns)? und (np). 

Die Bildung von Ionen, die in der Kosselschen Theorie postuliert wird, be- 
deutet einen Umbau der Elektronenhülle der Atome, die eine chemische Ver- 
bindung eingehen. Ein Elektron (oder mehrere Elektronen) eines Atoms gehen zu 
einem anderen Atom über, so daß Ionen mit einer stabilen Elektronenkonfigu- 
ration gebildet werden, die der Struktur der Edelgase ähnlich ist. Ein solcher 
Umbau geht dann vonstatten, wenn durch die Bildung eines solchen Moleküls 
insgesamt Energie frei wird. Die Atome der Metalle bilden gewöhnlich positive 
Ionen, indem sie Elektronen an die Metalloide abgeben. 

Die Wertigkeit eines Atoms in einem Molekül mit Ionenbindung ist die Zahl 
der abgegebenen Elektronen (positive Wertigkeit), oder sie ist die Zahl der von 
anderen Atomen des Moleküls erhaltenen Elektronen (negative Wertigkeit). 
Stark ausgeprägte Metalle und Nichtmetalle sind aber nur wenige Elemente des 
Periodensystems. Den größten Teil der chemischen Bindungen kann man nicht 
durch Ionenbindung erklären. Chemische Bindungen sind auch zwischen gleichen 
Atomen möglich, das beweisen die stabilen Moleküle Hs, O3, N, u. a. Die chemi- 
sche Bindung ohne merkliche Verschiebung von Elektronen von einem zu einem 
anderen Atom bezeichnet man als homöopolare oder kovalenie Bindung. Das ein- 
fachste Beispiel für eine kovalente Bindung ist die Bindung der Atome im 
Wasserstoffmolekül (s. $ 117). 

Die kovalenten Wechselwirkungen zeigen Sättigungserscheinungen und aus- 
gezeichnete Raumrichtungen. Wegen der großen mathematischen Schwierigkeiten 
bei der Behandlung von Vielelektronenproblemen gibt es gegenwärtig noch keine 
befriedigende quantitative Theorie der homöopolaren Bindung komplizierter 
Moleküle. Die qualitativen Eigenschaften dieser Wechselwirkungen können an 
Hand einfacher Modellvorstellung leicht erklärt werden; diese Vorstellungen ba- 
sieren auf der Ausdehnung der Theorie des Wasserstoffmoleküls auf kompliziertere 
Moleküle. Wir wollen diese Gesetzmäßigkeiten an einzelnen Beispielen behandeln. 
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a) Die Sättigung chemischer Kräfte. Wir wollen zunächst ein sehr einfaches 
Beispiel behandeln — die Wechselwirkung eines Wasserstoffatoms mit einem 
Heliumatom im Grundzustand. Im Grundzustand des Heliumatoms befinden sich 
beide Elektronen in 1s-Zuständen (diese Zustände werden wir kurz als Einteilchen- 
Ortszustände bezeichnen) und haben entgegengesetzt gerichtete Spins. Elektronen- 
paare eines Atoms, die einen Einteilchen-Ortszustand einnehmen und entgegen- 
gesetzte Spins haben, bezeichnet man in der Quantenchemie als gepaarte Elek- 
tronen. Wir bezeichnen die gepaarten Elektronen im Heliumatom mit den Ziffern 
1 und 2 und das Elektron im Wasserstoffatom mit der Ziffer 3. Das System aus 
Wasserstoffatom und Heliumatom hat im Grundzustand den Spin 1/2. Die Spin- 
funktion dieses Zustandes gehört zum Youngschen Schema | 7 |3 |; sie ist antisym- 

2 
metrisch bei Vertauschung der Spinvariablen der Elektronen 1 und 2 im Helium- 
atom und symmetrisch bei Vertauschung des Elektrons 3 des Wasserstoffatoms 
mit dem Elektron des Heliumatoms, das die gleiche Orientierung des Spins hat. 
Die vollständige Wellenfunktion muß bei Vertauschung eines beliebigen Elektro- 
nenpaares antisymmetrisch sein. Die Symmetrie der Ortsfunktion muß daher 
durch das Youngsche Schema | 1 E | gegeben werden, d. h., diese Funktion muß 
13} 
antisymmetrisch sein, wenn die Orte des Wasserstoff-Elektrons und eines Helium- 
Elektrons vertauscht werden. Wie wir aus $ 117 wissen, muß man ın diesem 
Falle Abstoßung zwischen den Atomen beobachten; denn die Korrelation der 
Elektronen der wechselwirkenden Atome ist so beschaffen, daß die Elektronen 


nur selten zwischen die Atomkerne gelangen. Die Energiedifferenz zwischen dem 
System und den isolierten Atomen kann man näherungsweise in der Form 


20 — A 


schreiben, wenn O das Coulomb-Integral und A das Austauschintegral bedeuten. 
Wegen A< 0 ist 20 — A>0 für alle Abstände. Es gibt also in diesem System 
keine gebundenen Zustände. 

Ein System aus zwei Heliumatomen (im Grundzustand) wird durch eine Orts- 
funktion beschrieben, die bei Vertauschung der Orte der Elektronen verschiedener 
Atome antisymmetrisch ist (ohne Änderung des resultierenden Spins eines Atoms 
können nur Elektronen mit parallelen Spins vertauscht werden). Die beiden 
Heliumatome stoßen sich ab. 

Genauso kann man sich überlegen, daß die Wechselwirkung beliebiger ‚‚ge- 
paarter‘ Elektronen eines Atoms mit den Elektronen eines anderen Atoms Ab- 
stoßung ergibt. Aus diesem Grunde sind die Atome der Edelgase in den Grund- 
zuständen chemisch inaktiv. 

Man kann die Elektronen eines beliebigen Atoms ın jedem Zustand in zwei 
Gruppen einteilen: in Valenzelektronen (‚‚ungepaarte‘‘) der äußeren Elektronen- 
schalen, die jeweils einen ‚„ÖOrtszustand‘‘ einnehmen, und in die anderen, ‚‚ge- 
paarten‘“ Elektronen, die an der Ausbildung einer kovalenten chemischen Bindung 
unbeteiligt sind. Die Zahl der äußeren ungepaarten Elektronen in einem gegebenen 
Zustand eines Atoms bestimmt dessen chemische Wertigkeit oder Vulenz. Die 
Wertigkeit eines Atoms hängt von dessen Zustand ab (s. u.). 
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Die beiden Elektronen des Wasserstoffmoleküls, die die kovalente Bindung im 
Singulettzustand herstellen, sind ebenfalls ‚„‚gepaarte‘ Elektronen; ihre Wechsel- 
wirkung mit Kern und Elektron eines anderen Wasserstoffatoms ergibt Ab- 
stoßung. Auf diese Weise kann man die Sättigung der kovalenten chemischen 
Bindungen zwischen Atomen qualitativ erklären. Man kann anschaulich sagen, 
daß jede kovalente Bindung zwischen Atomen durch „Paarung“ der Valenz- 
elektronen entsteht. Nach der „Paarung“ aller Valenz-Elektronen können keine 
neuen kovalenten chemischen Bindungen entstehen. Die Quantenmechanik recht- 
fertigt also in gewissem Sinne die in der Chemie übliche Darstellung eines Moleküls 
als Ansammlung von Atomen, diedurchlokalisierte Valenzstriche verbunden werden. 

b) Richtung der Wertigkeit der Atome. Auf Grund experimenteller Untersuchun- 
gen führte der russische Chemiker Butlerow bereits 1861 den Begriff der chemischen 
Struktur eines Moleküls ein, d. h., er stellt eine bestimmte räumliche Anordnung 
der Atome im Molekül fest. Zum Beispiel sind die Atome in einem H30-Molekül 
auf einem Dreieck angeordnet; im CO5-Molekül liegen die Atome auf einer Ge- 
raden, das Kohlenstoffatom bildet das Zentrum. Zur Erklärung der stereo- 
chemischen Struktur der Moleküle muß man annehmen, daß die Wertigkeit der 
Atome in bestimmter Weise gerichtet ist. Die Quantenmechanik liefert eine ein- 
fache Erklärung für die gerichteten Wertigkeiten der Atome. 

Natürlich kann man nur dann von gerichteten Wertigkeiten sprechen, wenn 
ein Atom zwei oder mehr Valenzelektronen hat. Wir wollen uns einfache Bei- 
spiele ansehen. Das Stickstoffatom hat im Grundzustand die Konfiguration (15)? 
(2s)? (2p)®?. Die vier Elektronen in der 1s- und in der 2s-Schale sind gepaart 
und spielen für die chemische Bindung keine Rolle. Die 2p-Schale hat drei ver- 
schiedene Ortszustände, die wir mit p,, P, und p, bezeichnen. Die drei Elektronen 
in je einem dieser Zustände sind die Valenzelektronen. Die Winkelverteilung dieser 
Elektronen wird durch die Betragsquadrate der Wellenfunktionen gegeben, die 
in der Einheitskugel auf 1 normiert sind: 


|Ppz? = Yıo= Vz Cos 6; 
AT 
1 3 | 
|IPz? = N [Yı+ Yı-ıl> Vz sın cos op, | (118.1) 


1 3. 
|Py? = y2 [Yı- Yı-ıl= Vz sin 6 sin o. 


Die Richtungen, in denen die Wahrscheinlichkeiten für die räumliche Elektronen- 
verteilungin den Zuständen (118.1) maximal sind, bilden miteinander rechte Win- 
kel. Die Richtungen der von diesen Elektronen erzeugten chemischen Bindungen 
bilden natürlich auch rechte Winkel miteinander, so daß sich bei Annäherung von 
Atomen die Wellenfunktionen in diesen Richtungen am stärksten überlappen. 

Experimentell ist festgestellt worden, daß das NHz3-Molekül tatsächlich die 
Struktur einer Pyramide hat; die Winkel zwischen den verschiedenen NH- 
Richtungen sind 107°,3. Dieser Wert ist etwas größer als der theoretische Wert 
von 90°; diese Differenz wird durch die gegenseitige Abstoßung der Wasserstoff- 
atome in der Grundfläche der Pyramide erklärt. | 

Die Elektronenkonfiguration des Phosphoratoms ist (15)? (2s)? (2p)® (3s)? (3p)°. 
Das Phosphoratom hat drei Valenzelektronen in Zuständen mit den Winkel- 
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funktionen (118.1). Die Richtungen der chemischen Bindungen müssen also den 
Winkel 90° miteinander bilden. Experimentell wurden in der chemischen Verbin- 
dung PH; die Winkel zwischen den P-H-Bindungen zu 93°,3 festgestellt. Drei Va- 
lenzrichtungen unter einem rechten Winkel haben auch die Atome von Arsen, Anti- 
mon und Wismut, weil ihre drei Valenzelektronen die Konfiguration (np)? haben. 

Die Atome von Sauerstoff und Schwefel haben die Elektronenkonfigurationen 
(15)? (25)? (2p)* bzw. (1s)? (2s)? (2p)® (3s)? (3p)*. Von den vier äußeren Elek- 
tronen in den drei p-Zuständen sind zwei unbedingt gepaart. 

Diese Atome haben also je zwei Valenzelektronen, die sich in zwei Zuständen 
(118.1) befinden. Die beiden Valenzen dieser Atome bilden also den Winkel 90° 
miteinander. In den Verbindungen HsO und HyS sind die Winkel zwischen den 
Verbindungslinien der Atome 104°,45 bzw. 92°,2. 

Die Valenzzustände eines Atoms werden aber nicht immer so einfach bestimmit 
wie in den oben behandelten Fällen. Bei der Bildung einer chemischen Ver- 
bindung wird die Elektronenhülle eines Atoms gewöhnlich umgebaut; der Valenz- 
zustand eines Atoms in einer chemischen Verbindung kann daher anders sein als 
derjenige eines isolierten Atoms. Wir wollen als Beispiel das Kohlenstoffatom 
behandeln. Ein isoliertes Kohlenstoffatom hat die Konfiguration (15)? (25)? (2p)?; 
das entspricht einem zweiwertigen Atom. In chemischen Verbindungen tritt 
der Kohlenstoff als vierwertiges Atom auf, zum Beispiel in CH,, CCl,, C(CH3); 
und vielen anderen. Die in diesen Verbindungen beobachteten vier Wertigkeiten 
sind vollkommen äquivalent und bilden vom Kohlenstoffatom aus den Winkel 
109° 28° miteinander. 

Diese Winkel entstehen zwischen den Geraden, die man vom Mittelpunkt zu 
den vier Ecken eines Tetraeders zieht. Man sagt deshalb häufig, daß die Valenz- 
richtungen eines Kohlenstoffatoms die Tetraederwinkel miteinander bilden. 

Ein Diamant ist ebenfalls ein Riesenmolekül, bei dem jedes Kohlenstoffatom 
an die vier benachbarten Kohlenstoffatome kovalent gebunden ist; diese Bin- 
dungen bilden miteinander die Tetraederwinkel. 

Man kann diese Wertigkeit des Kohlenstoffatoms leicht theoretisch erklären, 
wenn man beachtet, daß sich die Energien der 2s- und der 2p-Zustände im Kohlen- 
stoffatom nur wenig voneinander unterscheiden. | 

Die Valenzzustände eines Kohlenstoffatoms (1s)? (2s)! (2p)? werden beim 
Umbau der Elektronenhülle gebildet und gehören nicht zu den vier Funktionen 
Is), Ipz>, |py> und |p;), sondern zu vier zueinander orthogonalen Linearkombina- 
tionen daraus.!) Die ne in der Einheitskugel normierten Funk- 
tionen sind 


yı=(s>+ Ipx? + |py? + |p2?)> 


(118.2) 


3 
fi 

(02) =5(+ Bl): 
1 
3= 5 (Is) — IPz? + Ip — IP»); 
1 


y= al IPz? — |py? + |p=?); 


1) Einen solchen Umbau nennt man auch Hybridierung (Anm. d. dtsch. Red.). 
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mit |s) = (4r)"!!/2; die vier anderen Funktionen werden durch (118.1) gegeben. 
Die Funktionen (118.2) heißen Tetraeder- Bindungsfunktionen. Im Valenzzustand 
befinden sich die vier äußeren Elektronen des Kohlenstoffs, die im isolierten 
Atom die Zustände (2s)? (2p)? einnehmen, in den Zuständen (118.2) (je ein Elek- 
tron in einem Zustand). Das Betragsquadrat der Funktion y, hat seinen größten 
Wert auf der Diagonalen des Oktanten, der von der x-, y- und z-Achse gebildet 
wird. In dieser Richtung liegt auch die Bindung, die von einem Elektron in 
diesem Zustand realisiert wird. Das Betragsquadrat der Funktion %, hat sein 
Maximum auf der Diagonalen des Oktanten, der von der positiven z-Achse, der 
negativen y- und der negativen z-Achse gebildet wird. Für die Funktion »3 ist 
die Diagonale des Oktanten —x,y, —z und für die Funktion y, die Diagonale 
des Oktanten —x, —y, 2 die ausgezeichnete Richtung. 

Die zur Überführung des Atoms aus dem Zustand (25)? (2p)? in den durch die 
Funktionen (118.2) charakterisierten Zustand (2s)! (2p)? notwendige Energie ist 
kleiner als die Energie, die bei der chemischen Bindung des Kohlenstoffs (im 
Zustand der Tetraedervalenz) mit vier anderen Wasserstoff-, Kohlenstoff- oder 
sonstigen Atomen frei wird. 

Auch die Atome von Silizium, Germanıum und Zinn haben die vier Tetraeder- 
valenzen; die vier äußeren Elektronen der entsprechenden freien Atome haben 
die Konfigurationen (ns)? (np)? mit n = 3, 4,5. 

Bei der chemischen Bindung von Beryllium mit anderen Atomen wird der 
Elektronenzustand ebenfalls umgebaut. Ein freies Berylliumatom hat die Konfi- 
guration (1s)? (2s)?. Im Valenzzustand eines Berylliumatoms (15)? (2s)! (2p)! 
befinden sich die beiden äußeren Elektronen ın Zuständen, dıe durch die beiden 
zueinander orthogonalen, in der Einheitskugel auf 1 normierten Wellenfunk- 
tionen 


= n Is>+ |pz)) = (dr)? (1+ y3 cos 6), (118.3) 
= ” (Is> — Ipzd) = (8r)-1/2(1— Y3 cos 6) (118.4) 


beschrieben werden. Die durch die Funktion (118.3) gegebene Wahrscheinlich- 
keitsdichte hat auf der z-Achse ihren größten Wert; die Wahrscheinlichkeits- 
dichte für die Funktion (118.4) hat bei 9 = 180° ihr Maximum. Die beiden Wertig- 
keiten des Berylliumatoms zeigen also in entgegengesetzte Richtungen. Aus 
diesem Grunde ist zum Beispiel das BeCl,-Molekül ein lineares Molekül. 

Aus der Elektronenkonfiguration (1s)? (2s)? (2p)! des Boratoms wird bei che- 
mischen Verbindungen die Konfiguration (15)? (2s)! (2p)?, in der die drei äußeren 
Elektronen die Zustände mit den folgenden Wellenfunktionen einnehmen: 


{Is> + Y2Ipe2}; 


u j 
—{y3 18) pad + YElpy)}, (118.5) 


VA Ip) Y3 Ip}: 
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Die durch die Funktionen (118.5) bestimmten Wertigkeiten liegen in einer Ebene 
und bilden Winkel von 120° miteinander. 

Die Elektronenhülle eines freien Atoms wird also gewöhnlich umgebaut, wenn 
‘das Atom in eine chemische Verbindung eingeht. Außer dem oben besprochenen 
Umbau der Elektronenkonfiguration kann die Elektronenhülle noch stärker um- 
gebaut werden, so daß ein Elektron eines Atoms im Molekül zu einem oder mehreren 
anderen Atomen des Moleküls gelangt und eine zusätzliche Ionenbindung ge- 
bildet wird. Zum Beispiel tritt das Stickstoffatom in einigen Verbindungen 
(NH,Br, NH,Clu.a.) als positives Ion NT auf. Wenn ein Elektron vom Stick- 
stoffatom zu anderen Atomen des Moleküls übergeht, wird ein positives Stick- 
stoffion mit der Elektronenkonfiguration (1s)? (25)! (2p)? gebildet. Das ist die- 
selbe Konfiguration wie die des vierwertigen Kohlenstoffatoms, daher kann ein 
Stickstoffion vier Wasserstoffatome binden und das gebildete negative Ion 
eines Halogens. Ein solcher Umbau der Elektronenhüllen erfordert immer Energie. 
Diese Energie wird aber immer durch die freigesetzte Bindungsenergie der Atome 
im Molekül überkompensiert. 

Im HBF,;-Molekül und in einigen anderen Molekülen ist das Bor ein negatives 
Ion mit der Elektronenkonfiguration (1s)? (2s)1 (2p)?. 

Die Ionenwechselwirkung in einem Molekül wird durch die Anzahl der nächsten 
Nachbarn bestimmt. Im NaCl-Molekül hat jedes Ion einen Nachbarn; im NaCl- 
Kristall, den man als ein großes Molekül ansehen kann, ist jedes Natriumion von 
sechs Chlorionen umgeben. Im CsCl-Kristall hat jedes Chlorion acht Zäsiumionen 
als nächste Nachbarn. 

Bei der Ausbildung einer Ionenbindung werden Elektronen von gewissen Ato- 
men an andere abgegeben. Das entstehende Molekül hat daher gewöhnlich ein 
elektrisches Moment. Wegen der besonderen Symmetrie der elektrischen Ladungs- 
verteilung entsteht jedoch manchmal kein solches Moment. 

Im allgemeinen werden auch in homöopolaren Verbindungen Elektronen von 
gewissen Atomen zu anderen verlagert, so daß auch hier elektrische Momente 
auftreten. Aus diesem Grunde ist die Einteilung der chemischen Bindungen ın 
Ionenbindungen und rein homöopolare Bindungen nicht eindeutig. 

c) Mehrfachbindungen zwischen Atomen. o- und n-Bindungen. 

In einigen Molekülen sind Atome nicht nur durch ein, sondern durch zwei 
oder drei Elektronenpaare aneinander gebunden. Solche Bindungen bezeichnet 
man als Doppel- oder Dreifachbindungen. Ein typisches Beispiel für ein Molekül 
mit einer Dreifachbindung ist das Stickstoffmolekül, das man in derForm N=N 
symbolisch schreiben kann. 

Wie schon oben bemerkt worden ist, sind die Valenzzustände der Stickstoff- 
atome die drei Elektronenzustände |p.>, Ip,> und |p,); sie bilden drei Wertig- 
keiten, die jeweils einen rechten Winkel miteinander einschließen. 

Wir legen die z-Achse in die Verbindungslinie der beiden Stickstoffatome. Eine 
Bindung entsteht dann durch Überlappung der Wellenfunktionen |p,> der beiden 
Atome. Die zugehörige Wellenfunktion des Moleküls ist vom Winkel 6 unabhängig, 
d. h., sie ändert sich bei einer Drehung um die z-Achse und bei Spiegelungen an 
Ebenen, die die z-Achse enthalten, nicht. Die Elektronen, die eine solche Bindung 
herstellen, heißen o-Elektronen. Elektronen, die Einfachbindungen zwischen 
Atomen realisieren, sind immer o-Elektronen. Die beiden anderen Paare von 
Valenzelektronen im N3-Molekül bilden zwei zusätzliche Bindungen. Ein Elek- 
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tronenpaar schafft eine Bindung durch Überlappung der Wellenfunktionen der 
Zustände |p.> beider Atome, das andere Elektronenpaar durch Überlappung der 
Wellenfunktionen |p,>. Die aus den Atomfunktionen |p,)> hervorgehende Wellen- 
funktion des Moleküls ändert bei der Spiegelung an einer Ebene, die die z-Achse 
enthält, ihr Vorzeichen; denn die Funktion |p,> enthält sin @ und wechselt bei 
> —o ihr Vorzeichen. (Die Spiegelungsebene enthält die Verbindungslinie 
zwischen den Atomen, wenn die y-Achse senkrecht auf dieser Fläche steht.) Die 
Elektronen, die eine solche Bindung hervorbringen, werden als r-Elektronen be- 
zeichnet. Natürlich ist die Bindungsenergie der r-Elektronen kleiner als die 
Bindungsenergie der o-Elektronen (die Wellenfunktionen überlappen sich weniger). 
Das Elektronenpaar mit der Wellenfunktion, die aus den Atomfunktionen |p,» 
entsteht, besteht ebenfalls aus r-Elektronen, weil diese Funktion bei der Spiege- 
lung an einer Ebene ihr Vorzeichen wechselt, auf der die x-Achse senkrecht steht 
und die die Verbindungslinie 'enthält. Von den drei Bindungen im Stickstoff- 
molekül wird eine von o-Elektronen geschaffen, die beiden anderen durch r- 
Elektronen. Diese Regel gilt auch für Mehrfachbindungen zwischen anderen 
Atomen. 

Zwischen Kohlenstoffatomen kann eine Doppelbindung bestehen. Eine solche 

H\\ H 

Doppelbindung besteht zum Beispiel im Äthylenmolekül H" em c“ . Der 
Hauptanteil der Bindung zwischen den Kohlenstoffatomen im er a 
(und zwischen den Kohlenstoff- und Wasserstoffatomen) stammt von o-Elek- 
tronen. r-Elektronen schaffen eine zusätzliche Bindung zwischen den Kohlen- 
stoffatomen. Der Valenzzustand der Kohlenstoffatome im Äthylenmolekül wird 
durch die vier Wellenfunktionen 


yı= IP), = 75 (Is> + Y2Ip2?), 
1 
Y3= TE 


= — 7 (Y21s> - Ip? — Y3Ipy)) 


beschrieben. 

Die o-Bindungen der Funktionen %s, yw3 und y;, liegen in einer Ebene senkrecht 
zur z-Achse und bilden Winkel von 120° miteinander. Die n-Bindung stammt von 
Elektronen im Zustand yı = |p,). Die maximale Überlappung der Wellenfunk- 
tionen |p;> der beiden Atome wird erreicht, wenn die Richtungen der größten 
Dichte der beiden Atome parallel werden. Diese Bedingung sichert die Stabilität 
der ebenen Struktur des Äthylenmoleküls. 

Zwischen Kohlenstoffatomen ist auch eine Dreifachbindung möglich. Eine 
solche wird im Azethylenmolekül mit der linearen Struktur H-C=C-—H fest- 
gestellt. Die Dreifachbindung zwischen den Kohlenstoffatomen in diesem Molekül 
besteht aus einer o-Bindung und zwei r-Bindungen. Der Valenzzustand der 
Kohlenstoffatome im Re wird durch die vier Funktionen 


yvı= |Pa?d, Y2=|IPy) va, (1) + |P»?); = 75 (Is> — |p:)) 
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bestimmt. Die Elektronen in den Zuständen %, und %a bilden die n-Bindungen 
zwischen den Kohlenstoffatomen. Die Elektronen in den Zuständen Y3 und %, 
schaffen die beiden o-Bindungen an jedem Kohlenstoffatom. Eine davon bindet 
das Wasserstoffatom, die andere stellt den Hauptanteil der Bindungen zwischen 
den Kohlenstoffatomen. | 

Der Valenzzustand eines Atoms kann also in verschiedenen Molekülen ver- 
schieden sein. Im Kohlenstoffatom sind zum Beispiel drei Arten von Valenz- 
zuständen möglich: a) vier äquivalente Valenzen, die zu den Ecken eines regu- 
lären Tetraeders hin zeigen und vier o-Bindungen hervorbringen; b) drei Va- 
lenzen, die Winkel von 120° einschließen und drei o-Bindungen in einer Ebene 
bilden, sowie eine Valenz (ein Elektron im Zustand |p,»), die eine r-Bindung 
bewirkt; c) zwei Valenzen in entgegengesetzten Richtungen, die zwei o-Bin- 
dungen bilden, und zwei Valenzen (zwei Elektronen in |p,)- und |p,>-Zuständen), 
die zu zwei n-Bindungen führen. 

d) Aromatische Verbindungen. Unvollständige Lokalisierung der Bindungen. In 
den oben behandelten Beispielen kann man die Zahl der Bindungen angeben, die 
ein bestimmtes Atom im Molekül festhalten. Man kann dabei in gewisser Näherung 
jede chemische Bindung lokalisieren, an der je zwei Elektronen beteiligt sind.') 
In diesem Falle kann man jede Bindung in der Strukturformel des Moleküls 
durch einen Strich darstellen. Dieser Sachverhalt trifft nicht immer zu. Ein 
Beispiel für ein Molekül, in dem die Bindungen zwischen den Atomen teilweise nicht 
lokalisiert werden können, ist das Benzolmolekül C;He. Das Benzolmolekül ist 
ein ebenes Molekül. Die sechs Kohlenstoffatome sitzen an den Ecken eines regu- 
lären Sechsecks. Drei Valenzelektronen eines jeden Kohlenstoffatoms sind an der 
Bildung dreier o-Bindungen beteiligt: eine mit dem Wasserstoffatom und zwei 
mit den benachbarten Kohlenstoffatomen. Diese drei Bindungen bilden Winkel 
von 120° miteinander. Das vierte Valenzelektron in jedem Kohlenstoffatom be- 
findet sich im Zustand |p.> (die z-Achse steht senkrecht auf der Molekülebene). 
Dieses Elektron gehört also zu den r-Elektronen. Jedes solche rn-Elektron im 
Benzolmolekül ist an einer Bindung gleichzeitig mit beiden benachbarten Kohlen- 
stoffatomen und nicht nur mit einem Atom beteiligt. Wegen dieser ‚Delokali- 
sierung‘‘ der Bindung können sich die sechs n-Elektronen im Benzolring von 
einem Atom zum anderen bewegen und einen Kreisstrom bilden. Beim Einschalten 
eines Magnetfeldes senkrecht zur Ebene des Benzolrings entsteht zum Beispiel 
ein elektrischer Kreisstrom im Molekül, der ein magnetisches Moment verursacht 
.(Diamagnetismus). Da der Strom eine relativ große Fläche ‚„umläuft‘, ist das 
entstehende magnetische Moment groß (relativ zu Atom- Momenten). 

Eine große Cu anderer organischer Verbindungen hat ähnliche Moleküle 
wie das Benzol: Naphthalin, Anthrazen, Naphthazen, Phenantren u. a. Die ‚nicht- 
lokalisierten‘““ r-Elektronen der Kohlenstoffatome in diesen Molekülen verur- 
sachen einige Besonderheiten, die diese Verbindungen von anderen Molekülen 
mit lokalisierten Bindungen unterscheiden; Verbindungen mit nichtlokalisierten 
r-Elektronen heißen aromatische Verbindungen. 

Der Kohlenstoff tritt unter allen anderen Elementen des Periodensystems da- 
durch hervor, daß er die größte Vielfalt von Verbindungen eingeht. Er hat dabei 


1) Manchmal, zum _ Beispiel beim einfach ionisierten Wasserstoffmolekül, wird eine 
chemische Bindung durch ein Elektron allein geschaffen. 
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verschiedene Wertigkeiten, bildet lokalisierte und nichtlokalisierte chemische 
Bindungen. Zusammen mit Wasserstoff, Sauerstoff, Schwefel und Phosphor 
bildet der Kohlenstoff fast alle organischen Stoffe in der Natur. Gegenwärtig 
sind schon mehr als zwei Millionen organischer Verbindungen bekannt. 


S 119. Klassifizierung der Elektronenzustände von Molekülen bei fixierter Lage 
der Kerne 


Im vorigen Paragraphen haben wir uns nur für den Grundzustand eines Mole- 
küls und die möglichen Valenzzustände der Atome interessiert, aus denen stabile 
Moleküle gebildet werden. Wir wollen uns jetzt mit den Elektronenzuständen 
eines Moleküls bei fixierter Lage der Atomkerne befassen; die Lage der Kerne 
soll die Gleichgewichtslage im Grundzustand des Moleküls sein. Die quantitative 
Berechnung der Energie der Elektronenzustände stößt auf große mathematische 
Schwierigkeiten. Um die vielen Besonderheiten der Elektronenzustände der 
Moleküle zu verstehen, muß man sie vor allem richtig klassifizieren. 

Wie bei den Atomen werden die Elektronenzustände der Moleküle’ durch die 
Angabe der Werte der Integrale der Bewegung in den betreffenden Zuständen 
klassifiziert. Die Integrale der Bewegung werden durch die Symmetrie des Feldes 
bestimmt, in dem sich die Elektronen bewegen. Die Elektronenzustände können 
daher nach den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe des betreffenden 
Moleküls klassifiziert werden (s. $ 20). Wir behandeln zunächst zweiatomige und 
andere lineare Moleküle. 

In linearen Molekülen ist das mittlere, auf ein Elektron wirkende Feld axial- 
symmetrisch, d. h., der Hamilton-Operator bleibt bei einer Drehung des Moleküls 
um einen beliebigen Winkel um die Molekülachse unverändert (Symmetrie- 
element C,). Außerdem ist der Hamilton-Operator bei einer Spiegelung an einer 
beliebigen Ebene, die die Molekülachse enthält, invarıiant (Symmetrieelemente o,). 
Die Symmetriegruppe mit diesen Symmetrieelementen wird mit C.., bezeichnet. 
Gibt es außer den oben angegebenen Symmetrieelementen noch ein Symmetrie- 
zentrum (zum Beispiel zweiatomige Moleküle mit gleichen Kernen, Moleküle wie 
CO; u. a.), dann wird diese Symmetriegruppe mit D.n bezeichnet. 

Zuerst wollen wir uns Moleküle mit der Symmetriegruppe C.., ansehen. In 
einem axialsymmetrischen Feld bleibt die Projektion des Bahndrehimpulses auf. 
die Molekülachse erhalten. Man kann daher die Elektronenzustände des Moleküls 
nach dem absoluten Betrag dieser Projektion klassifizieren. Der absolute Betrag 
der resultierenden Projektion A des Bahndrehimpulses der Elektronen auf die 
Molekülachse in Einheiten } nimmt die Werte 0,1,2,3,4,... an. Statt der Zahlen- 
werte von A gibt man meist die griechischen Buchstaben 23, II, A,®,T', ... für 
die Werte A =0,1,2,3,4,... an. 

Für A=+0 sind zwei Zustände möglich, die sich durch das Vorzeichen der Pro- 
jektion des Bahndrehimpulses auf die Molekülachse unterscheiden. Der Vorzeichen- 
änderung der Projektion entspricht eine Spiegelung an einer Ebene, die die 
Molekülachse enthält. Bei dieser Spiegelung ändert sich der Hamilton-Operator 
nicht. Die beiden Zustände, die sich nur durch das Vorzeichen der Projektion des 
Bahndrehimpulses der Elektronen unterscheiden, haben dieselbe Energie. Die 
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Zustände II, A,®,.... sind also zweifach entartet. Die %-Zustände sind nicht 
entartet (A = 0). Es gibt zwei Arten von %-Zuständen, die sich in ihrem Ver- 
halten bei einer Spiegelung an einer Ebene unterscheiden, die die Molekülachse 
enthält. Die zweimalige Spiegelung an der Ebene, die die Molekülachse enthält, 
ist der Identität äquivalent; die Wellenfunktion eines %-Zustandes kann daher 
bei der Spiegelung an einer solchen Ebene entweder ihr Vorzeichen ändern oder 
auch nicht. Die zugehörigen Zustände bezeichnet man mit &” bzw. It. 

Die Elektronenzustände unterscheiden sich nicht nur durch die Projektion 
des Bahndrehimpulses auf die Molekülachse, sondern auch durch den resultie- 
renden Spin S aller Elektronen. Unter Vernachlässigung der Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkung haben die 25 + 1 Zustände mit verschiedenen Projektionen des resul- 
tierenden Spins dieselbe Energie. Berücksichtigt man die Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkung, dann bilden diese Zustände eine Gruppe von 25 +1 dicht benach- 
barten Niveaus. Die Zahl 25 + 1 ist die Multiplizität eines Elektronenzustandes 
im Molekül. Diese Zahl schreibt man als Index links oben an den griechischen 
Buchstaben für A. Hinsichtlich der Multiplizität unterscheidet man Singulett-, 
Dublett-, Triplettzustände usw. 

Erfahrungsgemäß ist der resultierende Spin aller Elektronen im Grundzustand 
der meisten Moleküle gleich Null (alle Spins sind abgesättigt). Ausnahmen von 
dieser Regel sind das Sauerstoffmolekül Os», Stickstoffoxyd NO und einige andere 
Moleküle. 


Tabelle 15 


Symmetrie der Wellenfunktionen linearer 
Moleküle vom Typ Cov 


GC osr C, | Gy 
3 1 1 
I” 1 —1 
1I etip 
A et?ei * 
fi) et3pi * 


In Tabelle 15 sınd die Transformationseigenschaften der Wellenfunktionen der 
Elektronenzustände linearer Moleküle ohne Symmetriezentrum angegeben 
(Gruppe Gy). Bei Drehungen um die Molekülachse um den Winkel ® werden die 
Wellenfunktionen mit exp (+ iA,) multipliziert; A ist der Betrag der Projek- 
tion des Bahndrehimpulses der Elektronen auf die Molekülachse. Den beiden Vor- 
zeichen (+) entsprechen die beiden möglichen Drehsinne. Die Wellenfunktionen 
der Elektronenzustände vom Typ & (A =) ändern sich bei einer Drehung nicht. 
Bei der Spiegelung an einer Ebene, in der die Molekülachse liegt (Operation o,), 
ändern sich die Wellenfunktionen der %*+-Zustände nicht, dıe Wellenfunktionen 
der &”-Zustände wechseln ihr Vorzeichen. Die Wellenfunktionen der Zustände 


A494 XII. Elementare Theorie der Moleküle und der chemischen Bindung 


mit 41=#0 gehen bei einer Spiegelung an einer Ebene o, in die konjugiert kom- 
plexen Funktionen über. Diese Operationen sind in den Tabellen 15 und 16 mit 
einem Stern bezeichnet. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der Gruppe 
Coy sind in Tabelle 4 in $ 20 angegeben worden. 


Tabelle 16 


Symmetrie der Wellenfunktionen linearer 
Moleküle vom Typ D. 


Don me Gy i Ca) On 
2 1 1 1 1 1 
>; 1 1 —1 —1 —1 
Lo 1 —1 1 —1 1 
2; 1 4 —1 1 —1 
Il; etip * 1 * —1 
II, etip x —1 # 1 
Ns e+2ip * 4 * 4 
N e+2ip * —1 * —1 


Die Moleküle mit der Symmetriegruppe D..n (das sind lineare Moleküle, die 
zusätzlich zu den Symmetrieoperationen der Gruppe Ü„, ein Symmetriezentrum 
haben) haben die folgenden Symmetrieelemente: a) Spiegelung am Zentrum, 
b) Spiegelung an der Ebene o) durch das Zentrum und senkrecht zur Symmetrie- 
achse des Moleküls, c) unendlich viele Drehungen um 180° (Operation (5) um 
Achsen durch das Zentrum und senkrecht zur Molekülachse. In Tabelle 16 sind 
die Transformationseigenschaften der Wellenfunktionen für Moleküle vom Typ 
D..n zusammengestellt. In der ersten Spalte der Tabelle sind die Bezeichnungen 
der Elektronenzustände dieser Moleküle angegeben. Die Indizes g und u be- 
deuten Symmetrie und Antisymmetrie der Wellenfunktionen der Elektronen- 
zustände bei einer Spiegelung i am Zentrum. Die Zustände mit dem Index g 
sind gerade Zustände, die Zustände mit dem Index u ungerade Zustände. 

In $117 haben wir die Zustände eines Systems aus zwei Wasserstoffatomen 
behandelt. Der stabile Grundzustand dieses Systems ist ein Singulettzustand, die 
zugehörige Ortsfunktion entspricht dem resultierenden Bahndrehimpuls Null, 
folglich ist A = 0. Diese Funktion ist in den Orten der beiden Elektronen symme- 
trisch. Das Symbol für diesen Elektronenzustand ist !%F. Der zweite in $ 117 
betrachtete Zustand war ein Triplettzustand mit einer antisymmetrischen Orts- 
funktion. Die spektroskopische Bezeichnung dieses Zustandes ist 3%+. Beim 
Übergang in einen solchen Zustand zerfällt das Molekül in Atome. 

Die Elektronenzustände mehratomiger nichtlinearer Moleküle werden ebenfalls 
nach den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe klassifiziert, die den 
Hamilton-Operator invariant läßt. In $20 haben wir die Elektronenzustände 
der „gewinkelten‘ dreiatomigen Moleküle Hs0, HS u.a. mit der Symmetrie- 
gruppe Ca, und die vieratomigen Moleküle NH3,CH;Cl u. a. mit der Symmetrie- 
gruppe Cs, klassifiziert. 
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Wir wollen jetzt die Elektronenzustände des Naphthalinmoleküls klassifizieren 
(Abb. 23).. Dieses Molekül hat die Symmetriegruppe Dan. Das ist eine Abelsche 
Gruppe mit acht Symmetrieelementen. Außer der Identität (E) und der Spiegelung 
am Zentrum (i) haben wir die Symmetrieelemente: Drehungen um 180° um die 
drei zueinander senkrechten Achsen CZ, C$ und CZ und drei Spiegelungen o*, 09, 02 
an Ebenen senkrecht zur x-,y- bzw. z-Achse. In diesem Molekül gibt es acht 


Abb. 23. Anordnung der Kohlenstoffatome (schraffierte Kreise) und der Wasserstoff- 
atome (weiße Kreise) im Naphthalinmolekül 


Arten von Elektronenzuständen entsprechend den acht irreduziblen Darstel- 
lungen der Gruppe Ds,. Die irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe, die die 
Transformationseigenschaften der Wellenfunktionen der entsprechenden Zu- 
stände bestimmen, sind in Tabelle 17 angeführt. 


Tabelle 17 
Irreduzible Darstellungen der Gruppe D>n: 
D>, | E c3 63 | (3 | 1 6” 6/ 6? 
A 1 1 1 1 1s| 1 1 
Ayu 4 1 1 1 | —1 1 = 
Bis 1 1 —A —1 1 1 —=4 1 
Byu 1 1 4 =1 —1 = 4 1 
B3z 4 | | 1 1 | —1 1 
Bau 1 —A 4 1 4 4 1 | 
B3, 1 1 1 4 1 —f 1 1.4 
Ba. 1 = 1 —1 4 1 4 1 


Der Grundzustand aller stabilen Moleküle gehört zu der Darstellung mit der 
höchsten Symmetrie der entsprechenden Gruppe. Für lineare Moleküle ohne 
Symmetriezentrum ist dieser Zustand &t; für lineare Moleküle mit Symmetrie- 
zentrum ist es der Zustand %}; das H5O-Molekül hat einen Zustand vom Typ A 
als Grundzustand, das Naphthalinmolekül den Zustand A,, usw. 
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Die oben gegebene Klassifizierung der Elektronenzustände der Moleküle ent- 
spricht der Anordnung der Atomkerne im Grundzustand des Moleküls. Sie gilt 
näherungsweise auch bei kleinen Schwingungen der Kerne um die Gleichgewichts- 
lage. Kann man die Schwingungen nicht als klein ansehen, so kann die Verschie- 
bung der Kerne aus den Gleichgewichtslagen die Klassifizierung beträchtlich ab- 
ändern. Die Verschiebung der Kerne aus den Gleichgewichtslagen wirkt sich am 
stärksten auf die angeregten Elektronenzustände aus, wenn sie die Symmetrie 
des Moleküls verletzt. Wir wollen das am Beispiel eines dreiatomigen linearen 
Moleküls erklären. Im Grundzustand hat dieses Molekül eine Symmetrieachse; 


Abb. 24. Unsymmetrische Schwingung eines dreiatomigen linearen Moleküls unter Ver- 
letzung der Axialsymmetrie 


die Elektronenzustände II, A u.a. sind zweifach entartet. Bei der in Abb. 24 
skizzierten Verschiebung der Kerne (asymmetrische Schwingung) wird die Axial- 
symmetrie des Moleküls verletzt. Infolge dieser Verletzung der axialen Symmetrie 
wird die Entartung aufgehoben. Zum Beispiel gehen aus dem zweifach entarteten 


Il-Zustand, zu dem im linearen Molekül die Wellenfunktionen =? und 
Te 


1 | 
v2. -iP gehören, bei der angegebenen Verschiebung der Kerne zwei Zustände mit 
Te 


verschiedenen Energien und den Wellenfunktionen 


I. on ı NE 

yvı= — (ei? + e-iP) und = —— (EP? — e-iP) 
Yar Te 

hervor. Die erste Funktion ist bei einer Spiegelung an der Ebene, die die drei 


verschobenen Kerne enthält, symmetrisch, die zweite Funktion ist dabei anti- 
symmetrisch (der Winkel & wird von dieser Ebene an gezählt). 


” 
S 


$ 120. Schwingung der Kerne in Molekülen 


Wie wir aus $ 116 wissen, wird die Bewegung der Atomkerne im Molekül in 
der adiabatischen Näherung durch die Gleichung (116.8) bestimmt. In dieser 
Gleichung spielt die Energie der Elektronen e„(R) als Funktion der Orte der Kerne 
die Rolle der potentiellen Energie. Die Energie e„(R) hängt vom Elektronen- 
zustand ab, der durch die im Index m zusammengefaßten Quantenzahlen an- 
gegeben wird. In verschiedenen Elektronenzuständen bewegen sich die Atom- 
kerne in verschiedenen Potentialfeldern. Wir wollen die Schwingungen der Kerne 
um die Gleichgewichtslagen im Grundzustand der Elektronen mit der potentiellen 
Energie &,(R) behandeln. 
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In einem Molekül mit N Kernen (die nicht auf einer Geraden liegen) hängt die 
Energie ey(R) von 3N — 6 unabhängigen Verschiebungen AR; aus den Gleich- 
gewichtslagen ab. Wir entwickeln &o(R) nach diesen Verschiebungen und behalten 
nur die quadratischen Glieder bei; dadurch erhält &,(R) die Gestalt 
4 3N-6 ( 522 


R)= 5 = ER, 
= tz SD, RR) (120.1) 


Durch Übergang von den Verschiebungen AR; zu neuen Normalkoordinaten kann 
man die quadratische Form (120.1) in eine Summe von Quadraten umformen. In 
diesem Falle ist der Hamilton-Operator für die Kernschwingungen eine Summe 
von Hamilton-Operatoren: 


E3N-6 92 ] 

Hz Zee 120.2 
2 2 | Era = 

Da der Hamilton-Operator (120.2) eine Summe von Hamilton-Operatoren harmo- 

nischer Oszillatoren mit den Frequenzen w; ist, hängt die gesamte Schwingungs- 

energie des Moleküls von den Quantenzahlen {v;} = »,, v9, ... über die Formel 


1 
Ein = > ho; (" + 5| (120.3) 


ab; jedes v; nimmt die Werte 0,1,2,... an. Die Wellenfunktionen dieser Zu- 
stände sind Produkte der entsprechenden Wellenfunktionen linearer harmonischer 


Öszillatoren: 
P.3= 11 9..@): (120.4) 
mit 
iur as 
9,(9) = (Yrv! a) tet Hg); (120.5) 


Hy,(z) sind die in $ 33 definierten hermiteschen Polynome »-ten Grades in der 
Variablen x. 

Die Schwingungszustände der Moleküle kann man genau wie die Elektronen- 
zustände nach den Symmetrieeigenschaften klassifizieren. Vor allem werden die 
Molekülschwingungen in entariete und nichtentartete eingeteilt. Zu den nichtent- 
arteten Schwingungen gehören diejenigen, für die es zu jeder Frequenz nur einen 
Schwingungstyp gibt. Diese Schwingungen sind entweder symmetrisch oder antıi- 
symmetrisch bezüglich der verschiedenen Symmetrieoperationen der exakten 
Symmetriegruppe der Gleichgewichtskonfiguration des Moleküls. Die nichtent- 
arteten Schwingungen gehören mit anderen Worten zu den eindimensionalen irre- 
duziblen Darstellungen der entsprechenden Symmetriegruppe. Bei nichtent- 
arteten Schwingungen bewegen sich die Kerne im Molekül auf Geraden. 

Gehören zu einer Frequenz mehrere unabhängige Schwingungstypen, dann 
handelt es sich um entartete Schwingungen. Die Entartung (bis auf eine unwahr- 
scheinliche zufällige Übereinstimmung von Frequenzen) wird von den Symmetrie- 
eigenschaften des Moleküls verursacht. Bei Symmetrietransformationen geht ein 
Typ einer bestimmten entarteten Schwingung im allgemeinen in andere Schwin- 
gungstypen mit derselben Frequenz über. Die entarteten Schwingungen sind nur 
in bezug auf einige Symmetrieelemente symmetrisch oder antisymmetrisch, d.h., 
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die Verschiebungen der Atome aus den Gleichgewichtslagen bleiben entweder un- 
verändert, oder sıe ändern ıhr Vorzeichen. 

Man kann die Vielfachheit der Schwingungsfrequenzen komplizierter Moleküle 
und die Symmetrieeigenschaften der entsprechenden Schwingungen bestimmen, 
ohne die dynamischen Schwingungsgleichungen zu lösen, wenn man einige ein- 
fache Sätze aus der Gruppentheorie benutzt. 

Vom Standpunkt der Gruppentheorie ist zur Bestimmung der Vielfachheit der 
Schwingungsfrequenzen und der Symmetrieeigenschaften die vollständige Dar- 
stellung beliebiger Kernschwingungen im Molekül ın irreduzible Darstellungen der 
entsprechenden Symmetriegruppe zu zerlegen. Dieses Problem ıst dem einfacheren 
Problem äquivalent, die Charaktere der vollständigen Darstellung der Schwin- 
gungen nach den Charakteren der irreduziblen Darstellungen der entsprechenden 
Symmetriegruppe zu zerlegen. 

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der Punktgruppen sind in 
Tabellen zusammengestellt (s. zum Beispiel [11], [80]). Der Charakter der Dar- 
stellung für alle möglichen Bewegungen der Kerne im Molekül wird folgender- 
maßen bestimmt. Man ordnet jedem Kern drei aufeinander senkrechte Ver- 
schiebungen «;, y; und z; aus der Gleichgewichtslage zu und untersucht die Trans- 
formationseigenschaften dieser Verschiebungen bei Anwendung aller Symmetrie- 
elemente der betreffenden Gruppe. 

Die Charaktere einer Darstellung sind die Summe der Diagonalelemente der 
Transformationsmatrix. Bei der Berechnung der Charaktere aller möglichen 
Kernbewegungen braucht man nur diejenigen ‚Kerne zu beachten, deren Ruhe- 
lagen bei der betreffenden Transformation invariant bleiben. Zu Kernen, die bei 
‚der gegebenen Transformation ihre Orte ändern, gehören in der Transformations- 
matrix Elemente außerhalb der Diagonalen, die zum Charakter der Darstellung 
keinen Beitrag liefern. 

Bei der identischen Transformation Z bleiben alle Kerne an ihren Orten. Die 
zugehörige Transformationsmatrix für die Verschiebungen z,,y; und z; eines 
Kerns ıst 


100 
0 10 
0041 
Für ein N-atomiges Molekül ist demnach der Charakter des identischen Elements 


x(E)=3N. (120.6) 


Wir wollen den Charakter der Darstellung einer Drehung des Moleküls bestimmen. 
Bei der Drehung um den Winkel @ (Symmetrieelement C,) um eine Symmetrie- 
achse sollen N. Kerne auf ıhren Plätzen bleiben. Die Transformationsmatrix für 
die Verschiebungen eines Kerns ist 


cosp sinp 0 
—sınp cosp 0 | ; 
0 0 1; 
daher ist der Charakter einer Drehung C 
x(Co)= Ne(l+ 2cosQ). (120.7) 
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Bei einer Spiegelung an der xy-Ebene haben wir als Transformationsmatrix für 
die Verschiebung der Kerne 


10 0 
0 1 0 
00 -1 


Bleiben bei einer solchen Spiegelung (o,) N Kerne auf ihren Plätzen, dann ist der 
Charakter der Darstellung 


x(0.)= No. (120.8) 


Bei einer Spiegelung am Zentrum ist die Transformationsmatrix für die Ver- 
schiebungen der Kerne 


-1 0 09 
0-1 0 
00-1 


Nr Kerne mögen bei dieser Spiegelung an ihren Orten bleiben; der Charakter der 
Spiegelung ist dann 
ıN)=-3N]. (120.9) 


In gleicher Weise kann man die Charaktere der Darstellungen aller möglichen 
Bewegungen der Kerne im Molekül auch für die anderen Symmetrieelemente be- 
stimmen. 

Zur Berechnung der Charaktere der Darstellung der Kernschwingungen ım 
Molekül hat man von den oben bestimmten Charakteren aller möglichen Ver- 
schiebungen der Kerne die Charaktere zu subtrahieren, die zu den Translationen 
T,, T, und T, und zu den drei Drehungen R,, R, und R, des ganzen Moleküls 
gehören. Die Charaktere der Translationen (7) und der Rotationen (R) sind in 
Tabellen zusammengestellt (s. zum Beispiel [80] und Tabellen 18 und 19). 

Nachdem wir mit der oben erläuterten Methode die Charaktere der Atom- 
schwingungen x,(g) für jedes Element g der Gruppe bestimmt haben, müssen 
wir diese Charaktere in die Charaktere x,(g) der irreduziblen Darstellungen der 
Gruppe zerlegen. Nach (D, 8) (s. Anhang) erfolgt diese Zerlegung mit Hilfe der 
Formel 


Ku(g) = 2 Ar xr(g). (120.10) 
Die Entwicklungskoeffizienten 
Ar= NZ ME)XE (8) (120.11) 
8 


geben an, wie viele Schwingungstypen die der irreduziblen Darstellung ent- 
sprechende Symmetrie haben. Die Summation in (120.11) erfolgt über alle Symme- 
trieelemente der Gruppe, N ıst die Gesamtzahl der Symmetrieelemente. 

Wir wollen das Gesagte an zwei einfachen Beispielen erläutern: 

a) Wir klassifizieren die Normalschwingungen des Wassermoleküls H30. Das 
Wassermolekül gehört zur Symmetriegruppe Ca,. Die Symmetrieelemente dieser 
Gruppe sind: E — die Identität, Ca — die Drehung um die z-Achse um 180°, 


33 Dawydow, Quantenmechanik 
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Tabelle 18 

Charaktere der Gruppe (a, 
Coy E Ca Oy Oy 
Ir A 1 1 1 1 
R, | As 1 1| —1| —i 
R, I, B} 1 —1 1| —i 
R, T, B> 1 —1| —i 1 
y. 9 —1 3 1 
Yu 3 1 3 1 


o, — die Spiegelung an der :vz-Ebene (Molekülebene), o,- — die Spiegelung an der 
yz-Ebene. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe finden wir 
in Tabelle 18. Dort sind auch die Charaktere der Translationen und der Rota- 
tionen des ganzen Moleküls angegeben. In der sechsten Zeile der Tabelle stehen 
die Charaktere aller möglichen Verschiebungen der Kerne im Molekül. Der Cha- 
rakter der Identität wird nach der Formel (120.6) bestimmt. Der Charakter des 
Elementes Cy ergibt sich aus der Formel (120.7) mit Nc = 1, weil nur das Sauer- 
stoffatom bei dieser Operation nicht verrückt wird. Der Charakter des Elementes 
o, wird aus der Formel (120.8) berechnet mit N; =3 (alle drei Atome werden nicht 
verschoben). Schließlich liefert die Formel (120.8) den Charakter von o,, wenn 
man beachtet, daß in diesem Falle nur ein Atom fest bleibt. In der siebenten 
Zeile der Tabelle sind die Charaktere x, der Atomschwingungen im Molekül 
angegeben. Man erhält sie aus den Charakteren aller möglichen Verschiebungen 
%, durch Subtraktion der Charaktere der drei Translationen und der drei Rota- 
tıonen. 


Nun verwenden wir die Formeln (120.10) und (120.11) und bekommen 
Ku > 2A, + Bı . 


Von den drei möglichen einfachen Atomschwingungen im Wassermolekül ge- 
hören also zwei zur vollkommen symmetrischen Darstellung A, und eine zur 
Darstellung BD}. Alle drei Schwingungen haben verschiedene Frequenzen (die 
experimentell bestimmten Frequenzen sind (in cm”!) 3652, 1595 und 3756); denn 
die Gruppe (a, hat nur eindimensionale Darstellungen. Alle anderen Schwingungs- 
typen der Kerne im Molekül sind Überlagerungen (Vielphononen-Schwingungen) 
dieser einfachen Schwingungen. 

b) Als zweites Beispiel klassifizieren wir die Normalschwingungen in einem 
pyramidenförmigen Molekül vom Typ XY3 (zum Beispiel des Ammoniakmoleküls 
NH3). Diese Moleküle gehören zur Symmetriegruppe Ca, mit den sechs Symmetrie- 
elementen: Identität E,2C3 — zwei Drehungen um 120 und — 120° — und3o — 
drei Symmetrieebenen, die miteinander Winkel von 120° einschließen. Die Charak- 
tere der irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe sind in Tabelle 19 zu finden. 
Diese Gruppe hat drei irreduzible Darstellungen, von denen eine zweidimen- 
sional ist (E). In diesem Molekül gibt es also zweifach entartete Schwingungen. In 
der Tabelle sind auch die Charaktere der Translationen (T) und der Rotationen 
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(R) des ganzen Moleküls angegeben. In der fünften Zeile der Tabelle 19 stehen die 
Charaktere aller möglichen Verschiebungen der Kerne im Molekül. 


Tabelle 19 
Charaktere der Gruppe C 3y 

Ca, E | 2C3 30, 

1; Ay „1 1 1 

R, A» 1 1|1—-1 

(7, T) | Au Ry)| £ 2 —1 0 
x 12 0 0 

Bu 6 0 2 


In der letzten Zeile der Tabelle finden wir die Charaktere x, der Schwingungen. 
Die Zerlegung von %, in die Charaktere der irreduziblen Darstellungen ist 


X, 2A, + 2E. 


In den XY3-Molekülen gibt es also je zwei Schwingungstypen mit der Symmetrie 
A, und E. Die Schwingungen vom Typ E sind zweifach entartet. Die Normal- 
schwingungen in XY3-Molekülen gehören also zu zwei verschiedenen Frequenzen 
der völlig symmetrischen Darstellung A, und zu zwei Frequenzen der zweifach ent- 
arteten Schwingungen vom Typ E. Für das NH3-Molekül sind diese Frequenzen 
(in cm!) 3337, 950, 3414 und 1628. 
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Außer den Atomschwingungen um die Gleichgewichtslagen sind noch folgende 
beiden Bewegungsarten des Moleküls möglich: Translation und Rotation des 
ganzen Moleküls. Die Translation ist nicht gequantelt; man kann sie durch Über- 
gang zum Schwerpunktsystem leicht eliminieren. Die Rotationsenergie des 
Moleküls hat diskrete Werte. Nach den Abschätzungen von $ 116 beträgt die 


Rotationsenergie eines Moleküls den Yu/M - 0,01-ten Teil der Schwingungs- 
energie der Kerne. Die Rotation erfolgt also im Vergleich zu den Atomschwin- 
gungen und der Bewegung der Elektronen im Molekül langsam. In adiabatischer 
Näherung kann man daher die Kopplung von Molekülrotation und innerem 
Zustand des Moleküls vernachlässigen; der innere Zustand wird durch den Elektro- 
nenzustand und die Atomschwingungen bestimmt. In dieser Näherung ist die 
Energie eines Moleküls die Summe aus der Energie der Elektronen E,ı, der 
Energie der Atomschwingungen E,.nw und der Rotationsenergie Eyot 


Bei Ess EB, (121.4) 


Die Wellenfunktion des Moleküls ist in derselben Näherung ein Produkt aus den 
Wellenfunktionen der einzelnen Bewegungsarten: 


Y= Verlr, Ro) Vschw(R) Yror(Oi;) n (121.2) 


33* 
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r sind die Koordinaten der Elektronen, R, die Gleichgewichtslagen der Kerne, 
R die Verschiebungen der Kerne aus den Gleichgewichtslagen und 6; die Euler- 
schen Winkel, die die Orientierung des Moleküls im Raum festlegen. In den näch- 
sten Näherungen ist die Zerlegung der Energie des Moleküls in die unabhängigen 
Anteile Rotations-, Schwingungs- und Elektronenenergie nicht mehr möglich. 
Alle drei Bewegungsarten sind miteinander verkoppelt. In diesem Falle sagt man 
einfach, daß alle drei Bewegungsarten miteinander wechselwirken. 

In diesem Paragraphen wollen wir nur die Rotation der Moleküle behandeln 
und deren Wechselwirkung mit den Schwingungen und mit der Bewegung der 
Elektronen vernachlässigen. Wir werden also die Rotation von Molekülen ın 
einem gegebenen (Grund-) Zustand der Elektronen behandeln, wenn die Kerne 
nur die Nullpunktsschwingungen um die Ruhelage ausführen. Der Elektronen- 
zustand soll ein Singulettzustand sein, d. h., der resultierende Spin der Elektronen 
sei Null. 

Der Hamilton-Operator eines Moleküls ist in adiabatischer Näherung (d.h. 
unter Vernachlässigung der Kopplung von Rotation und innerer Bewegung) 


H= H;(x)+ Tıors (121.3) 


H,; ıst der Operator der inneren Bewegung, x sind die Koordinaten der Elektronen 
und der Kerne in einem an das Molekül angehefteten Koordinatensystem; Tot Ist 
der Operator der Rotation. R sei der Operator für den Drehimpuls infolge der 
Molekülrotation. Wir haben damit 

2 


RR &R 
Me — 72 7 (121.4) 


wo J, die drei Hauptträgheitsmomente des Moleküls und R, die Projektionen des 
Drehoperators auf die drei Hauptträgheitsachsen des Moleküls sind. Ein Molekül 
mit drei verschiedenen Hauptträgheitsmomenten ist ein asymmetrischer Kreisel. 
Ein Molekül mit zwei gleichen Hauptträgheitsmomenten ist ein symmetrischer 
Kreisel. Die linearen Moleküle sind Spezialfälle eines symmetrischen Kreisels; 
für sie sind zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich, und das dritte ist ver- 
nachlässigbar klein. Zu den symmetrischen Kreiseln gehören alle Moleküle mit 
einer mindestens dreizähligen Symmetrieachse. Sind alle drei Hauptträgheits- 
momente eines Moleküls einander gleich, dann ist das Molekül ein Kugelkreisel. 
Zu den Kugelkreiseln gehören alle Moleküle mit zwei oder mehr drei- oder mehr- 
zähligen Symmetrieachsen, zum Beispiel die Moleküle mit kubischer Symmetrie. 

Wir betrachten zuerst die Rotationsenergie von Molekülen, die symmetrische 
Kreisel darstellen. Es sei J= Jı = Ja# Ja. Der Operator für die Rotations- 
energie (121.4) ist dann 


h? h? h? 
Txor= gy R’+ (Fr; 5): (121.5) 


Wir bezeichnen den Operator für den Drehimpuls der inneren Bewegung im 
Molekül (Elektronenbewegung und Schwingungen) mit 2. Der Operator des 
Gesamtdrehimpulses wird damit 


I-RH+L. (124.6) 
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Man kann also den Operator T,.ı in die Form 


42 h2 

Tror = 37 [+ 12? — 258%] + En (J5!- JY(Is— L3)’ (121.7) 

bringen. Wir vernachlässigen in diesem Operator den Term S$% für die Kopplung 

von Gesamtdrehimpuls und innerem Drehimpuls und bekommen als Hamilton- 
Operator (121.3) für einen symmetrischen Kreisel 


H°= H;(x) +T°,, (121.8) 
mit 
h? h? 
1 = 37 [?+122]+ 5 (Jz'1- JNz- L3)”. (121.9) 


Der Operator H® ıst mit den Operatoren I?, I; und Lz vertauschbar. Die statio- 
nären Zustände des Moleküls werden daher durch die Funktionen 


ITKAY= pala)P4,x(Pi) (121.10) 
mit 
Durx(P) = zn DI, x(0:) (121.11) 
2 


beschrieben. (121.11) sind die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels 
(s. 8 45). Die Quantenzahl K gibt die Projektion des Gesamtdrehimpulses auf die 
Achse 3 des Moleküls an; die Quantenzahl M bestimmt die Projektion des Gesamt- 
drehimpulses auf die z-Achse des Laborsystems. Die Funktion oy(x) hängt nur 
von den inneren (Elektronen- und Kern-)Koordinaten des Moleküls ab. Der 
Operator für den Gesamtdrehimpuls $ bewirkt eine gleichzeitige Drehung des mit 
dem Molekül verbundenen Koordinatensystems und der Kerne und Elektronen 
ım Molekül. Er läßt daher die Wellenfunktion der inneren Bewegung unverändert: 
8p1 = Iyılz) = 0. Der Operator $ wirkt mit anderen Worten nur auf die von 
den Eulerschen Winkeln abhängigen Funktionen 81, ,„(0;). Dabei sind 

PDl,x = II+NDL,g, 1d4,x = KO: (121.12) 


Der Operator L3 wirkt nur auf die Funktion 9: 


Yallzlyar = A, (121.13) 


wenn A die Projektion des inneren Drehimpulses auf die Achse 3 des Moleküls 
ist (in Einheiten Ah). In zweiatomigen Molekülen wird A allein durch die Elektronen- 
bewegung bestimmt, insbesondere ist in &-Zuständen A = 0. In mehratomigen 
linearen Molekülen liefern auch die transversalen Atomschwingungen einen Bei“ 
trag zu A; diese Schwingungen sind immer zweifach entartet. Ist eine transversale 
Schwingung mit der Frequenz w und der Quantenzahl » (v ist die Phononen- 
schwingung) angeregt, so hat diese Anregung den Drehimpuls», v — 3, v — 4,..., 
—» in bezug auf die Molekülachse (den Beweis s. Lanpau und Liırscaız [81], 
8 102). Dieser Drehimpuls wird als Schwingungsdrehimpuls bezeichnet. Ein 
Schwingungsdrehimpuls in Richtung der Molekülachse kann auch bei Atom- 
schwingungen in nichtlinearen Molekülen vom Typ eines symmetrischen Kreisels 
auftreten. Im Grundzustand eines Moleküls ist normalerweise A = 0. 
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Mit Hilfe von (121.12) finden wir für den Mittelwert des Hamilton-Operators 


(121.8) für ein Molekül (symmetrischer Kreisel) im Zustand mit der Funktion 
(121.10) 


72 wa da 
Erka= <IKAIHNIKAy= Sp II+ N + ee 70) (K- A®+B, (121.14) 
wenn 
P, PL? ss 
— H,;-+ —— 
B \ Pa + IM] 


die innere Energie des Moleküls ist; /> K; J’ und J3 sind die Mittelwerte der 
Trägheitsmomente für den inneren Zustand. 

Für lineare Moleküle ist J9= 0. Zustände mit endlicher Energie sind demnach 
nur für X = A möglich. In diesem Fall kann man die Energie des Moleküls in 
der Form 


Erx= zum {II4 1)— K(K+1)}+ BD (121.15) 
mit 
B RK(K+1) 
D’= B+ gm K=A 


schreiben. Der erste Summand in (121.15) ist die Rotationsenergie eines linearen 
Moleküls für Gesamtdrehimpulse /> K = A. Der Grundzustand eines linearen 
Moleküls ist gewöhnlich ein 2-Zustand mit A =. 

In nichtlinearen Molekülen, die einen symmetrischen Kreisel darstellen, ist 
J2 — J®. Die Energie des Moleküls wird daher durch die allgemeine Formel (121.14) 
gegeben. Im Grundzustand der inneren Bewegungen ist A = 0, und die Formel 
(121.14) vereinfacht sich zu 


h2 /i 1 
De | 


h? 

2.7 2 2 >, 
Bei gegebenem / nimmt die Quantenzahl K 2 /-+1Wertean,adaK=(0, +1,..., 
+ I ist. Alle Zustände mit. K-0 sind zweifach entartet. Die Energie (121.16) 
ist von der Quantenzahl M unabhängig; M durchläuft die Werte 0, +1,..., + [. 
Der gesamte Entartungsgrad der Niveaus mit X =# 0 ist demzufolge 22 7 +1). 


Für einen Kugelkreisel als Molekül ist J3 = J. Aus (121.14) folgt für die Energie 
dieser Moleküle die Formel 


I(I+4)+ ) K?+ B. (121.16) 


h? 
E,= 56 KI+NW)+B. 
In diesem Falle ist die Energie von den Quantenzahlen M und K unabhängig, und 
die Rotationsniveaus sind (2 / + 1)?fach entartet. | 
Wir wollen uns jetzt mit dem Operator $£ für die Kopplung des Gesamtdreh- 
impulses mit dem Drehimpuls der inneren Bewegung in (121.7) befassen (Coriolis- 
Wechselwirkung). Wir formen diesen Operator um in 


L- i)E,+iL,). (12147) 


1 
SL = T,L.+ 7 (I,+ I,)(L.— iL,)+ 5 
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Der Operator (121.17) ist mit den Operatoren I, und L, nicht vertauschbar. Die 
Wellenfunktionen (121.10) sind daher keine Eigenfunktionen des Öperators 
(121.3). Man kann die Lösung der Gleichung 


(H- E\Y=0 (121.18) 
mit dem Operator 
h? a u | 
— HR. __. fJ2 3 Ln- BEN ACER Be 2 
H= Ba) +37 1° + 2° 288]+ 5 (7-7) (8-20) 
in der Form 
Yı= 3 axapal)®k(0) (121.19) 


ansetzen. Durch Einsetzen von (121.19) in (121.18) ergibt sich für jeden Wert von 
J eine Säkulargleichung, deren Lösung die Koeffizienten a, , und die Energie- 
niveaus E liefert. Je größer die Ennergiedifferenz für die inneren Zustände mit ver- 
schiedenen Quantenzahlen A ist, desto kleiner ist die Rolle der Goriolis-Wechsel- 
wirkung. 

Die Energie der Moleküle, die asymmetrische Kreisel darstellen, wird durch den 
Hamilton-Operator 


(1241.20) 


bestimmt. Für innere Zustände mit dem Drehimpuls Null kann die Energie des 
Moleküls in adiabatischer Näherung durch Mittelung des Operators (121.20) über 
die Wellenfunktionen der inneren Bewegung o(z) gefunden werden. Wir erhalten 


so den Operator 
2.3 I; 


R 
<o(a)|Hlo(x)> =B+ a, 70° 


der bis auf die Konstante B (innere Energie des Moleküls) mit dem Operator für 
die Rotationsenergie eines asymmetrischen Kreisels übereinstimmt. Wir haben 
somit unser Problem auf die in $ 46 behandelte Aufgabe zurückgeführt. 

Alle obigen Überlegungen gelten für Moleküle aus verschiedenen Kernen. Sind 
in einem Molekül einige gleiche Kerne enthalten, dann sind an die Gesamtwellen- 
funktion des Moleküls noch zusätzliche Symmetrieforderung bei Vertauschungen 
gleicher Kerne zu stellen. Die Gesamtwellenfunktion muß bei einer Vertauschung 
gleicher zweier Kerne mit ganzzahligem Spin symmetrisch sein und bei Ver- 
tauschung zweier gleicher Kerne mit halbzahligem Spin antisymmetrisch. 

Wir behandeln zunächst Moleküle mit gleichen Kernen mit dem Spin Null. Die 
Gesamtwellenfunktion muß bei einer Vertauschung eines beliebigen Paares gleicher 
Kerne symmetrisch sein. In adiabatischer Näherung ist diese Funktion 


7w,0,) = pla)P!(0,), 


o(xz) ıst dabei die Wellenfunktion des inneren Zustandes. Im Grundzustand 
(A = 0) ist die Funktion p(x) bei Vertauschung gleicher Kerne mit dem Spin 
Null symmetrisch. Folglich müssen die Funktionen ® bei dieser Vertauschung 
auch symmetrisch sein. In einem linearen Molekül mit einem Symmetriezentrum 
sind gleiche Kerne symmetrisch zum Zentrum angeordnet. In diesem Falle ist die 
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Vertauschung gleicher Kerne einer Drehung des Moleküls um 180° äquivalent. 
Zu den Rotationszuständen dürfen also nur solche Funktionen ® gehören, die bei 
einer Drehung des Moleküls um 180° unverändert bleiben. Diese Forderung be- 
sagt, daß die Quantenzahl / in der Formel (121.15) nur gerade Werte annehmen 
kann, d.h., die Rotationsenergie ist 


h? 
Er=5nlU+N) mit 1-02... (121.21) 
Dabei ist 
1 
Ir 


wenn © der Drehwinkel um die Achse 3 ist. Für nichtlineare Moleküle vom Typ 
eines symmetrischen Kreisels mit gleichen Kernen ohne Spin sind die Rotations- 
wellenfunktionen zu den Energieniveaus (121.14) nach (121.11) und (43.12) 


2I+1 21I+4 
DV DD D!,x(0 a ET „(Neiko, (121.23) 


wenn @ wieder der Drehwinkel um die Achse 3 ist. 

Wie oben schon erwähnt wurde, haben Moleküle, die einen symmetrischen 
Kreisel darstellen, eine mindestens dreizählige Symmetrieachse. In Molekülen 
mit den Punktgruppen Cs,, Ca) oder Cz3 als Symmetriegruppe, d.h. mit einer drei- 
zähligen Symmetrieachse, ist eine Drehung um den Winkel @ = 120° um die 
Symmetrieachse der Vertauschung gleicher Kerne im Molekül äquivalent. Bei 
einer solchen Drehung dürfen sich die Funktionen (121.23) nicht ändern. Das ist 
nur dann der Fall, wenn K ein Vielfaches von 3 ist. Die Rotationsenergie von 
Molekülen mit einer dreizähligen Symmetrieachse wird also durch (121.15) mit 
K=3n,n=0(,1,... gegeben. Für Moleküle mit einer vierzähligen Molekül- 
achse ist X = A usw. Es wird nur ein Teil der Rotationszustände eines Moleküls 
realisiert, wenn die Gesamtwellenfunktion bei Vertauschung gleicher Kerne mit 
dem Spin Null die richtige Symmetrie hat. 

Ist der Spin der gleichen Kerne in einem Molekül nicht Null, dann können im 
allgemeinen alle Rotationszustände realisiert werden, wenn auch mit verschie- 
denen statistischen Gewichten. Wir wollen das am Beispiel eines zweiatomigen 
Moleküls aus gleichen Kernen mit dem Spin 1/2 erläutern (zum Beispiel am Wasser- 
stoffmolekül Ha). In diesem Fall enthält die Wellenfunktion für den inneren 
Zustand des Moleküls @(z) die Spinvariablen der Kerne. Ihre Symmetrie- 
eigenschaften werden durch den resultierenden Spin der beiden Kerne be- 
stimmt. Im Singulettzustand der Kernspins ist die Wellenfunktion o(z) für 
den Schwingungs- und Elektronengrundzustand antisymmetrisch bei Vertau- 
schung der Spinvariablen der beiden Kerne. Damit die Gesamtwellenfunktion 
bei Vertauschung zweier Kerne antisymmetrisch ist, darf die Funktion (121.22) 
bei einer Vertauschung der Orte der Kerne ihr Vorzeichen nicht ändern; es sind 
daher nur die Werte /=0,2,4,... möglich. Im Triplettzustand en Kern- 
spins ist die Spinfunktion bei der Vertauschung der Spinvariablen symmetrisch, 
‚deshalb muß die Funktion ©! bei der Vertauschung der Orte der beiden Kerne 
antisymmetrisch sein, d. h. bei einer Drehung um 180°. Diese Forderung ist für 
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I=1,3,... erfüllt. Die Rotationsenergie der Wasserstoffmoleküle im Singu- 
lettzustand der Kernspins wird durch die Formel (121.21) mit /=0,2,4,... 
gegeben. Diese Moleküle bezeichnet man als Parawasserstoff. Die Rotations- 
energie der Wasserstoffmoleküle ım Triplettzustand der Kernspins erhält man 
aus der Formel (121.21) für /=1,3,5,... Diese Moleküle heißen Orthowasser- 
stoff. Das statistische Gewicht der Parazustände ist 1/4, das der Orthozustände 3/4. 

Für Moleküle XY3 mit der Punktgruppe Ga, und mit drei gleichen Atomen Y 
mit dem Spin 1/2 muß die Gesamtwellenfunktion zur irreduziblen Darstellung As 
gehören (s. Tabelle 19); denn die Operation o, entspricht der Vertauschung eines 
Paares gleicher Kerne und die Operation Cz entspricht der Vertauschung zweier 
Kernpaare. Der resultierende Spin der drei gleichen Y-Kerne ist entweder 1/2 oder 
3/2. Im Zustand mit dem Spin 5 = 3/2 (Quartettzustand des Kernspins) ent- 


spricht die Spin-Wellenfunktion dem Youngschen Schema reTtı und ist voll- 


kommen symmetrisch, d.h., sie gehört zur Darstellung A,. Wenn die Gesamt- 
wellenfunktion zur Darstellung As gehören soll, dann muß die Funktion ® (121.23) 
die der Darstellung Ay entsprechende Symmetrie haben. Wie man sich leicht über- 
zeugt, ist dasfürK =0,3,6,9,.... der Fall. Die Rotationsenergie der XY3-Mole- 
küle im Quartettzustand der Kernspins wird durch die Formel (121.15) mit 
K=0,3,6,9,... gegeben. Im Dublettzustand der Kernspins gehört die Spin- 
funktion zur Darstellung E der Gruppe Cz,. Die Gesamtwellenfunktion gehört in 
diesem Falle zur Darstellung As, wenn die Funktion ® ebenfalls zur Darstellung E 
gehört. Tatsächlich (s. Anhang E) folgt aus der Gleichung EXE=AAt Aa + E, 
daß man aus den Funktionen ® und 9 zur Darstellung E vier unabhängige Funk- 
tionen bilden kann, von denen eine zu der gewünschten Darstellung Aa gehört. 
Die Funktion ©1 gehört zur Darstellung E für K=1,2,4,5,7,8. 
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In 8 121 haben wir die Rotationszustände von Molekülen untersucht, für die der 
resultierende Spin der Elektronen gleich Null war. Wir wollen jetzt die Energie- 
zustände von Molekülen mit von Null verschiedenem resultierenden Elektronen- 
spin behandeln. In nullter Näherung, bei vollständiger Vernachlässigung der 
Wechselwirkung des resultierenden Elektronenspins mit den Drehimpulsen anderer 
Bewegungen im Molekül, hängt die Energie des Moleküls nicht von der Richtung 
des Spins ab, und jedes Energieniveau ist zusätzlich (25 + 1)fach entartet. Durch 
die Wechselwirkung des Elektronenspins mit den anderen Drehimpulsen wird 
diese Entartung aufgehoben. R 

In adiabatischer Näherung setzt sich der Operator für den Gesamtdrehimpuls I 
des Moleküls aus dem Bahndrehimpulsoperator £, dem Rotationsoperator® und 
dem Spinoperator © der Elektronen zusammen. Die Struktur des Energiespek- 
trums des Moleküls hängt von der Art der Kopplung dieser drei Drehimpulse ab, 
d.h. vom Verhältnis der Wechselwirkungen, die diese Kopplung hervorrufen. 

Hunp hat als erster die Arten der Kopplung der Drehimpulse in linearen Mole- 
külen analysiert und klassifiziert. Wir wollen jetzt kurz die Kopplungsarten nach 
Hunp behandeln. 
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Kopplung a. Die Wechselwirkungsenergie des Bahndrehimpulses in bezug auf 
die Molekülachse sei groß gegenüber der Hotationsenergie. Die Projektion des 
Bahndrehimpulses A = ( L, > auf die Molekülachse ıst in diesem Falle ein Integral 
der Bewegung. Man kann daher die Spin-Bahn-Wechselwirkung als Wechsel- 
wirkung des Spins mit der Molekülachse auffassen. Die Wechselwirkung der Rota- 
tion mit dem Bahndrehimpuls und mit dem Spin ist klein. Die Rolle der Rotation 
der Kerne wird durch den Abstand zwischen den am dichtesten beieinander 
liegenden Rotationsniveaus bestimmt. Im Hundschen Falla ist die Wechsel- 
wirkungsenergie von Bahn- und Spindrehimpuls groß gegenüber dem Abstand der 
Rotationsniveaus. In diesem Falle kann man die Kernrotation mit der Störungs- 
theorie behandeln. Zuerst werden die Energiezustände des ruhenden Moleküls be- 
trachtet. Die Elektronenzustände werden dann durch die Summe von A und der 
Spinprojektion auf die Molekülachse bestimmt. Diese Summe bezeichnet man ge- 
wöhnlich mit 2:90 = A + S,.. Für A>S nimmt 2 die Werte A+8,4+S 
—1,...,4- San, firrA>Sıst 2=5S+4A4,5S+A4-—1,..., $S— 4. Der 
Wert A = O kann beim Kopplungstyp a nicht vorkommen, weil es in diesem Fall 
überhaupt keine Kopplung mit dem Bahndrehimpuls in bezug auf die Molekül-. 
achse geben kann. | | 

Zur Wechselwirkung zwischen Bahn- und Spindrehimpuls parallel zur Molekül- 
achse gehört die zusätzliche Energie AE = A Q mit einer gewissen Konstanten A. 
Zu jedem 2 gehört eine eigene Energie. Diese Aufspaltung heißt Multiplettaufspal- 
tung der Elektronenniveaus im Molekül. Der Abstand zwischen benachbarten Kom- 
ponenten ist A. Man bezeichnet die entstehenden Terme gewöhnlich mit großen 
griechischen Buchstaben (dem Wert von A entsprechend), an die man rechts unten 
die Zahl 2 und links oben die Multiplizität des Terms anbringt, d.h. die Zahl 
25 + 1. Zum Beispiel sind für $=1/2 und A=1 die Terme ’’Il,a und ?lly7 
möglich; für $S=1 und A = 2 haben wir die Terme ®A,, ®Aa und °A3. Wir er- 
innern daran, daß die Multiplizität eines Terms nur für A>|2| gleich der Zahl 
der aufgespaltenen Komponenten ist. 

Zur Berechnung der Rotationsenergie müssen wir den Operator 


h? 


Tror > J5\ 


Ss - A)’ 


über die Elektronenzustände für jeden einzelnen Q-Wert mitteln; n ist dabei der 
Einheitsvektor in Richtung der Molekülachse. Da ein lineares Molekül nur um 
eine Achse senkrecht zur Molekülachse rotiert, ist dafür (In) = 2, und wir er- 
halten 


h2 
Zn, > 


B(2)ist ein von I unabhängiger Summand, hängt aber vom inneren Zustand des 
Moleküls ab. Wir normieren die Rotationsenergie so, daß sie für /= 2 Null ist, 
und erhalten eine Formel für die Rotationsbande bei jedem inneren Zustand mit 
der Quantenzahl 2: 


2 


Rh 
Erot = 3J 


[I(I+1)- 2(2+1)}; 
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mit 7> Q. Ist im Molekül eine gerade Anzahl von Elektronen enthalten, dann ist 
(2 eine ganze Zahl. In diesem Falle ist auch / eine ganze Zahl. Bei ungerader 
Elektronenzahl sind 2 und / halbzahlig. 

Kopplungsiyp b. Man bezeichnet die Kopplung der Drehimpulse in einem Mole- 
kül als Typ d, wenn die Wechselwirkungsenergie von Bahndrehimpuls und Spin 
klein gegenüber der Differenz der Rotationsenergien ist. Der reine Typ b liegt 
natürlich bei Molekülen vor, die Elektronenzustände mit dem Bahndrehimpuls 
Null haben (%-Zustände). Bei leichten Molekülen beobachtet man den Kopplungs- 
typ 5 auch für Zustände mit A=# (0. In einigen Fällen geht der Kopplungstyp a 
bei großen Rotationsanregungen in den Typ 5b über, wenn die Differenz zwischen 
benachbarten Rotationsniveaus groß wird. 

Wegen der schwachen (oder für D-Zustände nicht vorhandenen) Kopplung des 
Spins an die Molekülachse (Moleküle mit ‚‚freiem“ Spin) hat man in erster Nähe- 
rung die Kopplung des Rotationsoperators® mit dem Bahndrehimpuls nA zu 
berücksichtigen (n ist der Einheitsvektor in Richtung der Molekülachse). 

Den resultierenden Drehimpulsoperator. bezeichnet man gewöhnlich mit & 


K=-R+Nn/. 


Wegen der schwachen Kopplung von 8 mit dem Spinoperator © ist das Dreh- 
impulsquadrat zu dem Operator K? näherungsweise ein Integral der Bewegung. 
Für A = 0 ist der Operator X gleich dem Rotationsoperator R; die Quantenzahl 
K nimmt dabei die ganzzahligen Werte 0, 1,2,... an. Für A # 0 hat die Quanten- 
zahl K die ganzzahligen Werte A, A+1,4A+2.... 

Zu jedem Wert des Operators 8 gehört eine bestimmte Energie des Moleküls, 
die man in die Elektronen- und in die Rotationsenergie zerlegen kann: 


Ex= B+ AK(K+1). (122.1) 


Die Vektorsumme von 8 und S ist der Operator für den Gesamtdrehimpuls: 
S$S=-K+E. Nach den Regeln der Vektoraddition sind für ein festes K die fol- 
genden /-Werte für den Gesamtdrehimpuls des Moleküls möglich: 


K+S5>I1>|K -— S]. 


Infolge der Wechselwirkung zwischen 8 und © spaltet jeder Term Ex für 
K> Sın 25 + 1 Komponenten auf, für X< Sin 2K + 1 Komponenten. Der 
Operator für die Aufspaltung der Terme (122.1) ist proportional zu 


RE = 2 P-R?- 8). (122.2) 


Der Mittelwert dieses Operators für einen Zustand mit bestimmten Werten von 


I, K und $ ıst 


<IKS|RSIIKS) = . 


„uUd+ 1)— K(K+N)-5(S+1)}. 

Die Aufspaltung der Energieterme Ex wird also mit zunehmendem K größer. 
Die oben behandelten Kopplungstypen a und b sind die wichtigsten. Hunp hat 

auch noch andere mögliche Drehimpulskopplungen betrachtet, die aber in Mole- 

külen relativ selten vorkommen. Die Kopplungstypen nach Hunp sind natürlich 
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idealisierte Grenzfälle. In Wirklichkeit ist nicht immer ein Wechselwirkungstyp 
kleiner als die anderen. Außerdem kann bei verstärkter Rotation ein Kopplungs- 
typ in einen anderen übergehen (die Kopplung wird gesprengt). 

Bei der Behandlung der Kopplungstypen a und b haben wir die Wechselwirkung 
zwischen dem Rotationsoperator® und dem Bahndrehimpulsoperator & vernach- 
lässigt. Rotiert das Molekül nicht, so ist in einem linearen Molekül die Projektion 
des Bahndrehimpulses A auf die Molekülachse ein Integral der Bewegung, weil. 
sich die Elektronen in einem axialsymmetrischen Feld bewegen. Die Energie des 
Moleküls hängt dabei vom Betrag von A ab, so daß alle Terme mit A # 0 zweifach 
entartet sind. Durch die Molekülrotation wird diese Entartung aufgehoben, es 
erfolgt die A-Verdopplung der Terme. Die Aufspaltung wächst mit zunehmender 
Rotationsenergie, d. h. mit wachsendem /. Die Theorie der A-Verdopplung ist von 
Kronıc [82], van Vreck [83] und Murrıken und Cnarısty [84] ausgearbeitet 
worden. 
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Ein Molekül ist ein System mit vielen Freiheitsgraden; die Berechnung der 
Übergänge zwischen den verschiedenen angeregten Molekülzuständen ist daher 
ein sehr schwieriges Problem. Zur Vereinfachung der Rechnungen verwendet man 
gewisse Näherungen je nach der Art des Übergangs im Molekül und der Ursachen 
für die Übergänge. 

Wir wollen Übergänge unter Absorption und Emission elektromagnetischer 
Wellen behandeln. Bei der Analyse der optischen Absorptions- und Emissions- 
spektren von molekularen Gasen ist festgestellt worden, daß diese Spektren aus 
mehr oder weniger breiten Banden bestehen. Die Molekülspektren sind Banden- 
spektren. Manchmal bestehen diese Banden aus sehr vielen Linien, deren Intensität 
mitunter auf einer Seite der Bande ( Bandenkante) schroff abfällt; auf der anderen 
Seite der Bande nimmt die Intensität nur langsam ab. In einigen Fällen sind die 
Banden kontinuierliche Spektralbereiche. 

Die optischen Absorptions- und Emissionsspektren der Moleküle sind deshalb 
so kompliziert, weil in einem Molekül die Elektronenzustände, die Schwingungs- 
und die Rotationszustände angeregt werden können. Da die adıabatısche Nähe- 
rung relativ gut brauchbar ist, kann man, wie wir in den vorangegangenen Para- 
graphen dieses Kapitels gesehen haben, die Energie eines Moleküls als Summe der 
Elektronenenergie £.ı, der Energie der Atomschwingungen FE,.nwund der Rotations- 
energie E,oı des Moleküls darstellen. 

Der Abstand benachbarter Rotationsniveaus ist hundert- bis tausendmal kleiner 
als der Abstand zwischen den Schwingungsniveaus; dieser ist seinerseits hundert- 
bis tausendmal kleiner als die Differenz zwischen den Elektronenenergien (wenn 
man von Übergängen zwischen benachbarten Elektronenmultipletts absieht). 
Man kann daher die Molekülspektren in drei Klassen einteilen: 1. Rotations- 
spektren, die allein durch Änderung der Molekülrotation entstehen; 2. Rotations- 
Schwingungs-Spektren, bei deren Entstehung sich Schwingungs- und Rotations- 
zustände ändern; 3. Rotations-Schwingungs-Elektronen-Spektren oder kurz Elek- 
tronenspektren, die von einer Änderung des Elektronenzustands bei gleichzeitiger 
Änderung der Schwingungs- und Rotationszustände verursacht werden. 
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Wir wollen die Rotationsspektren eines Moleküls mit der Gestalt eines 
symmetrischen Kreisels behandeln (s. $ 121). Die Wellenfunktionen der Rota- 
tionszustände dieser Moleküle werden durch den Ausdruck (121.10) gegeben, die 
Formel (121.14) liefert die Energieniveaus. Zur Berechnung der Auswahlregeln 
für EA1-Übergänge (elektrische Dipolstrahlung) müssen wir die Matrixelemente 
für die elektrischen Dipolübergänge mit den Funktionen (121.10) bilden. In adıa- 
batischer Näherung bleiben bei einer Rotation des Moleküls die Elektronen- und 
Schwingungszustände unverändert. Die Funktionen @ı ändern sich daher bei 
einem Übergang nicht, und man braucht nur die Funktionen 


3I+1 
o- Y° + 1 01,20) 


zu betrachten. E4-Übergänge zwischen Rotationszuständen sind nur in Mole- 
külen mit einem eigenen elektrischen Dipolmoment möglich, d.h. in Molekülen 
ohne Symmetriezentrum. Solche Moleküle sind zum Beispiel CO, HCl, NO u. a. 

Das eigene Dipolmoment von Molekülen, die einen symmetrischen Kreisel dar- 
stellen, hat die Richtung der Molekülachse. Wir bezeichnen den Betrag des Eigen- 
dipolmomentes des Moleküls mit do. Der Operator für das elektrische Dipol- 
moment in einem ruhenden Koordinatensystem ist damit | 


di = doD1,(0)), (123.4) 


wo 6, die Eulerschen Winkel für die Orientierung des mit dem Molekül ver- 
bundenen Koordinatensystems in bezug auf das ruhende Koordinatensystem 
und D/, die in $ 43 eingeführten Funktionen sind. 

Die Auswahlregeln für die E1-Übergänge werden also durch das Matrix- 
element 


; 2/+1 
Du AD, = Bi do(LIOKI I K’)(LIuMI IM) (123.2) 
bestimmt. Bei der Herleitung von (123.2) haben wir die Formel (43.24) benutzt. 
Auf Grund der Symmetrieeigenschaften der (lebsch-Gordan-Koeffizienten 
(1IOKITK’) (s.$ 41) überzeugen wir uns, daß die Matrixelemente (123.2) nur 


dann von Null verschieden sind, wenn 
AK=0 und AlI=0, +1 (123.3) 


sind, d. h., ein Übergang ist nur unter den Bedingungen (123:3) möglich. 

Alle Moleküle mit einem Symmetriezentrum haben do = 0, deshalb sind E1- 
Übergänge zwischen deren Rotationszuständen verboten. Falls diese Moleküle 
ein eigenes elektrisches Quadrupolmoment O0, haben, ist der Operator für das 
Quadrupolmoment im ruhenden Koordinatensystem 


Q2u= QoD}.(0:)- (123.4) 


Die Auswahlregeln für E2-Übergänge richten sich nach den Matrixelementen 


<PM’K’]Q, „| IMKy= Y@I+1)2T +1) = [ D#l, D2, D1,249ı sin 62 d62 dßz. 
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Wir verwenden nochmals die Gleichung (43.24) und erhalten als Auswahlregeln 
für E2-Übergänge 
AK=0, Al=0, +1, +2. (123.5) 


Für Moleküle in Gestalt eines asymmetrischen Kreisels hat man zur Ableitung 
der Auswahlregeln für das Rotationsspektrum die Funktionen (121.19) zu be- 
nutzen. EA-Übergänge zwischen Rotationszuständen erweisen sich hur dann als 
möglich, wenn das Molekül ein eigenes elektrisches Dipolmoment hat. Die Aus- 
wahlregeln für den Gesamtdrehimpuls bleiben unverändert: AT=0, +1. Die 
Bedingung AK = 0 braucht aber nicht erfüllt zu sein. 

Das reine Rotationsspektrum der Moleküle liegt sehr weit im infraroten Spektral- 
bereich, so weit, daß es in einigen Fällen nicht gelungen ist, es mit den Methoden 
der Infrarotspektroskopie zu beobachten. In letzter Zeit gelang es jedoch, mit 
Hilfe der Hochfrequenzspektroskopie die Absorption elektromagnetischer Wellen 
mit einer Wellenlänge bis zu 1 cm unter Anregung der Rotationszustände bei 
vielen Molekülen zu beobachten. | 

Die Energie bei Übergängen zwischen den Schwingungszuständen der Kerne 
in Molekülen (Schwingungsspektrum) entspricht Wellenlängen zwischen 2 und 
100 um. Die Auswahlregeln für die Übergänge zwischen den Schwingungsniveaus 
mit den Wellenfunktionen y, und %, sind die Bedingungen, unter denen die 
Matrixelemente 


yulzlyvod, <ylyly»> und <yylzlypo) (123.6) 


von Null verschieden sind; denn für langwellige Strahlung reduzieren sich die 
Matrixelemente für den Operator eines Dipolübergangs auf die Matrixelemente 
der Operatoren x, y und z. 

Zur Ableitung der Auswahlregeln braucht man die Matrixelemente (123.6) 
nicht explizit zu berechnen; man braucht nur die irreduziblen Darstellungen zu 
kennen, zu denen die betreffenden Schwingungszustände gehören. 

In $120 haben wir die Schwingungskoordinaten nach den irreduziblen Dar- 
stellungen der Symmetriegruppe des Moleküls klassifiziert. Die Wellenfunktionen 
der Einphononenschwingungen, d. h. der Anregungen mit der Quantenzahl 
n = 1, transformieren sich wie die entsprechende Koordinate. Für n> 1 ist die 
Wellenfunktion einer n-fachen oder n-Phononenanregung einer nichtentarteten 
Schwingung für geradzahliges n vollkommen symmetrisch. Für ungerades n 
stimmt die Symmetrie der Wellenfunktion mit der Symmetrie der Wellenfunktion 
der Einphononenanregung überein. 

Die Wellenfunktion einer n-Phononenanregung ein und derselben entarteten 
Schwingung transformiert sich nach der Darstellung, die sich durch das direkte 
Produkt der n ırreduziblen Darstellungen der betreffenden Einphononenan- 
regung ergibt. Im allgemeinen ist diese Darstellung reduzibel. Für gerades n 
enthält diese reduzible Darstellung die vollkommen symmetrische Darstellung. 

Werden gleichzeitig mehrere Frequenzen verschiedener Schwingungen an- 
geregt, dann gehört die Wellenfunktion zu der Darstellung, die das direkte 
Produkt der Darstellungen der Funktionen für die einzelnen Schwingungs- 
frequenzen ist. 

In Anhang D wird gezeigt: Die Integrale in den Matrixelementen (123.6) sind 
nur dann von Null verschieden, wenn das direkte Produkt der Darstellungen für 
die Wellenfunktionen y, und y, die Darstellungen x, y oder z enthält. 
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Die Auswahlregeln für die Grundfrequenzen der Normalschwingungen, d.h. 
für die E1-Übergänge zwischen den ersten angeregten Einphononenschwingungs- 
zuständen %, und dem Grundzustand des Moleküls y) besagen: Die Darstellungen 
I'y, müssen gleich den Darstellungen der Koordinaten x, y oder z sein; denn die 
Funktionen des Grundzustandes gehören immer zur vollkommen symmetrischen 
Darstellung A, d.h. I’, = A und I'„,x A=T',,. Sind die Auswahlregeln für den 
E 1-Übergang zu einer gewissen Schwingungsfrequenz erfüllt, dann bezeichnet man 
diese Frequenz als aktiv ım ınfraroten Spektralbereich, da sie in den Emissions- und 
Absorptionsspektren elektromagnetischer Wellen der entsprechenden Frequenz 
vorhanden sein wird. Bei diesen Schwingungen ändert sich immer das Dipolmoment 


des Moleküls. 


Zur Illustration des Obigen wollen wir die im infraroten Spektralbereich aktiven 
Schwingungen des Wassermoleküls bestimmen. Wie wir aus $ 120 wissen, ge- 
hören von den dreiGrundfrequenzen der Kernschwingungen im Wassermolekül zwei 
Frequenzen zur Darstellung A, und eine zur Darstellung B}. Die Charaktere der 
Darstellungen der Koordinaten x, y und z stimmen mit den Charakteren der Trans- 
lationen T',, T, und T, überein. Ferner ziehen wir die Tabelle 18 heran und sehen, 
daß alle diese Frequenzen im infraroten Spektrum aktiv sind, da die Darstellung 
A, mit der Darstellung für z und die Darstellung D, mit der Darstellung für x 
übereinstimmen. 


Mit Hilfe der Tabelle 19 erkennen wir, daß alle Grundfrequenzen der Schwin- 
gungen in einem X Y3-Molekül mit der Symmetriegruppe Ca, im infraroten Spek- 
trum aktiv sınd. 


Reine Schwingungsspektren der Moleküle treten praktisch nicht auf, da die 
Kernschwingungen im Molekül gewöhnlich von einer Rotation begleitet sind. Die 
Überlagerung kleiner Rotationsanregungen über die Schwingungen ergibt die 
Linien-Banden-Struktur der infraroten Absorptions- und Emissionsspektren. 


Wir wollen uns jetzt kurz mit den Elektronenspektren befassen, bei denen 
gleichzeitig Schwingungs-, Rotations- und Elektronenzustände des Moleküls ver- 
ändert werden. Die Energie dieser Übergänge wird in der Hauptsache von den 
Abständen zwischen den Elektronenniveaus bestimmt. Die Änderungen der 
Schwingungs- und Rotationsquantenzahlen verursacht eine Feinstruktur des 
Bandensystems. 


Die Grundeigenschaften der Struktur und der Intensitätsverteilung in Elek- 
tronen-Bandenspektrum wurden auf Grund des Franck-Condon- Prinzips [85, 86] 
aus dem Jahre 1926 erklärt. Das Frank-Condon-Prinzip geht von der Voraus- 
setzung aus, daß sich die Anordnung der Kerne im Molekül wegen der großen 
Massendifferenz zwischen Kernen und Elektronen während der Zeit eines Elek- 
tronenüberganges praktisch nicht ändert. Da sich die Atomkerne für verschiedene 
Elektronenzustände in verschiedenen Potentialfeldern bewegen, ändert ein Elek- 
tronenübergang in einen neuen Zustand gewöhnlich die Gleichgewichtslage der 
Kerne (und die Frequenzen der Normalschwingungen); das ist die Ursache für die 
gleichzeitige Anregung der Elektronen- und der Schwingungszustände. Die Art 
dieser Anregungen wird dadurch bestimmt, wie die Elektronenzustände von der 
Anordnung der Kerne abhängen. Das einfachste Bild haben wir bei zweiatomigen 
Molekülen, für die die Energie der Elektronen in adıabatischer Näherung nur von 
einer Koordinate abhängt (vom Abstand zwischen den Kernen). In, Abb. 25 ist 
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eine mögliche Abhängigkeit der Energie eines zweiatomigen Moleküls von dem 
Abstand zwischen den Kernen für zwei Elektronenzustände dargestellt. 

Der Fall a) zeigt zwei Elektronenzustände, für die die Funktionen eo(R) und 
&(R) bei fast denselben Werten für den Gleichgewichtsabstand ihre Minima 
haben, d.h. Ro= Rı. In den Fällen b) und c) ist Ro + Rı. Die horizontalen Ge- 
raden in Abb. 25 geben (nicht maßstabsgerecht) die Schwingungsenergien des 
Moleküls in den beiden Elektronenzuständen an. Zunächst soll das Molekül den 
Elektronenzustand |D> haben, und die Kerne sollen nur die Nullpunktsschwin- 
gungen um die Gleichgewichtslage R, ausführen. Bis auf die Energie der Null- 
punktsschwingungen ist dann die Energie des Moleküls eo(Ro). Wird jetzt Licht 


E,{R) 


—— 
R 


Rh, R, 
c) 


Abb. 25. Mögliche Abhängigkeit der Energie der Zweielektronen-Zustände zweiatomiger 
Moleküle vom Abstand zwischen den Kernen 


absorbiert, so gehen die Elektronen in den Zustand |1> über. Während dieses 
Übergangs wird sich der Abstand zwischen den Kernen praktisch nicht ändern, 
und das Molekül gelangt in den Zustand mit der Energie &(Ro). Die entsprechende 
Energiedifferenz ist Ae = &(Ro) — &o(Ro). Diese Energie. ist in Abb.25 mit aus- 
gezogenen Pfeilen eingezeichnet. Beim Übergang im Fall a) führen die Kerne im 
Molekül im Anfangs- und im Endzustand die Nullpunktsschwingungen aus. 
Dieser Übergang ist ein reiner Elektronenübergang: Ae= Ae,. Im Falle 5) gelangt 
das Molekül durch den Übergang in den Zustand [1% für R= Ro; R ist nicht der 
Gleichgewichtsabstand A}. Die Kerne werden also in diesem Zustand mit der 
Energie nhw um die Gleichgewichtslage schwingen. n ist die Quantenzahl, die 
die Nummer (Zahl der Phononen) des angeregten Schwingungszustandes angıbt. 
In diesem Falle haben wir für die Energie des Übergangs die Formel Age = Ag, + 
+ nho mit de, = &ılRı) — Eo(lRo)- 

Im Fall c) erfolgt der Übergang i in einen Zustand des kontinuierlichen Spek- 
trums. Bei einem Übergang in diesen Zustand können sich die Kerne beliebig 
weit voneinander entfernen; es liegt eine photochemische Dissoziation des Moleküls 
vor. 

Wegen der Nullpunktsschwingungen der Kerne im Anfangszustand ist der 
Wert R= Ro, nur der wahrscheinlichste Wert. Neben den Übergängen zu den 
ausgezogenen Pfeilen in Abb. 25 sind daher auch die weniger wahrscheinlichen 
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gestrichelten Übergänge möglich, bei denen andere Schwingungszustände ent- 
stehen. Es ist also nicht nur ein Übergang möglich, sondern eine ganze Serie von 
Übergängen mit verschieden angeregten Molekülschwingungen. So entsteht eine 
Elektronen-Schwingungs-Bande, die durch die Existenz verschiedener Rotations- 
zustände noch komplizierter wird. Im Falle Abb. 25c, bei dem der Übergang im 
kontinuierlichen Spektrum endet, ist die Bande der angeregten Zustände konti- 
nuierlich. 

Um ein quantitatives Bild von der Intensitätsverteilung der E1-Übergänge im 
Elektronenspektrum zu gewinnen, hat man die Matrixelemente 


2vjr1vy= [PL R)®#, (R)rpu(r R)D,(R) drdR 


zu berechnen. Das sind die Matrixelemente für einen elektrischen Dipolübergang 
mit den Wellenfunktionen der adiabatischen Näherung, die Produkte aus den 
Elektronen-Wellenfunktionen o(r, R) (hier gehen die Koordinaten der Kerne AR 
nur als Parameter ein) und den Wellenfunktionen ®(R) für die Kerne sind. 

Das Matrixelement 


Maı(R) = IK2iG R) ıoı(r, R) dr 


ist eine langsam veränderliche Funktion von AR, da die Elektronen-Wellenfunk- 
tionen für kleine Verschiebungen aus der Gleichgewichtslage nur schwach von A 
abhängen. Daher kann man Mj3, in eine Reihe entwickeln: 


O0 Ma, 
öoR 


Msı(R) = Ma(Ro) en | ). eh (R-— Ro) ae 


Diesen Ausdruck setzen wır ın (2v’|r]1v> eın und bekommen 
@2v|rlivy = Ma(Ro) fP#(R) D,(R)dR, (123.7) 


wo v’ und v die Quantenzahlen der beiden Schwingungsniveaus des oberen und 
des unteren Elektronenzustands sind, zwischen denen der Übergang erfolgt. Das 
Integral 

(v’|v) = [ ®&(R) D,(R)dR (123.8) 


ist das Überlappungsintegral für die Wellenfunktionen der Kerne. Das Betrags- 
quadrat dieser Größe 


Wr = |Kv’|v>]? (123.9) 


gibt die relative Intensität eines Übergangs zwischen den Zuständen v’ und van, 
d.h., w,,„ gibt die Intensitätsverteilung in der Bande zu dem Elektronenüber- 
gang 1>2 an. Dabei ist Zwy,„= 1; die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit 
von einem Schwingungsniveau des Anfangszustandes- in alle Schwingungsniveaus 
des Endniveaus hängt nur von der Wahrscheinlichkeit des Elektronenübergangs 
ab, die zu |Ma4(Ro)|? proportional ist. 

Das Überlappungsintegral der Wellenfunktionen (123.8) ist nur dann von Null 
verschieden, wenn die Funktionen Ö,- und Ö, dieselbe Symmetrie haben (zu der- 
selben irreduziblen Darstellung der Gruppe gehören). Falls ®, zum Grundzustand 
des Moleküls gehört (v = 0), dann sind für die vollkommen symmetrischen Kern- 
schwingungen im oberen Elektronenzustand die Werte v’ = (0, 1,2,... möglich. 
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Für Schwingungen, die bei gewissen Symmetrieelementen der Gruppe antisymme- 
trısch sind, sınd nur die geraden Werte v’ =0,2,4,.... möglich. 

Die Zahlenwerte des Überlappungsintegrals (123.8) hängen von der Art der 
Potentialkurven für die Kerne in den beiden Elektronenzuständen ab. Für einige 
Werte von v und v hat Hvrcnısson [87] die Überlappungsintegrale berechnet, 


2 
indem er die realen Potentialkurven durch Parabeln 5 :(R— R;)?mit verschiedenen 


Frequenzen w;, und Gleichgewichtslagen R; in den beiden Elektronenzuständen 
ersetzt hat. Später stellte MannerAck [88] Rekursionsformeln auf, die die Über- 
lappungsintegrale für verschiedene v- und v’-Werte miteinander verknüpfen. In 
einer Reihe von Arbeiten [89] wurden Methoden zur Berechnung der Überlap- 
pungsintegrale für realere Potentialkurven entwickelt. Mehr Hinweise auf Ar- 
beiten, in denen die Wahrscheinlichkeit für die Elektronen-Schwingungs-Über- 
gänge in zweiatomigen Molekülen berechnet worden sind, findet man in dem Über- 
sichtsartikel von Koresnıkow und Leskow [90]. 

Die Berechnung der Intensitätsverteilung in Elektronen-Schwingungs-Banden 
mehratomiger Moleküle ist noch bedeutend schwieriger, weil die potentiellen 
Energien der Kerne in mehratomigen Molekülen Funktionen mehrerer Veränder- 
licher sind. 

Außer den diskreten Absorptions- und Emissionsspektren der Moleküle 
beobachtet man auch kontinuierliche Molekülspektren. Diese Spektren entstehen 
bei Übergängen zwischen zwei Zuständen, von denen wenigstens einer einen 
kontinuierlichen Satz von Energiewerten hat. Bei Molekülen können diese Spek- 
tren der lIonisation des Moleküls (Abreißen eines Elektrons) oder der Dissoziation 
des Moleküls entsprechen (Zerfall des Moleküls in einzelne Bestandteile). Die 
kontinuierlichen Spektren schließen sich an die Serien der Schwingungsniveaus 
eines jeden Elektronenzustandes an. Sie treten auch dann auf, wenn der Elektronen- 
zustand überhaupt keine diskreten Schwingungsniveaus hat (zum Beispiel wie 
der Zustand ?%, für das Wasserstoffmolekül). Außer den Übergängen direkt in 
einen kontinuierlichen Zustand (unter Ionisation oder Dissoziation des Moleküls) 
gibt es auch kontinuierliche, diffuse Banden in den Molekülspektren, die einer 
Prädissoziation entsprechen. Die Prädissoziation wird durch die Verschmierung 
der Rotations-Schwingungs-Banden in den Elektronen-Absorptionsspektren mole- 
kularer Gase beobachtet. Die Linienverbreiterung, die eine Linie häufig völlig 
zerfließen läßt, hängt mit der geringen Lebensdauer des angeregten Moleküls zu- 
sammen. Die theoretische Erklärung der Prädissoziation stammt von BonHoEFFER, 
Herzberg und Kronig. Dieser Erklärung liegt die Vorstellung spontaner, strah- 
lungsloser Übergänge des Moleküls aus dem diskreten Zustand in einen Zustand 
mit derselben Energie, aber einem abstoßenden Potential zugrunde. Wegen dieser 
spontanen Übergänge kann man die adiabatische Näherung nicht streng ver- 
wenden, nach der man die Wellenfunktion des Moleküls als Produkt der Elek- 
tronenfunktion mit einer Funktion für die Kerne schreiben kann. Der in den 
Gleichungen (116.6) (beim Übergang zur adiabatischen Näherung) weggelassene 
Operator An (116.7) erzeugt die spontanen Übergänge zwischen verschiedenen 
Elektronen-Schwingungs-Zuständen gleicher Energie. Prädissoziation wird dann 
beobachtet, wenn Übergänge in Zustände des kontinuierlichen Spektrums möglich 
sind. Eine ausführlichere Beschreibung der Prädissoziation eines Moleküls findet 
‘man in dem Buch von Herzserc [86]. 
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$ 124. Van-der-Waals-Kräfte 


Die in $ 118 behandelten kovalenten (homöopolaren) chemischen Anzıehungs- 
und Abstoßungskräfte stammten von der Elektronenkorrelation (Austausch- 
effekt) in dem Raumgebiet, wo sich die Wellenfunktionen der Elektronen der 
wechselwirkenden Atome überlappen. Diese Kräfte nehmen mit. zunehmendem 
Abstand zwischen den Atomen exponentiell ab und haben eine relativ geringe 
Reichweite (einige 10”® cm). 

Die experimentelle Erfahrung lehrt aber, daß zwischen neutralen Atomen und 
Molekülen schwache Anziehungskräfte wirken, deren potentielle Energie nach dem 
Gesetz 


V(R)=- (124.1) 


R6 
vom Abstand AR zwischen den Atomen abhängt; A ist eine positive Konstante. 
Die von (124.1) hervorgerufenen Kräfte nehmen mit dem Abstand langsamer ab 
als die chemischen Kräfte, daher sind sie in größeren Entfernungen wichtiger. 
Diese relativ weit reichenden Anziehungskräfte sind für die Eigenschaften der 
Gase wesentlich (van-der-Waalssche Zustandsgleichung), deshalb bezeichnet man 
sie als van-der-Waals-Kräfte. Die van-der-Waals-Kräfte sind auch zur Erklärung 
der Eigenschaften einiger Flüssigkeiten und Festkörper notwendig (zum Beispiel 
des festen Wasserstoffs). 

Die Quantentheorie der van-der-Waals-Kräfte wurde 1930 von Lonpon und 
EısenscHıtz geschaffen [91]. Wir wollen uns mit den Grundideen bei der Be- 
rechnung der van-der-Waals-Kräfte vertraut machen. Wir werden uns für die 
Wechselwirkungen zwischen neutralen Atomen (oder Molekülen) in Entfernungen 
interessieren, wo sich die Wellenfunktionen der Elektronen nicht überlappen. Die 
Austauscheffekte können dabei vernachlässigt werden, d.h., man braucht die 
Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen desSystems wegen der Identität der 
Elektronen nicht zu beachten. Der Einfachheit halber behandeln wir die Wechsel- 
wirkung zweier Atome a und b, jedes Atom soll nur ein Elektron haben. Die Ver- 
allgemeinerung auf Vielelektronensysteme ist nicht schwer. 

Der Hamilton-Operator des ganzen Systems ist in adiabatischer Näherung 


H= H,(tı) A: H,(x) % Wit, T9, R), (124.2) 


rt, und ra sind die Ortsvektoren der Elektronen vom Mittelpunkt des entspre- 
chenden Atoms aus, R ist der Abstand zwischen den Mittelpunkten der Atome. 
Für r,ra <R ist die Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen die Wechsel- 
wirkung zwischen zwei elektrischen Dipolen, die jeweils aus Elektron und Kern 
bestehen; der zugehörige Operator ist 


e? I(UR) (TR 
W=-—; In u Eee (124.3) 
Für Atome mit mehreren Elektronen hat man im Ausdruck (124.3) 
Na . Nov 
14ı> Dt 12> >, rei 
ei i=1 


zu ersetzen, wenn N, und N, die Zahl der Elektronen im Atom a bzw. b sind. 
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Die z-Achse legen wir in die Verbindungslinie der Atome und erhalten aus 
(124.3) 
e? e? 
W= R3 (2103 + yıya — 22122) = 7 Ww. (124.4) 
En,n, seien die Eigenwerte und |nına) die Eigenfunktionen des Operators H,(r}) 
+ Hy(ra) ohne die Wechselwirkung: | 


(Hulcı) T H,(t5) = Enın,} Inına) = 0. 


Ferner bezeichnen wir mit |00) die Wellenfunktion des Zustands mit den beiden 
nicht wechselwirkenden Atomen im Grundzustand. Für neutrale Atome ohne 
permanente Dipolmomente ist die Korrektur zur Energie in der ersten Ordnung 
der Störungstheorie gleich Null, weil 


<00| | 003 = 0 (124.5) 


ist. In zweiter Ordnung der Störungstheorie (s. $ 47) wird die Korrektur zur 
Energie durch den Ausdruck 


4 2 
ac = 5 |<00] wInına)| 124.6) 


Nına Eoo — Enın, 
gegeben. 

Alle Summanden in (124.6) sind negativ, da Eoo< En,n, Ist. In adiabatischer 
Näherung ist die Energie der Elektronen als Funktion der Koordinaten der Kerne 
die potentielle Energie der Kerne. (124.6) stimmt daher für 


2 
Au Ix00 | w|nın>)| 


nıng  Eoo— Enın, = ve 


mit (124.1) überein. 
Wir wollen A für die Wechselwirkung zweier Wasserstoffatome im Grund- 


zustand (1s-Zustand) abschätzen. Nach 8 38 ist die Energie des Elektrons im 
2 


ui. 


e 
Wasserstoffatom — s 
2aon? 


wenn ag die atomare Längeneinheit ist. Der Nenner in 


. . 3 2 2 ° [2 
(124.7) liegt zwischen -,— und =; genähert kann man ihn konstant und gleich 
ao ao 


— e?/a, setzen. Weiter verwenden wir 
3 1X00| w|nın2)2= <00| 2] 00) 
lt 

und bekommen 


A = aoe*<00]| w?] 00). (124.8) 
Im Grundzustand (1s-Zustand) ist das Wasserstoffatom kugelsymmetrisch, also 


r? = a, und somit 


<00 1021003 = 6A. 
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Diesen Wert setzen wir in (124.8) und (124.1) ein und finden als potentielle Energie 
für die Wechselwirkung zweier Wasserstoffatome 


245 
A La (124.9) 


Durch exakte Summation der Reihe (124.7) erhielten Eısenscaitz und Lonpon 
[91] den besseren Wert 
e’a) 


V{R)= — 6,47. 


8 125. Resonanzwechselwirkung zwischen Atomen. Übertragung der 
Anregungsenergie 


Im vorigen Paragraphen haben wir die Wechselwirkungen zwischen relativ weit 
voneinander entfernten Atomen im Grundzustand besprochen. Wir wollen jetzt 
die Wechselwirkung zwischen zwei gleichen Atomen (oder Molekülen) behandeln, 
von denen sich eins im Grundzustand |D>= yo und das andere im angeregten 
Zustand |In>= y,„ befinden. Der Hamilton-Operator des Systems ist (124.2). In 
nullter Näherung gehören zu einem stationären Zustand des Systems die beiden 
Wellenfunktionen 


1 
71277 {yalt) Bol2)+ Yold) ya), | 45.4) 
22 {YPnll) Pol) — Poll) Prl2)}- 
Die Indizes 1 und 2 bedeuten die Orte der Elektronen der Atome a und b. 

Die Korrektur zur Energie des Systems ist schon in der ersten Ordnung der 
Störungstheorie für jeden dieser Zustände von Null verschieden 


2 2 
ABER) 3 Pılwl Pi), AESCR)= 5 Palwl Po). (125.2) 


In (125.2) verwenden wir (125.1) und (124.4) und bekommen 


AE,(R)= —AEs(R) = —, IKnlei0y20(1, 2), (125.3) 
wobei 
®(1,2) = {cos 0% cos 6%£+ cos 6% cos 9) — 2 cos 0% cos 63) (125.4) 


ein geometrischer Faktor ist, der von der Orientierung der Dipolübergänge ın 
beiden Atomen (Molekülen) abhängig ist. Dabei sind 07, 67, 0% die Winkel zwischen 
x-, y- und z-Achse und dem Dipolübergang im ersten Atom und 63, 63, 63 die 
entsprechenden Größen für das andere Atom. 

Das Quadrat des Matrixelementes für den Dipolübergang |(nIt| 03]? kann man 
(s. $ 81) durch die Oszillatorstärke f„o des betreffenden Übergangs und die Kreis- 
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, Ed —- E) 
frequenz des Übergangs = — — ausdrücken: 


Kn|r]03]? = no. 
2uo 


u ıst die Masse des Elektrons. Damit bekommen wir 


_ eihfno®(1, 2) 


on: (125.5) 


AEı(R)= —AEy(R) 


Nach (125.5) ist die Wechselwirkungsenergie der Atome in den beiden stationären 
Zuständen (125.1) umgekehrt proportional zu R® und nicht zu AR® wie bei den 
van-der-Waals-Kräften. Die Wechselwirkungen mit der potentiellen Energie 
(125.5) bezeichnet man als Resonanzwechselwirkungen. 

Im stationären Zustand Y, ist die Energie des Systems 


e!hfnoD(1, 2) 


Eı= E,+ BE} 95. 
= E,+ Et >uoR? (125.6) 
Die zeitabhängige Wellenfunktion dieses Zustands ist 
ER ee 
Die Energie des anderen stationären Zustands ist 
n  e&hfnod(l, 2) 
_ po 0_ \ 
| E=E+& Duos (125.8) 
und die Wellenfunktion 
1 ÄEst, | 
9, = 277 {ynd) Yol2)- Yoll) ya) e”% (125.9) 


In den beiden Zuständen (125.7) und (125.9) ist die Anregungsenergie in jedem 
Zeitpunkt mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf beide Atome verteilt; ein einzelnes 
Atom hat in diesen Zuständen keine bestimmte Energie. 

Wir wollen eine Überlagerung der Zustände Y, und %% betrachten, d.h. die 


Wellenfunktion 


1 
er P). 


Unter Verwendung von (125.6) — (125.9) finden wir 


ED +E} 
—i ——t 
“= {yn(l) Yo(2) cos ve+ ipo(l) Yn(2) sin vi) e h (125.10) 
mit 
2 
BA EM (125.11) 


2 uw R® 
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Die Wellenfunktion x(0) = y„(1) vo(2) beschreibt zur Zeit t = 0 den Zustand, 
in dem das erste Atom angeregt und das zweite im Grundzustand ist. Aber nach 
der Zeit 
ruwR? 


en (125.12) 


Bn: 
ET 
wird aus dieser Funktion 
j T 
zo) = inolt) nl) exp I EN) 


In diesem Zustand ist das zweite Atom angeregt. 7 ist also charakteristisch für die 
Zeit, in der die Anregungen zwischen den Atomen ausgetauscht werden. 

Falls sich ein System aus zwei gleichen Atomen zu einer gewissen Zeit in einem 
(nichtstationären) Zustand befindet, in dem ein Atom angeregt ist, dann wird 
diese Anregung infolge. der Resonanzwechselwirkung nach der Zeit r (125.12) auf 
das andere Atom übertragen. Je näher die Atome beieinander sind, desto schneller 
wird die Anregungsenergie von einem Atom auf das andere übergehen. Die Über- 
tragung der Anregungsenergie von einem Atom auf ein anderes (von einem System 
auf ein anderes, gleichartiges) spielt bei manchen physikalischen und biologischen 
Vorgängen eine wesentliche Rolle. 


XIII. GRUNDLAGEN DER QUANTENTHEORIE DES FESTKÖRPERS 


S 126. Ein Elektron im periodischen Potential 


In diesem Kapitel behandeln wir die Grundlagen der Quantentheorie des Fest- 
körpers. Nach dem allgemeinen Vorgehen der adiabatischen Näherung ist unsere 
erste Aufgabe, die Energien der Elektronen im Festkörper bei fixierter räumlicher 
Anordnung der Atomkerne zu berechnen. Wir werden voraussetzen, daß die 
Atomkerne ihre Ruhelagen einnehmen, d.h., wir vernachlässigen die kleinen 
Schwingungen der Kerne um die Ruhelagen. 

Eine sehr charakteristische Eigenschaft der Festkörper ist ıhre Kristallstruktur. 
Unter Kristallstruktur versteht man eine Anordnung der Atomkerne im Fest- 
körper, die durch wiederholtes Ansetzen einer Elementarzelle aus einem .oder 
mehreren Atomen erzeugt werden kann. Der Vektor von einem Punkt einer 
Elementarzelle zum entsprechenden Punkt in einer anderen Elementarzelle heißt 
Gittervektor. Jeder Gittervektor n kann folgendermaßen dargestellt werden: 


n= nıdı + noaaa + ngag, (126.1) 


wobei a4, a5 und az drei nicht in einer Ebene liegende Basisvektoren und nı, 
na und nz ganze Zahlen sind. 

In adiabatischer Näherung kann man annehmen, daß die periodische Struktur 
eines Festkörpers. von der Anordnung der Atomkerne in den entsprechenden 
fixierten Raumpunkten stammt. Die Elektronen des Festkörpers bewegen sich 
ım elektrischen Feld der Atomkerne und wechselwirken miteinander. Nach der 
Methode des self-consistent field (s. $ 90) kann man das Vielelektronen-Problem 
auf ein Einelektronen-Problem zurückführen. Das eine Elektron bewegt sich nach 
dieser Methode in einem effektiven Potential, das von den Atomkernen und allen 
anderen Elektronen erzeugt wird. Diese Näherung heißt Hartree- Fock-Näherung. 
Wegen der periodischen Struktur des Festkörpers besitzt der Operator für die 
potentielle Energie des Elektrons die Translationssymmetrie des Gitters: 


Vir+n)= Vin. (126.2) 


Um die mit den Oberflächen eines Kristalls zusammenhängenden Schwierigkeiten 
zu vermeiden, betrachtet man gewöhnlich unendlich große Kristalle. 
Der Hamilton-Operator für ein Elektron in einem Festkörper ist 


h? 
BEP ERRERIENRN <> 
H=-,— V2+V(), (126.3) 


und V(r) erfüllt die Gleichung (126.2). Auf Grund der Translationssymmetrie der 
potentiellen Energie V(r) kann man die Elektronenzustände in einem Festkörper 
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klassifizieren. Dazu führen wir den Operator T, für die Translation um einen 
Gittervektor ein: 


Tıv(n)= vii+n). (126.4) 
Die verschiedenen Translationsoperatoren sind miteinander vertauschbar, weil 
TTa pl) = yern+m)= Tan Tayle) 


ist. Wie man sich auch leicht überzeugt, kommutiert der Translationsoperator 


mit dem Hamilton-Operator (126.3) 
T,H= HT,. 


Der Hamilton-Operator ist also bei einer Translation um einen beliebigen Gitter- 
vektor n invariant. Die Iranslationsoperatoren T, und der Hamilton-Operator H 
können also gemeinsame Eigenfunktionen y(r) haben; die Funktionen y(r) müssen 
gleichzeitig die beiden Gleichungen 


(H- E)y=0 (126.5) 
und 


(Tu-4)yv=0 (126.6) 


erfüllen, wenn y eine Eigenfunktion ist. Wegen (126.4) wird aus der Gleichung 
(126.6) 
vlt n)=tvle). (126.7) 


Da die Normierung der Funktion y(r) erhalten bleiben muß, müssen die Opera- 
toren 7, unitär sein; die Eigenwerte i, haben daher den Betrag 1. Man kann somit 
die Eigenwerte des Translationsoperators in der Form 


In= exp (ifn) (126.8) 


schreiben mit einem gewissen Vektor f. Der Translationsoperator T,„ ist nicht 
hermitesch, daher sind die Eigenwerte komplex. Der Vektor fin (126.8) ist bis 
auf die Transformation 


t>-fP=f+rg, g= 2rtT (126.9) 
bestimmt. Hier ist 7 ein Vektor des reziproken Gitters. Er wird vermöge 
3 
1 


durch die ganzen Zahlen m; und die Basisvektoren des reziproken Gitters b; 
(s. $ 114) dargestellt. Die letzteren werden durch die Beziehungen 


ab; = Ö;j (126.11) 


definiert, wenn a; die Basisvektoren des Gitters sind. Unter Verwendung von 
(126.10) und (126.11) erkennt man leicht die Äquivalenz der Vektoren f und 
f-+g: 


Da die Vektoren fund E-+ g Äquivalent sind, braucht man f nur in der ersten 
Zelle des reziprokenGitters zu betrachten, nachdem man deren lineare Abmessungen 
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mit 2r multipliziert hat. Diese Zelle ist die erste Brillouinsche Zone. Für ein ein- 
faches kubisches Gitter mit der Gitterkonstanten a ist die erste Brillouinsche 
Zone selbst ein Würfel mit der Kantenlänge ?2r/a. In Abb. 26 sind die ersten drei 
Brillouinschen Zonen für ein zweidimensionales quadratisches Gitter mit der 
Konstanten a dargestellt. 


c) 


Abb. 26. Brillouinsche Zonen für ein quadratisches Flächengitter mit der Gitterkon- 
stanten a. In den Abbildungen a), b) und c) sind die erste, die zweite bzw. die dritte Zone 
schraffiert 


Im allgemeinen Falle ist die erste Brillouinsche Zone ein Polyeder im Vektorraum des 
reziproken Gitters (multipliziert mit 2r), das folgendermaßen konstruiert wird: Von einem 
Punkt des reziproken Gitters zieht man Geraden zu allen nächsten Gitterpunkten; im 
Halbierungspunkt dieser Strecken konstruiert man Ebenen, deren Normalen in die ge- 
zogenen Geraden fallen. Die erste Brillouinsche Zone ist das Polyeder, das von diesen 
Ebenen begrenzt wird und den Ursprung enthält. 


Die Wellenfunktionen der Elektronen in einem Kristall können entsprechend 
der Gleichung 


Tayalı)= yulıt n)= elltyult) (126.12) 


durch die Wellenzahlvektoren E (in der ersten Brillouinschen Zone) gekennzeichnet 
werden; 4 gibt die anderen Quantenzahlen des Elektrons an. 

Der Vektor Af, der in der Beziehung (126.12) die Wellenfunktion des Elektrons 
im Kristall bestimmt, wird als Quasiimpuls des Elektrons bezeichnet, da dieser 
Vektor in gewisser Beziehung dem Impulsvektor eines freien Teilchens analog 
ist. Man muß aber daran denken, daß diese Analogie bei weitem nicht vollständig 
ist. Der Quasiimpuls AT ist nicht eindeutig, da. die Vektoren f und E-+ g äqui- 
valent sind. Ferner. ist die Eigenfunktion %g, keine Eigenfunktion des Impuls- 
operators —ıhV. 

Für einen unendlich großen Kristall nimmt f alle (kontinuierlich verteilten) 
Werte in der ersten Brillouinschen Zone im f-Raum an. Stellt man Periodizitäts- 
bedingungen in einem großen Volumen mit den Abmessungen L,, La, La, so 
nımmt f die diskreten Werte 


2 
ki=D ir ıw=1,2,3, 


I 


mit L;=a;N; an; die v, sind ganze Zahlen in dem Intervall — N,/2 <»v;< N;J2. 
In diesem Falle ist die Zahl der möglichen f-Werte N = N, NaN;, d.h. gleich der 
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Zahl der Elementarzellen im Kristall mıt dem Volumen L}/lL»aL3. Die Dichte der 
LıIaLz3. 
(Ar)? 


Die Funktionen y, zum Quasiimpuls AT kann man nach Brocna in der Form 


erlaubten f-Werte ist 


yulı) = etuu(t) (126.13) 


darstellen. Jetzt folgt aus der Bedingung (126.12), daß die Funktionen u; trans- 
lationsinvariant sein müssen: 


un(t Fr n) = un(t) . (126.14) 


Wir setzen (126.13) in die Schrödinger-Gleichung für die stationären Zustände 
eines Elektrons in einem periodischen Feld 


nn 
3, 7°+ Vo) - Eu) | vute) = 0 


ein und erhalten eine Gleichung für die Funktionen ug: 


2m 
Wegen der Periodizitätsbedingungen (126.14) braucht man die Gleichung (126.15) 


nur für eine Elementarzelle zu lösen; die Randbedingungen für die Funktion ug 
an gegenüberliegenden Grenzflächen müssen so beschaffen sein, daß die Funktion 
in die Nachbarzellen periodisch fortgesetzt werden kann. 

Für ein gegebenes f hat die Gleichung (126.15) im allgemeinen unendlich viele 
Lösungen, die sich durch den Index A für die anderen Quantenzahlen unter- 
scheiden, welche zusammen mit den drei Zahlen f den Zustand des Elektrons ım 
Kristall vollständig festlegen. Zu jeder solcher Lösung u;, gehört eine bestimmte 
Energie E;(f). | 

Wir bilden zu (126.15) die konjugiert komplexe Gleichung 


(am (7V+iN?+ Ed - Veakune) =0. (126.15) 


h? 
2; (9 - 0° + 240) - Vo) |) = 0 


und sehen, daß sie mit der Gleichung 


R? 
357 - 0° + Ex-9- VO) |u..0)= 0 
übereinstimmt, die sich aus (126.15) ergibt, wenn man ! durch —E ersetzt. 
Für alle Kristalle mit einem Symmetriezentrum ist die Energie E;(f) eine gerade 
Funktion von f 


E,& = Ei -9. (126.16) 
Bei Gültigkeit von (126.16) folgen aus den beiden obigen Gleichungen die Be- 


ziehungen 


u.) = uralt). (126.16a) 
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Die Funktionen us, zu verschiedenen } und mit gleichem £ sind zueinander ortho- 
gonal. Man normiert diese Funktionen zweckmäßig nach der Vorschrift 


1 
G [ under dur. (126.17) 
Q 


Das Integral in (126.17) ist über das Volumen 2 einer Elementarzelle zu er- 
strecken. Sind die Funktionen us, nach der Vorschrift (126.17) normiert, dann 
sind die auf den Grundbereich des Kristalls (mit dem Volumen “= N2) nor- 


mierten Blochschen Funktionen 


1 
— —_ eilt, (rt) : 126.17 a) 
Yan 7 7 N ( 


Wir wollen uns einige sehr einfache Beispiele ansehen, um festzustellen, wie die 
Energie der Elektronen E;(f) vom Quasiimpuls hf abhängt. 

a) Starke Bindung des Elektrons an das Atom.!) Der Einfachheit halber be- 
trachten wir eine eindimensionale Kette aus N gleichen Atomen ım Abstand a 
voneinander. W(x) sei die potentielle Energie des Elektrons im Atom am Koordi- 
natenursprung. Die potentielle Energie des Elektrons im Kristall kann dann in 
der Form 


V(a)= 3 W(x- na) 
n 
geschrieben werden. Der Hamilton-Operator ist damit 
Rh? d? 
He ei 
5 tr an na) 
9,(x — na) erfülle die Schrödinger-Gleichung für ein freies Atom 
| Rh? d? 
2m da? 


Die Wellenfunktion des Elektrons ım Kristall kann man dann für ein nicht ent- 
artetes Atomniveau &; (in nullter Näherung) in der Gestalt 


+ W(z— na) — | o,(2—na)=0. 


1 
yrılz)= N 2 I ekerp,(@— na) 
n a 


ansetzen. 

Um zu vermeiden, daß Randeffekte berücksichtigt werden müssen, fordern 
wir die Periodizitätsbedingung y(x) = y(x + Na). k kann dann die diskreten 
Werte k = 2rv/Na annehmen, wenn » ganze Zahlen im Intervall — N/?<v»= N/2 
sind. Die Betragsquadrate der Koeffizienten in y;, sind gleich gewählt, da es sich 
um gleiche Atome handelt. Die Energie des Elektrons im Kristall, die dem Atom- 
niveau £; entspricht, wird aus der Beziehung 


>, H} „ exp [ika(n — m))} 
>’ 94 „exp fika(n— m)} 


i) Diese Näherung heißt auch ‚„‚Blochsche Näherung‘ (Anm. d. dtsch. Red.). 


E;(k) = (126.18) 
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mit 
De [pr@- ma) (x — na) de; 


h? d? 
hr ze Kl 2 Dr u 
Hin [ o*(2— ma) | Imimt 2 W« 2] plz — na) de 


bestimmt. Wenn sich die. Wellenfunktionen benachbarter Atome nur wenig 
überlappen, ist 2),,7 On; und von den Matrixelementen A? sind nur von 
Null verschieden: 


I. = &+ I fIp@- na)? W(x — la) dz; 
I#n 


Hr n+1 = Fin-ı DS [ Pr) W(z- la) p;(x-a)de=B;,. (126.18a) 
I 


Man kann also (126.18) in der Gestalt 
E,(k)= & + 2B, cos ka (126.19) 


schreiben. 

Die potentielle Energie W(x — la) ist negativ. Wenn die sich überlappenden 
Teile der Wellenfunktionen 9; in (126.18a) das gleiche Vorzeichen haben (zum 
Beispiel für s-Zustände der inneren Elektronen der Atome), dann ist B,< 0. In 
diesem Falle liegt ein Energieminimum bei k = (0. Für 5, > 0 gehört zuk=0 
ein Maximum von Ey(k). 

In der durchgeführten Näherung wird jedes Atomniveau im Kristall in ein 
kontinuierliches Energieband der Breite 4|B,| ‚„verschmiert‘“ (oder in ein quasi- 
kontinuierliches Band für einen endlichen Kristall, dıe Zahl der Unterniveaus 
ist gleich der Zahl der Zellen im Kristall). 


Die erhaltenen Ergebnisse kann man ohne sonderliche Mühe auf dreidimensionale 
Kristalle mit o gleichen Atomen in einer Elementarzelle verallgemeinern. In diesem Falle 
ist die Funktion in nullter Näherung 


ye,.lı) = 3 Alto, -n — 8;)>1 
n,J 

wobei oe; die Koordinaten des j-ten Atoms in einer Elementarzelle sind. Die Summation 
über 7 erfolgt über alle o Atome in einer Elementarzelle. Die Koeffizienten A; ergeben sich 
aus einem System von o Gleichungen. Die Gesamtzahl der Niveaus in einem Band ist No, 
wenn N die Anzahl der Elementarzellen im Kristall ist. Falls das Atomniveau 4 s-fach 
entartet ist, hat man die Funktion 9; durch eine Linearkombination von entsprechenden 
s.. Funktionen zu ersetzen. 


Die obige Näherung ist nur für die Elektronen innerer Schalen von Atomen in 
realen Kristallen gerechtfertigt; der Radius der Schalen muß klein gegenüber 
dem Abstand zwischen den Atomen sein. In diesem Falle werden aus den Atom- 
niveausim Kristall Energiebänder, deren Breite gegenüber den Energiedifferenzen 
zwischen den Atomniveaus klein ist. Die äußeren Elektronenschalen benach- 
barter Atome in einem Kristall überdecken sich sehr, deshalb kann man diese 
Elektronenzustände nicht nach der soeben besprochenen Methode der starken 
Bindung behandeln. 

b) Quasıfreie Elektronen. Wir wollen einen eindimensionalen Kristall im ent- 
gegengesetzten Grenzfall behandeln, in welchem sich die Elektronen beinahe frei 
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im Kristall bewegen, d. h., das periodische Potential (x) sei schwach.!) Ohne 
Wechselwirkung wird der Zustand der Elektronen durch ebene Wellen be- 
schrieben: 


YR= m eikz, (126.20) 


L= Na ist ein großes Periodizitätsintervall (Kristallabmessung). Im Zustand y; 
ist die Energie eines Elektrons e(k) = h?k2/2m. 
Nach der Störungstheorie sind die Wellenfunktionen und die Energie im 
Potential V(x) 
KIV(@)Ik) 


Pr = % Bear Ur; (126.21) 
‚ 2 
Elk)= e(k) + z [ Ve) dat 2, a (126.22) 


Man normiert das Potential V(x) zweckmäßig so, daß fve@) dx = (0 wird. Wegen 
der Periodizität des Potentials V(x) sind alle Matrixelemente <k’|V]| ky gleich Null, 
sofern nicht 


beige mei. (126.23) 
a 


ist. Wenn gleichzeitig mit (126.23) auch die Bedingung e(k) = e(k’) erfüllt ıst, 
d. h., wenn 


2 
12 — (r- Em), men (126.24) 


a 


gilt, sind die Korrekturterme in (126.21) und (126.22) unendlich groß. Unter der 
Bedingung (126.24) ist also die gewöhnliche Störungstheorie unbrauchbar. 

Ist die Bedingung (126.24) erfüllt, so gehören die beiden Zustände y, und 
Yr-g zur gleichen Energie, da e(k) = e(k — g) ist (Entartung). In nullter Näherung 
muß man daher Linearkombinationen der entarteten Zustände als Wellenfunk- 
tionen verwenden: 

PI= aya+ byr- 


In diesem Falle ergibt sich die Energie in erster Näherung durch Einsetzen der 
Funktion Y? in die Gleichung 


| rd 


+ 9 - E| w0=0. (126.25) 


Wir multiplizieren (126.25) nacheinander mit y und mit yf_, und integrieren 
über x. So erhalten wir ein homogenes Gleichungssystem für E und die Koeffi-. 
zienten a und b: 


a(le- E)+b<kVIk- g=0, 
ak — glViky +b(le- E) =. 


i) Dieses Verfahren nennt man auch ‚„Brillouinsche Näherung‘‘ (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Aus der Lösbarkeitsbedingung dieses Gleichungssystems erhalten wir 


Ei, 2= Et YI<kIVIk- g)1?, (126.26) 
mit 
E3 


kV Ik — o=. [Ve nl - de. 


Die Gleichung (126.24) ist für k = g/2 erfüllt. Bei den Werten 


k==—m, m- +4,43... (136.27) 
: | 


tritt in E(k) ein Sprung um die Größe 2 Kern - a 


keitspunkten gehören in nullter Näherung die Wellenfunktionen 


auf. Zu den Unstetig- 


die stehende Wellen darstellen. 

In Abb. 27 ist E(k) in Abhängigkeit von der Wellenzahl k aufgetragen. Be- 
schränken wir den Variabilitätsbereich des Quasiimpulses k auf das Intervall 
—n/a<sk<sr/a, das der ersten Brillouinschen Zone entspricht, dann ergeben sich 
für E(k) die Kurven im rechten Teil der Abbildung. In diesem Falle ist E(k) eine 
mehrdeutige Funktion des Quasiimpulses k. Ein Elektron kann sich nur dann in 
einem periodischen Feld bewegen, wenn seine Energie (für jeden k-Wert) auf den 


Elk) Elk) 


II 2X K 0 EA ZU :UCk _% 0 FL 
a 72 0a a a a a a 
Abb. 27. Energie eines Teilchens in Abhängigkeit vom Quasiimpuls Ak für fast freie 
Elektronen. Die rechte Zeichnung entspricht dem Fall, daß der Quasiimpuls Ak auf die 
erste Brillouinsche Zone beschränkt ist 
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ausgezogenen Kurven in Abb. 27 liegt. Das Energiespektrum besteht also aus 
quasikontinuierlichen Energiebändern, zwischen denen verbotene Bänder liegen. 
Diese Art des Spektrums bezeichnet man als Bänderstruktur. 

Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich leicht auf den dreidimensionalen Fall ver- 
allgemeinern. Für einen dreidimensionalen Kristall ist die Funktion £{f) für die 
f-Werte unstetig, die der Bedingung 


2=(f- 9)? oder ig= En (126.28) 


genügen, wenn g/2r ein reziproker Gittervektor ist (s. (126.10)). Die Gleichung 
(126.28) bestimmt eine Ebenenschar. Die einzelnen Ebenen halbieren die Verbin- 
dungslinien der Gitterpunkte mit dem Ursprung des reziproken Gitters und stehen 
auf diesen senkrecht. Diese Ebenen trennen eine Brillouinsche Zone von der 
anderen. Die Bedingung (126.28) ist die allgemeinste Form der Braggschen Glei- 
chung (s. (114.10)) für jeden Vektor des reziproken Gittersg; die Braggsche 
Gleichung beschreibt die Beugung von Neutronen und Röntgenstrahlen an 
Kristallen. 

In beiden Grenzfällen gelangten wir zu dem Ergebnis, daß das Energiespektrum 
eines Elektrons in einem periodischen Feld aus quasikontinuierlichen erlaubten 
Energiebändern besteht, zwischen denen in einigen Fällen verbotene Bereiche 
liegen. Auf Grund dessen können wir behaupten, daß die Bänderstruktur des 
Energiespektrums eine allgemeine Eigenschaft von Systemen mit periodischer 
potentieller Energie ist. Der Zustand eines Elektrons mit dem Quasiimpuls AT wird 
durch die Bloch-Funktion ya(r) beschrieben (126.17a). Zu jedem Zustand ya 
gehört die Energie E;(f). Wie die Energie explizit vom Quasiimpuls abhängt, wird 
von den Eigenschaften des Festkörpers bestimmt. 
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Wie wir ım vorigen Paragraphen gesehen haben, wird die Impulsabhängigkeit 
der Energie (das Dispersionsgesetz) für ein freies Teilchen E(p) = p?/2m durch. 
eine kompliziertere Funktion E(f) des Quasiimpulses A des Teilchens ersetzt, 
wenn man nach der Blochschen Theorie [92] die Wechselwirkung des Elektrons 
mit dem Kristall durch eine periodische effektive potentielle Energie V(t) be- 
schreibt. Die Periodizität des Potentials spiegelt die Symmetrie des Kristallgitters 
wider. Der Quasiimpuls (in Einheiten von A, d.h. die Wellenzahl f), wird auf die 
erste Brillouinsche Zone beschränkt. Die Funktion Eff), das Dispersionsgesetz der 
Elektronen im Kristall, ist eine mehrdeutige Funktion des Quasiimpulses. Jeder 
Zweig dieser Funktion entspricht einem erlaubten Energieband (man darf diese 
Bänder nicht mit den Brillouinschen Zonen verwechseln). Zwischen diesen 
Ennergiebändern können verbotene Energiebereiche liegen, sie können sich aber 
auch teilweise überlappen. Aber auch wenn sie sich überlappen, bleibt ihre Indi- 
vidualität erhalten; das äußert sich in der verschiedenartigen Abhängigkeit der 
Energie vom Quasiimpuls. 

Die Blochsche Theorie beruht darauf, daß das Vielelektronen-Problem auf ein 
Einelektronen-Problem zurückgeführt wird. In dieser Theorie wird die Wechsel- 
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wirkung zwischen den Elektronen nur durch das mittlere effektive Feld V(r) be- 
rücksichtigt. Bisher ist es noch nicht gelungen, eine Theorie zu schaffen, die die 
gesamte Wechselwirkung zwischen den Elektronen auf Grund eines konsequenten 
Vielelektronen-Problems berücksichtigt. In dieser Hinsicht sind die Aussagen des 
Bändermodells nicht ganz einwandfrei. Nichtsdestoweniger kann man mit dem 
Bändermodell viele Erscheinungen qualitativ erklären. Eine der wesentlichsten 
Leistungen des Bändermodells ist die Erklärung der Gesetzmäßigkeiten der elek- 
trischen Leitfähigkeit fester Körper (ohne die Supraleitfähigkeit). Man kann alle 
Festkörper in Metalle, Dielektrika und Halbleiter einteilen. Diese Einteilung hängt 
von der Art der Energiebänder der verschiedenen Körper ab. 

Wie in $ 126 gezeigt worden ist, sind in jedem erlaubten Energieband 2No 
Zustände enthalten, wenn N die Zahl der Elementarzellen im Kristall und o die 
Zahl der Atome in einer Zelle sind; der Faktor 2 stammt von den beiden möglichen 
Einstellungen des Elektronenspins. Am absoluten Nullpunkt besetzen alle Elek- 
tronen eines Festkörpers nach dem Pauli-Prinzip die niedrigsten Energieniveaus 
bis zu einer gewissen Grenzenergie Ey, der Fermi-Energie. Im Raum der Quasi- 
impulse hf besetzen die Elektronen alle Zustände in dem Volumen, das durch die 
Fläche E(f) = Ey, begrenzt wird. Diese Fläche heißt Fermi-Fläche. 

Die Vielelektronen-Wellenfunktion eines Kristalls muß bei gleichzeitiger Ver- 
tauschung der Spin- und der Ortsvariablen eines beliebigen Elektronenpaars ım 
Kristall antisymmetrisch sein. Um diese Funktion aufschreiben zu können, muß 
man die Bloch-Funktion 


Yalt) 


für den Zustand eines Elektrons mit dem Quasiimpuls A? und den Quantenzahlen 
A, die die Zustände in einem Band numerieren, mit einer Spinfunktion x, multi- 
plizieren, die den Spinzustand des Elektrons angibt. So erhalten wir die Funktion 


1 5 
Ps(E) = EZ ty lt) Ko: (127.4) 


Der Index s steht für alle Quantenzahlen, & bezeichnet die Gesamtheit der Orts- 
und Spinvariablen. Sind im Kristall N Elektronen enthalten, so kann man die 
vollständige Vielelektronen-Funktion als Determinante 


Pale) PER) --- Plön) 


Ö— en 9:,(81) P,(E2) PEN) (127.2) 


YN! a N EEE 


Ponläi) PsnlE2)--- Psn(Ern) 


schreiben. Die Energie des durch die Funktion (127.2) dargestellten Kristall- 
zustandes wird minimal, wenn die Elektronen die N niedrigsten Blochschen Ein- 
elektronen-Zustände @,, Ps» - - -» Ps, einnehmen. 

Die Energien eines Kristalls sind durch das Spektrum der Einelektronen- 
Energiezustände bestimmt, d.h. durch die Struktur der Energiebänder und die 
Lage des Fermi-Niveaus in bezug auf diese Bänder. Wir wollen annehmen, E59 liege 
in einem erlaubten Energieband oder am oberen Rande eines Bandes, das von 
einem Band mit noch höheren Energieniveaus überdeckt wird. In diesem Falle 
liegen in unmittelbarer Nähe von Ey freie Zustände. Es genügt daher schon eine 


35 Dawydow, Quantenmechanik 
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kleine Energie, um einen Teil der Elektronen aus der Fermi-Fläche heraus ın diese 
freien Zustände zu bringen. Insbesondere werden durch ein elektrisches Feld im 
Kristall Zustände erzeugt, die in Feldrichtung laufenden Wellenpaketen ent- 
sprechen und elektrische Ladung transportieren. Festkörper mit einer solchen 
Struktur des Energiespektrums sind Metalle. Natürlich können an der Leitfähig- 
keit eines Metalls nur die Elektronen in unmittelbarer Nähe der Fermi-Fläche 
beteiligt sein. Um ‚innere‘ Elektronen und Elektronen besetzter Bänder in freie 
erlaubte Energieniveaus zu schaffen, ist eine beträchtliche Energie erforderlich, 
da die benachbarten Energiezustände besetzt sind. An der Leitfähigkeit sind nur 
Elektronen teilweise besetzter Bänder beteiligt; man nennt daher diese Bänder 
Leitungsbänder. Es kann in einem Festkörper mehrere Leitungsbänder geben. Voll 
besetzte Bänder braucht man bei der Untersuchung von Leitungserscheinungen 
nicht zu betrachten. 

Wie man sıch leicht überzeugt, gehören zu den Metallen alle Festkörper, die eine 
ungerade Anzahl von Elektronen in einer Elementarzelle enthalten. Tatsächlich 
sind die Energieniveaus ın der Projektion des Elektronenspins entartet. Eine 
ungerade Anzahl von Elektronen. kann daher nur die Hälfte der Zustände im 
höchsten Band besetzen. Zu diesen Körpern gehören speziell alle einatomigen Fest- 
körper aus Atomen mit einer ungeraden Elektronenzahl, die ein kubisch-flächen- 
zentriertes oder kubisch-raumzentriertes Gitter bilden (ein Atom pro Elementar- 
zelle). In diese Kategorie fallen alle Alkalimetalle, Kupfer, Silber, Gold und 
Aluminium. 

Auch Festkörper aus Atomen mit einer geraden Elektronenzahl können Metalle 
sein, wenn Ey an eine Stelle fällt, wo sich Energiebänder überlappen. Solche Fest- 
körper sind die Erdalkalimetalle, Zinn, Blei, Arsen, Antimon und Wismut. 

Liegt E, am oberen Rand eines erlaubten Energiebandes und hat das nächste 
freie Band einen gewissen Abstand von diesem Rand, dann ist ein solcher Körper 
am absoluten Nullpunkt ein Isolator. In diesem Falle können nicht nur die 
„ıinneren‘‘ Elektronen, sondern auch die Elektronen ın der Nähe der Fermi-Fläche 
ihren Zustand nicht ändern, ohne eine bedeutende Energiemenge zu absorbieren. 
In Isolatoren sind die besetzten und die freien Energiebänder durch ein ver- 
botenes Gebiet getrennt. In verschiedenen Körpern ist der verbotene Energie- 
bereich verschieden groß. Im Diamanten beträgt er 6—7 eV, im Silicium 1,11 eV, 
im Germanium 0,72 eV. und in Zinnsulfid 0,1 eV. Alle diese Körper sind ın reiner 
Form und am absoluten Nullpunkt Isolatoren. Der Diamant ist auch bei Zimmer- 
temperatur ein guter Isolator, da die thermische Energie nicht ausreicht, Elek- 
tronen in ein freies Band zu schaffen. Die Elektronen im Diamant können nur durch 
eine sehr starke Wechselwirkung in ein freies Band gebracht werden. Durch eine 
Beschießung des Diamants mit schnellen Elektronen oder anderen Teilchen kann 
auch im Diamant eine Leitfähigkeit erzeugt werden. 

Beim Germanium liegen besetzte und freie Bänder relativ nahe beieinander. In 
diesem Falle treten schon bei Zimmertemperatur Elektronen in merklicher Anzahl 
aus dem besetzten Band in ein freies über. Im freien Band treten dabei Elektronen 
auf, und im besetzten Band werden freie Plätze gebildet. Die Elektronen beider 
Bänder können sich an der elektrischen Leitung beteiligen. Sind in einem Band 
nur wenige Plätze frei, so spricht man nicht von der Bewegung vieler Elektronen, 
sondern von der Bewegung der freien Stellen — der ‚‚Löcher“. Die elektrische Leit- 
fähigkeit des reinen Germaniums resultiert aus der Bewegung der „Löcher“ 
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(„Löcher“-Leitung) in einem fast besetzten Band und der Elektronen (elektronische 
Leitung) im höchsten Band. Die Leitfähigkeit des Geermaniums wächst mit zu- 
nehmender Temperatur, da mit zunehmender Temperatur immer mehr Elektronen 
ın das leere Band gelangen und damit freie Plätze im besetzten Band hinterlassen. 

Festkörper, deren Leitfähigkeit für 7 = 0 Null ist und mit zunehmender Tem- 
peratur merklich ansteigt, heißen Falbleıter. Besonders wichtig sind Halbleiter, 
deren Leitfähigkeit durch Zusätze erzeugt wird. Als Beispiel eines solchen Halb- 
leiters betrachten wir einen Siliciumkristall. Wird ın einen Siliciumkristall eine 
gewisse Menge Arsenatome eingebaut, so können die Arsenatome schon bei 
Zimmertemperatur relativ leicht je ein Elektron abgeben. Diese Elektronen ge- 
langen in Zustände in einem freien Band des Siliciums. Je mehr Arsenatome ein- 
gebaut wurden und je höher die Temperatur des Kristalls ist, desto mehr Elek- 
tronen sind im Leitungsband, desto größer ist also die Leitfähigkeit des Kristalls. 
Die Atome der Beimengung, die ihr Elektron in das Leitungsband des Kristalls 
abgeben können, bezeichnet man als Donatoren, den entstandenen Halbleiter als 
Halbleiter vom n-Typ (elektronische Leitfähigkeit). 

Fügt man in einen Siliciumkristall ein Boratom ein, so kann dieses ein Elektron 
aus dem höchsten besetzten Band des Siliciumkristalls aufnehmen. Dieser Über- 
gang ist durch thermische Energien möglich. Es entsteht dabei eine freie Stelle in 
einem besetzten Band — ein „Loch“. Ein Band mit einigen freien Stellen — 
„Löchern“ — wird ‚‚löcher‘“-leitend. Solche Zusätze, welche Elektronen aus einem 
besetzten Band des Kristalls aufnehmen, bezeichnet man als Akzeptoren, der ent- 
sprechende Halbleiter ist vom p-Typ (,Löcher“-Leitfähigkeit). 

Im Siliciumkristall gibt es neben der durch Zusätze entstehenden Leitfähigkeit 
auch eine Leitfähigkeit, die dadurch verursacht wird, daß Elektronen aus einem 
besetzten Band in ein freies gelangen. Diese Leitfähigkeit bezeichnet man als 
Eigenleitung, da sie nicht von den Zusätzen, sondern nur von der Temperatur und 
den Eigenschaften des Siliciums selbst abhängt. 

Donatoren oder Akzeptoren in Festkörpern müssen nicht unbedingt Fremd- 
atome sein. Sie können auch von anderen Inhomogenitäten des Gitters stammen, 
zum Beispiel von zu viel oder zu wenig Atomen im Normalgitter. Zum Beispiel 
kann bei Oxyden der Sauerstoffgehalt anders sein, als er ım Idealkristall sein 
müßte. In diesem Falle spielen beliebige freie Gitterplätze oder zusätzlich ein- 
gebaute Atome an Zwischengitterplätzen die Rolle eines Zusatzes. 
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Wir wollen die Bewegung eines Elektrons im Leitungsband untersuchen, wenn 
nur wenige Elektronen in diesem Band sind. Der Zustand eines Elektrons ın einem 
bestimmten Band (feste A und o) wird durch den Quasiimpuls AT bestimmt; seine 
Energie E(f) ist eine Funktion des Quasiimpulses. Sind nur wenige Elektronen in 
einem Band, so sitzen diese in den Zuständen am unteren Rande des Bandes, d.h. 
in der Nähe des Minimums von E(f). Das Energieminimum liege bei fo. Wir können 
die Energie an dieser Stelle in eine Reihe 


2 
Ed = Ei)+, 3 (5 
ij 


er kio)(k; — Kjo) (128.1) 
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entwickeln, wobeı 
( @E 


_——— a 128.2 
a; — mt, 


x. 
Mi; 
die Komponenten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe mit der Dimension 
einer reziproken Masse sind. Der Tensor mit den Komponenten (128.2) ist der 
Tensor der reziproken effektiven Massen. Für kubische Kristalle reduziert sich der 
Tensor der reziproken Massen auf einen Skalar, und (128.1) erhält die Gestalt 


2/E_ 2 
£ s H, (mess). (128.3) 
m h 


ER)= E(fo)+ 


Die Größe m* ist die effektive Masse eines Elektrons ım Leitungsband. Bis auf den 
konstanten Summanden ist (128.3) dem Zusammenhang der Energie eines freien 
Teilchens der Masse m* mit dessen Impuls analog. 

Es wäre besser, nicht von der Bewegung eines Elektrons im Leitungsband zu 
sprechen, sondern von der Bewegung eines Quasıteilchens — einer Elementaranre- 
gung des ganzen Kristalls, da die Energie E(f) die Energie des ganzen Kristalls ist. 
Das Energiespektrum dieser Quasiteilchen, die der Fermi-Statistik gehorchen, 
enthält alle Besonderheiten ihrer Bewegung. Im folgenden werden wir der Kürze 
halber die Worte ‚„Leitungselektron‘“ und ‚effektive Masse des Elektrons“ bei- 
behalten. Man hat aber daran zu denken, daß mit diesen Worten die Quasiteilchen 
und deren effektive Masse belegt werden. 

In einem Leitungsband mit wenigen Löchern kann man die Energie eines Elek- 
trons in der Nähe des Maximums entwickeln. Wenn das Energiemaximum bei ty 
liegt, dann ist für kubische Kristalle 


Eil),- Et) + — (E- 10)? (128.4) 


mit m* <0. Die effektive Masse eines Elektrons am oberen Rande eines Bandes 
ist negativ. 

Wie wir schon in den vorangegangenen Paragraphen bemerkt haben, ist es für 
fast vollständig besetzte Bänder vorteilhafter, nicht die besetzten Zustände (das 
sind viele), sondern die freien Zustände zu betrachten, d.h. die Zustände der 
Löcher. Fehlt ein Elektron in einem besetzten Band, so ıst das dem Auftreten 
eines Teilchens mit positiver elektrischer Ladung mit demselben Absolutbetrag 
und der effektiven Masse 


m# = —m*> 0 (128.5) 


äquivalent. Man kann also die Löcher in einem Band als positiv geladene Teilchen 
auffassen (Heısenserg [93]). Die Ergebnisse für das Verhalten einer kleinen Zahl 
von Elektronen im Leitungsband können unmittelbar auf das Verhalten einer 
kleinen Zahl von Löchern übertragen werden. 

Die Bewegung der Elektronen in einem Band wird durch Wellenpakete 


t+At ” t 
Y— Ar (rr- r +) d’r 
er N exp ( 2 ! 
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beschrieben. Der Mittelpunkt des Wellenpaketes bewegt sich mit der Gruppen- 
geschwindigkeit (s. $ 3) 
1 
= grad; Ef). (128.6) 
Die mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons in einem Energieband ergibt sich 
durch Ableitung der Energie nach dem Quasiimpuls. 
Wir setzen voraus, daß auf das Elektron ım Band eine konstante äußere Kraft % 
wirkt. Der Mittelwert der Arbeit der Kraft pro Sekunde hängt mit der Änderung 
der Elektronenenergie über die Beziehung 
dk) di 
= —— = — grad; Ef 
v8= =, gradı E(f) 
zusammen. Unter Verwendung von (128.6) finden wir ferner einen Zusammen- 
hang von Kraft und Änderung des Quasiimpulses 
di 
= er (128.7) 
Die Gleichung (128.7) stimmt mit der Operatorbeziehung zwischen der Ableitung 
des Impulses und einer äußeren Kraft auf ein freies Teilchen überein. 
Bei der Bewegung eines Elektrons in einem homogenen elektrischen Feld mit 
der Feldstärke E ist die Kraft auf das Elektron $ = eE(e< 0); bei der Bewegung 


in einem homogenen Magnetfeld ist % = _ [v x 5], wobei vo die durch (128.6) ge- 
c 


gebene komplizierte Funktion des Quasiimpulses ist. Die Bewegung eines Lei- 
tungselektrons hängt wesentlich von der Art des Dispersionsgesetzes E(f) ab. Dem 
an diesen Fragen interessierten Leser sei der Übersichtsartikel von Lirscaız und 
Kacanow [94] empfohlen, in dem die Bewegung eines Teilchens mit einem be- 
liebigen Dispersionsgesetz klassisch und quantenmechanisch untersucht wird. 
Wir wollen ein Näherungsverfahren zur quantenmechanischen Behandlung 
eines Elektrons am unteren Rande des Leitungsbandes verwenden. Auf das Elek- 
tron soll ein schwaches äußeres Feld wırken, das sıch über Strecken von der 
Größenordnung der Gitterkonstanten a nur wenig ändert. Der Einfachheit halber 
beschränken wir uns auf ein kubisches Gitter. Ohne äußeres Feld genügt die 
Wellenfunktion eines Elektrons des Leitungsbandes der Gleichung 


B2 
|- Im V?+V(r) - Ei) ven). (128.8) 
Die potentielle Energie V(r) ist eine periodische Funktion mit der Periode des 


Gitters. Der Operator für die potentielle Energie des Elektrons im äußeren Feld 
sei A(r). Ein stationärer Zustand des Elektrons wird dann durch die Gleichung 


| Eu V2+V(r1)+ Alt) - Eve = 0 (128.9) 


bestimmt. 
Im allgemeinen Falle gelingt es nicht, die Gleichung (128.9) zu lösen, nıcht nur 


wegen mathematischer Schwierigkeiten, sondern auch wegen der unbekannten 
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potentiellen Energie V(r). Wir wollen ein Näherungsverfahren zur Berechnung 
der Eigenfunktionen und der Eigenwerte der Gleichung (128.9) anwenden, das auf 
der Einführung eines phänomenologischen Parameters — der effektiven Elek- 
tronenmasse — basiert. Dieses Verfahren trägt die Bezeichnung Methode der effek- 
tiven Masse. Die Methode der effektiven Masse ist in der Theorie der Halbleiter 
weit verbreitet, deren Eigenschaften von wenigen Leitungselektronen geprägt 
werden. | 
Bei fo = 0 liege das Minimum von Eff). Für kleine f (ka <&1) ist dann 


E nn 128.10 
Zur Energie (128.10) gehört die Wellenfunktion 
1. 
yılr) = — eltur(t), (128.11) 
t YV £ 


wobei us(r) eine Funktion ist, die sich auf einer Strecke von der Länge der Gitter- 
konstanten ändert und nach der Vorschrift (126.17) normiert ist. 
Wir betrachten jetzt die Gleichung 


h2 
(- 8 724 29-2) to = 0. (128.12) 


YV sei das Volumen des ‚„Grundbereiches‘“ des Kristalls; die Lösung von (128.12) 
hat damit die Gestalt 


1. 
Me, (128.13) 
YV 
h2k? 
u (128.14) 


Die Gleichungen (128.8) und (128.12) haben also bis auf Glieder der Ordnung k? 

die gleichen Eigenwerte. Für Z-Werte, die der Bedingung ka<1 genügen und 

somit die Methode der effektiven Masse rechtfertigen, ist die Funktion (128.13) 

in einer Zelle beinahe konstant, während die Funktion (128.11) sich stark ändert. 
(128.12) ergibt sich aus (128.8) durch die Operatortransformation 


52 
2m* 


2 
2 2 V24+V()>- 2 V24 Eu. (128.15) 


Wir führen dieselbe Transformation in (128.9) aus und erhalten die Hilfsgleichung 


|- = V2+ Eo+ Alı) - | Ö(t)=0. (128.16) 


Die Eigenwerte dieser Gleichung stimmen bis auf Glieder — k% mit den Eigen- 
werten von (128.9) überein: E’*= E; das ist in [95] ausgeführt. Die Eigenfunk- 
tionen von (128.9) sind näherungsweise 


Yz 2 agye(t) s 
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x ist durch (128.11) definiert. Die Entwicklungskoeffizienten sind diejenigen der 
Entwicklung der Wellenfunktionen der Gleichung (128.16) nach dem vollständigen 
Satz der Wellenfunktionen der Gleichung (128.12): 


a= <plr)lP®(r)>- 


Der Parameter Ey, ist in E’ als additive Konstante enthalten, die Funktion P(r) 
ist davon unabhängig. Da man sich gewöhnlich nur für die Energiedifferenzen 
interessiert, ist der Wert von E, unwesentlich. In der Methode der effektiven 
Masse wird die Wirkung des periodischen Potentials V(r) auf das Elektron da- 
durch berücksichtigt, daß man im Operator für die kinetische Energie die Elek- 
tronenmasse m durch die effektive Masse m* ersetzt. Diese wird als Parameter in 
der Theorie angesehen und durch Vergleich mit dem Experiment geeignet gewählt. 

Nach dem Bändermodell ist die freie Weglänge eines Leitungselektrons in einem 
idealen unendlich großen Kristallgitter unendlich. Erhält ein Elektron durch eine 
äußere Einwirkung einen Impuls hf, dann bleibt dieser durch die Funktion %; 
beschriebene Zustand unendlich lange erhalten. 

In realen Kristallen ist aber die mittlere freie Weglänge eines Elektrons immer 
endlich. Die elastische und inelastische Streuung der Bloch-Wellen an den Ab- 
weichungen des Gitters von einem Idealgitter sind die Ursache dafür, daß die freie 
Weglänge ım Leitungsband endlich ist. Diese Abweichungen vom Idealgitter kann 
man in zwei Arten einteilen: in statistische und dynamische. Die statistischen Ab- 
weichungen vom Idealgitter sind die Inhomogenitäten des Kristalls (Struktur- 
defekte, verschiedene Einschlüsse [Fremdatome]). Die dynamischen Abwei- 
chungen vom Idealgitter werden von den lonenschwingungen um die Gleich- 
gewichtslagen verursacht. 

Durch die Streuung der Elektronen an den genannten Inhomogenitäten ge- 
langen sie aus einem Zustand im Raum der Quasiimpulse in einen anderen Zu- 
stand. Eine beliebige geordnete Bewegung der Elektronen, durch die die Ladung 
transportiert wird, geht auf diese Weise in eine ungeordnete Bewegung über; das 
äußert sich im Widerstand beim Stromdurchgang. Die Menge der Verunreini- 
gungen und Defekte ist temperaturunabhängig. Der Widerstand infolge der 
Streuung der Elektronen an den statistischen Defekten des Gitters ist daher eben- 
falls temperaturunabhängig. Die lonenschwingungen jedoch hängen von der Tem- 
peratur ab, deshalb ist die Wechselwirkung der Elektronen mit den Gitterschwin- 
gungen die Ursache für den temperaturabhängigen Anteil des Widerstandes. 

Zum Schluß dieses Paragraphen behandeln wir den Übergang eines Elektrons 
aus einem Band in ein anderes unter der Wirkung elektromagnetischer Strahlung. 
Zum Anfangs- und zum Endzustand sollen die Wellenfunktionen 


1. Eu 
yult) = VVv ettyalt), Yyerrln)= Az eftupr(t) 


gehören. Nach $ 78 ist der Operator für die Wechselwirkung eines Elektrons mit 
der elektromagnetischen Strahlung proportional zu e&!(A,Y), wenn Q der Wellen- 
zahlvektor der Lichtwelle und X, die Amplitude des Vektorpotentials ist. Die Aus- 
wahlregeln für die Absorption und Emission elektromagnetischer Strahlung beim 
Übergang eines Elektrons von einem Band in ein anderes sind die Bedingungen, 
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x 
unter denen das Matrixelement 


1 
M= <FX|E(A,V)ER) = 7[® exp fi[T+ QO— Pr} d’r 
von Null verschieden ist; darın ist 
F(t) = up YXo (grad Up + ifup) 


eine Funktion der Koordinaten des Elektrons mit der Periodizität des Gitters. 
Da F(r) in jeder Elementarzelle denselben Wert hat, kann man das Matrix- 
element M in die Gestalt 


M = N exp fift+ @- F]n} [ F(@,) exp {ift+ Q- Y]0,)d?%. (128.17) 


bringen. Der Gittervektor n gibt die Lage der Elementarzelle an (s. (126.1)). Die 
Summation erfolgt über alle Elementarzellen, das Integral wird über die Koordi- 
naten des Elektrons in jeder n-ten Elementarzelle erstreckt. 


Alle Integrale in (128.17) sind gleich 


[ F(&) exp fift+ Q- F] 8} d9d= B, (128.18) 
daher ıst 
M=B) exp it +Q — F] n). (128.19) 
n 


Die Summe in (128.19) ist nur unter der Bedingung 
t+Q--f=2rt (128.20) 


von Null verschieden, wenn 7 ein reziproker Gittervektor ist. 
Elektromagnetische Wellen können also nur dann emittiert und absorbiert 
werden, wenn das Elektron zwischen zwei Zuständen springt, die die Bedingung 
B=0 und die Gleichung (128.20) erfüllen. Normalerweise gelten bei optischen 
Übergängen die Ungleichungen |f], |] $ |Q], dak — 1/a und O0 — 1/A ist; a ist die 
Gitterkonstante, A die Wellenlänge des Lichtes. In diesen Fällen vereinfacht sich 
die Gleichung (128.20) zu 
D-Tr2cr. (128.20) 


Werden die f-Werte auf die erste Brillouinsche Zone beschränkt, dann kann eın 
Elektron aus einem Band in ein anderes infolge Lichteinstrahlung nur ohne Ände- 
rung des Quasiimpulses übergehen (vertikale Übergänge). Bei jedem solchen Über- 
gang wird ein Photon der Energie 


ho= Ey) — Ey) 
emittiert oder absorbiert. 
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Im Bändermodell des Festkörpers wird die Wechselwirkung zwischen den Elek- 
tronen nur durch das mittlere effektive Feld berücksichtigt, und das Vielelek- 
tronen-Problem wird auf ein Einelektronen-Problem zurückgeführt. Das Bänder- 
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modell ist daher nicht in der Lage, auch nur qualitativ die Erscheinungen zu er- 
klären, bei denen die Wechselwirkung zwischen den Elektronen die entscheidende 
Rolle spielt. Zu diesen Erscheinungen gehört zum Beispiel die spontane Magneti- 
sierung der Ferromagnetika. 

Durch Versuche über den gyromagnetischen Effekt wurde festgestellt, daß die 
elementaren Träger der magnetischen Eigenschaften der Ferromagnetika die ma- 
gnetischen Momente der Elektronenspins sind. Die spontane Magnetisierung wird 
durch eine Parallelstellung der Elektronenspins erzeugt. Um die Stabilität dieser 
ausgewählten Orientierung zu erklären, muß man zeigen, daß bei niedrigen 'Tem- 
peraturen ein Zustand, der diese regelmäßige Orientierung stört, weniger wahr- 
scheinlich ist. 

Frenker [96] und Heısenserg [97] haben als erste erkannt, daß die Austausch- 
wechselwirkung zwischen den Elektronen die Hauptrolle bei der Erscheinung des 
. Ferromagnetismus spielt. Die Austauschwechselwirkung rührt von der Korrelation 
der Elektronen wegen der Antisymmetrie der Wellenfunktionen des Kristalls bei 
Vertauschungen von Elektronen her. 

Die ferromagnetischen Eigenschaften des Eisens und des Kobalts stammen von 
den 3d-Elektronen. Die 3d-Schalen der Eisen- und Kobaltatome überlappen sich 
relativ wenig (die „äußeren“ Schalen sind die As-Schalen), deshalb kann man die 
Wechselwirkung zwischen ihnen mit der Störungstheorie auf Grund atomarer 
Eigenfunktionen als nullte Näherung behandeln. 

Der Einfachheit halber betrachten wir ein eindimensionales Modell für einen 
Kristall — eine Kette aus N Atomen im Abstand a voneinander. Um Randeffekte 
zu vermeiden, stellen wir eine Periodizitätsbedingung mit der großen Periode 
L = Na. Wir werden uns für den Zustand eines Elektrons in jedem Atom interes- 
sieren, die anderen Elektronen und den Kern betrachten wir als einheitliches 
Ganzes — als positives Ion. Der Hamilton-Operator für ein solches System ist 


N 1 e2 
een Vv?+ >’V t,)t — u, 129.1 
H = u At) I ut] 


wobei V;(t;) die negative potentielle Energie des ı-ten Elektrons im Feld des /-ten 
Atoms ist. Das letzte Glied enthält die Wechselwirkung zwischen den Elektronen. 
Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß bei der Summe die Glieder mıt ı =] 
ausgelassen werden sollen. 
Zu jedem isolierten Atom gehöre ein Elektronenzustand, dessen Wellenfunktion 
o die Gleichung 
2 
|- v2 + V;(t;) = so o;(t;) = (0) (129.2) 


erfüllt. 
Wegen der geringen Überlappung der Wellenfunktionen verschiedener Atome 


kann man 
IK lt) d’r;m d;ı 


setzen. Die beiden möglichen Orientierungen des Elektronenspins in oder gegen 
die z-Richtung werden wir mit den Spinfunktionen & und ß beschreiben. Bei voll- 
ständiger Magnetisierung befinden sich alle Elektronen im Zustand «& (oder ß). Die 
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antisymmetrisierte Wellenfunktion des Kristalls für diesen Zustand ist in nullter 


Näherung 
|0> = —— (-1PP,{pıltı) (1) o(t3) &(2) Bra on(tn) &(N)} 5 (129.3) 


es wird über BETEN P, Permutationen der Elektronen summiert. Die 
Permutationen werden beliebig numeriert, aber so, daß sich die nächste aus der 
vorhergehenden durch Vertauschung eines Elektronenpaares ergibt. 
Die Energie des Kristalls im Zustand vollständiger Magnetisierung (129.3) ist 
in der ersten Ordnung der Störungstheorie 
Eo= 0IH|0> = N&+ be M;; (129.4) 
il 


wobeı 


Q= > Ip;lt;)l? ri + [e ee) )]? u ddr; ° 


die mittlere Energie der Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen mit den Ionen 
des Gitters und untereinander ist; 


Ma= [oft arte)| Vi) + Vi) + — 


| Pie) euere (1205) 
ist das Integral der Austauschwechselwirkung zwischen den Atomen ı und {. 

Der niedrigste angeregte Zustand des Kristalls ist in nullter Näherung der Zu- 
stand, bei dem der Spin eines Atoms gegen die z-Richtung zeigt. Es soll der Spin 
des n-ten Atoms umgeklappt sein. Die zugehörige Wellenfunktion ist 


1 | 
mE Pla) att) > Pnlen) BR) -.- PnlemalN).  (1200 
Die Wellenfunktionen (129.6), bei denen jeweils ein Spin in einem anderen Atom 
des Kristalls umgeklappt ist, haben in nullter Näherung die gleiche Energie. Die 
Lösung der Gleichung 
(H- E\Y/=0 (129.7) 


für'die angeregten Zustände des Kristalls kann man daher in den nächsten Nähe- 
rungen in der Form 


Y= 5 bulm) (129.8) 


ansetzen; |m) ist eine Funktion (129.6) mit einer anomalen Spinrichtung im Atom 
m, b„ sind konstante Koeffizienten. Wir setzen (129.8) in (129.7) ein, multipli- 
zieren von links mit (n| und integrieren über die Orte aller Elektronen. So erhalten 
wir folgendes Gleichungssystem für die Energie des Systems und die Koeffi- 
zienten b,: 


>, <n|HAlmy b„+ [KnlHin>— E])b„=d. (129.9) 
Unter Verwendung von (129.1) und (129.6) bekommen wir die Matrixelemente 


1 
== <n)Hln)> — Eo+ 72% Mn; 
I 
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wobei E, durch (129.4) gegeben ist, und 


1 
(n|H|imy = — > Miss 


Diese Werte setzen wir in (129.9) ein, nehmen nur die Austauschintegrale zwischen 
benachbarten Atomen 


Mr EM M (129.10) 


mit und gelangen zu dem Gleichungssystem 


1 
(E- Ei) bn= — M{2n— bn+1— bn-1}- 


Die Lösung dieses Gleichungssystems kann man in der Gestalt 


b„= an. eikna (129.11) 
YN 


2 N N 
schreiben; k = I» sind ganze Zahlen, =, <v< 5) nimmt N verschiedene 
a 
Werte an. Zu jedem k-Wert gehört eine Energie des Systems: 
E(k)— E,= M(1- cos ka). (129.12) 


Aus (129.12) ist sofort zu ersehen: Soll der Zustand vollständiger Magnetisierung 
(Energie E),) einem Energieminimum entsprechen, so muß das Austauschintegral 
M positiv sein. Größenordnungsmäßig ist M gleich der Curie-Temperatur in 
Energieeinheiten. Für Eisen ist M == 2-10? erg. 

Zu jedem angeregten Zustand mit einem bestimmten k-Wert gehört die Wellen- 
funktion 


_ Zn N’ In) eikna, (129.13) 


die man als Spinwelle bezeichnet. Die Größe 


vd 


e(k)= E(k)— E,= M(1-— cos ka) (129.13a) 
ist die Energie der Spinwelle (129.13). Bei niedrigen Temperaturen sind die Spin- 
wellen mit kleinen Werten für ka interessant. Die Energie dieser Wellen ist einfach 


e(k)= ni Ma?k?. (129.14) 


Die erhaltenen Beziehungen kann man leicht auf ein räumliches Gitter verall- 
gemeinern. Für ein einfaches kubisches Gitter mit der Gitterkonstanten a hängt 
die Energie der Spinwellen folgendermaßen vom Wellenzahlvektor ab: 


3 
e()= M > (1—- cosk;a). 


i=1 
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Für kleine ka vereinfacht sıch dieser Ausdruck zu‘ 


e(f) = — a?MR2. (129.15) 


w| > 


Die angeregten Zustände mit zwei oder mehr umgeklappten Spins können eben- 
falls als Spinwellen dargestellt werden. Für Zustände mit kleinem ka, bei denen im 
Vergleich zur Gesamtzahl der Atome nur wenige Spins umgeklappt sind, kann man 
diese angeregten Zustände genähert durch eine Superposition unabhängiger Spin- 
wellen (129.13) mit einem umgeklappten Spin darstellen. Bei dieser Näherung wird 
die Streuung von Spinwellen aneinander vernachlässigt. Ferner werden Spinkom- 
‚plexe nicht beachtet, d.h. Zustände, bei denen zwei oder mehrere umgeklappte 
Spins in einem einheitlichen System vorkommen. In der angegebenen Näherung 
werden kleine Anregungen des Kristalls als eine Summe unabhängiger Spinwellen 
aufgefaßt, d. h. als Summe von Elementaranregungen, von denen sich jede wie ein 
Quasiteilchen eines idealen Gases verhält. Nach (129.15) ist der Zusammenhang 
von Teilchenenergie und Quasiimpuls ik derselbe wie für ein freies Teilchen mit 
der Masse 


m*= ——. (129.16) 


Man kann m als effektive Masse des Quasiteilchens bezeichnen. Diese Quasi- 
teilchen (Elementaranregungen) heißen Ferromagnonen. 

Sieht man die Spinwellen als unabhängig an, so kann man die mittlere Zahl n(f) 
der Elementaranregungen (Ferromagnonen) in einem Zustand mit einem be- 
stimmten T unter Verwendung der Bose-Einstein-Statistik berechnen. Dabei ist 


De ee) = 
n(f) = E 9 — | : 


© ıst die Kristalltemperatur in Energieeinheiten. Im Raum der Wellenzahlvek- 
toren f ist die Zahl der möglichen f-Werte pro Volumeneinheit des Kristalls gleich 
(2r)"?. Die Gesamtzahl der Ferromagnonen pro Volumeneinheit des Kristalls ist 
demnach 

Arck? dk 

Fo 

ee —1 


n= (2r)° 


wobei über die erste Brillouinsche Zone integriert wird. Wir setzen ın das Integral 
für e(f) den Wert aus (129.15) ein und nutzen aus, daß der Integrand für d< M 
für £-Werte am Rande der Brillouinschen Zone sehr klein ist; so können wir die 
obere Integrationsgrenze nach Unendlich verschieben: 


1 O\32 f a2 de 1,058 / © \372 

SU EREEN, SEE BEER DNS SE LEE, RE, 129.17 

{ ward, [= 1 na? 7) \ 
0 

Sind in einer Elementarzelle o Elektronen enthalten, die zur Magnetisierung 

beitragen, so sind es pro Volumeneinheit o/a? Elektronen. Die mittlere relative 
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Zahl der falsch orientierten Elektronen ist bei der Temperatur 9 
na? 1,058 ( 0) % 
M) 


o om? 
Daher wird die mittlere Magnetisierung des Kristalls pro Volumeneinheit bei 
niedrigen Temperaturen durch den Ausdruck 


1,058 / 9 \312 
M= M,1—- Z ee R 
2 or? (7) | 
beschrieben. ° 


Für einen eindimensionalen Kristall ist das Integral in (129.17) durch das Integral 
de 
e®—1 
hin, daß der Anteil der falsch orientierten Elektronen in einem eindimensionalen 
Kristall nicht klein sein kann, d. h., es gibt keine spontane Magnetisierung. 
Der Leser, der sich mit der Theorie der Spinwellen eingehender befassen möchte, 
sei auf die Literatur verwiesen [93]. 


zu ersetzen. Dieses Integral divergiert bei x = 0. Das deutet darauf 


$S 130. Exzitonenanregungen in Molekülkristallen 


Unter den Festkörpern nehmen die Molekülkristalle einen besonderen Platz ein. 
Sie bestehen aus Molekülen (Atomen), zwischen denen im Kristall van-der-Waals- 
sche Anziehungskräfte wirken. Molekülkristalle bilden die Atome der Edelgase 
und die Moleküle mit abgesättigten Bindungen Ha», Os, CH, u. a. Unter den orga- 
nischen Verbindungen sind Molekülkristalle weit verbreitet. 

Molekülkristalle sınd keine elektrischen Leiter, sondern Dielekinika, Bei der 
Untersuchung der optischen Eigenschaften geht man natürlich von der Voraus- 
setzung aus, daß sie in erster Näherung von den Eigenschaften der einzelnen Mole- 
küle bestimmt werden. Die Wechselwirkung zwischen den Molekülen betrachtet 
man dann als Störung. Die ersten Arbeiten über die Theorie der Lichtabsorption 
in einatomigen Molekülkristallen aus Edelgasen stammen von Frenker [99] und 
Pzierıs [100]. Der allgemeine Fall der Lichtabsorption in komplizierteren Mole- 
külkristallen ist von Dawyopow [101] untersucht worden. In diesen Arbeiten wurde 
gezeigt, daß die Besonderheiten der Lichtabsorption und der Lumineszenz in 
Molekülkristallen mit der Wanderung der Energie ım Kristall infolge Resonanz- 
wechselwirkung zwischen den Molekülen zusammenhängen. 

Zur Illustration der in der Theorie benutzten Methoden untersuchen wir die 
angeregten Zustände eines Molekülkristalls am Beispiel eines eindimensionalen 
Kristallmodells, d. h. einer eindimensionalen Kette aus N Molekülen ım Abstand a 
voneinander. Um die Randeffekte zu vereinfachen, stellen wir eine Periodizitäts- 
bedingung: Die große Periode sei L= Na. Die Energiezustände des isolierten 
Moleküls sollen durch die Gleichung 


(H„n — Ei) pl = 0 


bestimmt sein. Der Wert f = 0 gehöre zum Grundzustand des Moleküls. Der Ein- 
fachheit halber werden wir annehmen, daß dıe Molekülniveaus nicht entartet sind. 
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Die Wellenfunktionen ® und die Energieniveaus E des ganzen Kristalls werden 
aus den Gleichungen 


N 1 
(+52 Yun E) 9-0 (130.4) 
n=1 n, m 
bestimmt; dabei ıst 
e? ira) ran) 
Vi; m R?,„ | "arm OR (130.2) 


der in $ 124 betrachtete Operator der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den 
Molekülen n und m; R,m ıst der Abstand zwischen den Molekülmittelpunkten; r,, 
und r„, sind die Koordinaten der Elektronen in den Molekülen. Die Wellenfunk- 
tionen der Elektronen benachbarter Moleküle überlappen sich in Molekülkristallen 
nur wenig, so daß man die Austauscheffekte zur Vereinfachung weglassen kann, 
d. h., man braucht sich nicht um die richtige Symmetrie der Wellenfunktionen des 
Kristalls bei Vertauschungen von Elektronen zu bemühen. Die Wellenfunktion für 
den Grundzustand des Kristalls schreiben wir in nullter Näherung 


N 
= II 9. (130.3) 
n=1 
In erster Ordnung der Störungstheorie ist die Energie des Grundzustandes des 
Kristalls 


1 
E,= NE) an > Ip? V nml p2, 1? dr. (130.4) 


Ein Molekül gehe in den f-ten angeregten Zustand über, die Moleküle seien weit 
voneinander entfernt. Der angeregte Zustand des Systems wird dann durch die 
Wellenfunktion 

vi= ol IT (130.5) 

m(m=+n) 
beschrieben. Werden die Moleküle so weit angenähert, wie es ihrer normalen Lage 
ım Kristall entspricht, dann ist die Anregung nicht mehr auf ein Molekül lokali- 
siert. Die Wellenfunktion des angeregten Kristallzustandes (entsprechend der 
f-ten Anregung eines einzelnen Moleküls kann als Linearkombination der Zustände 


(130.5) geschrieben werden: 
Bf = — Y b„yl. (130.6) 


N11b„|? ist die Wahrscheinlichkeit, daß das Molekül n bei.der gegebenen Anord- 
nung der Moleküle ım Kristall angeregt ist. 

Wir setzen (130.6) in (130.1) ein, multiplizieren mit y*/, integrieren über die 
inneren Variablen der Moleküle und erhalten ein algebraisches Gleichungssystem 
für die Koeffizienten b, und die Energie des Kristalls: 


>’ Mmnön— Ibm=d0. (130.7) 
Die Summation läuft hier über alle Moleküle bis auf das m-te. Das Matrixelement 


Man= [oHok Vampl, pl, dr (130.8) 


m 
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bestimmt den Austausch der Anregungen zwischen dem n-ten und dem m-ten' 


Molekül: 
Ef= ef+ El + I" (Er + [Iehl?Vn,mlpll? dr+ 


1 
+ > > Io, Vomp? dr) s n,m’ = m. (130.9) 


Von (130.9) subtrahieren wir die Energie des normalen Zustands (130.4) und 
erhalten als Anregungsenergie des Kristalls 


AE= ABl + D+ ef, (130.10) 


wobei AEI, die Anregungsenergie eines Moleküls ist. Die Größe 


D= I { [Ipk,?Vrml 99? dr— [199,12 Vnml 991? dr} (130.11) 


ist die Differenz der Wechselwirkungsenergie des m-ten Moleküls mit allen anderen 
Molekülen im angeregten und im normalen Zustand. 

Die Anregungsenergie des Kristalls AE unterscheidet sich also von der Änre- 
gungsenergie eines Moleküls AE, durch die beiden Glieder D und ef. Zur Berech- 
nung von & hat man das Gleichungssystem (130.7) zu lösen. Wegen der Transla- 
tionssymmetrie des Kristalls kann man 


b„= eikna (130.12) 
schreiben, wobei die Wellenzahl k die N diskreten Werte 


he (130.13) 


| N N 
annimmt; » sind ganze Zahlen ım Intervall — <v = 5x Einsetzen von (130.12) 
ın (130.7) ergibt 2 
ed= ei(k)= NM nern m), (130.14) 


Nimmt man nur die Matrixelemente für die Übertragung der Wechselwirkung 
zwischen benachbarten Molekülen mit und setzt 


Mn, m+1 7 M m-ı, m” M, (130.15) 
so wird aus (130.14) einfach 
el(k)= 2M vos ka. (130.16) 


Nach (130.14) wird aus jedem angeregten Zustand eines isolierten Moleküls ım . 
Molekülkristall ein Band von Anregungszuständen, das so viele Unterniveaus ent- 
hält, wie Moleküle im Kristall vorhanden sind. Jedes Unterniveau wird durch 
einen bestimmten Wert der Wellenzahl k festgelegt (s. (130.13)). 

Die erhaltenen Ergebnisse kann man leicht auf dreidimensionale Kristalle ver- 
allgemeinern. Eine Elementarzelle des Kristalls enthalte ein Molekül (der Fall 
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“mehrerer Moleküle wird in [101] behandelt). Die angeregten Zustände werden über 
die Formel (130.10) durch den Quasiimpuls hf bestimmt, wenn 


f)= S Mmetn-m, (130.17) 
n 
n= % nia;, ı=1,2,3 


ist; der Wellenzahlvektor ist 


t- Ir h N; < < N; 
Sum 07 <SiEy. 
wobei b; die Basisvektoren des reziproken Gitters und N, Na N, die Zahl der Mole- 
küle ım Kristall sind. . 
In einem einfachen kubischen Kristall ist, wenn man nur die Übertragung der 
Anregungsenergie auf die nächsten Nachbarn beachtet, 


e(f)=2M N cosk;a. (130.17 a) 


Für kleine ka wırd 


ef()= 6M— Ma?RR. (130.17 b) 


Zu jedem Quasiimpuls f und der Energie (130.17) ım Kristall gehört die Wellen- 
funktion 

1 
N 
Diese Anregungszustände des Kristalls heißen Exzitonenanregungen. Es ist wesent- 


lich, daß die Exzitonenanregungen nicht von der Übertragung eines Elektrons von 
einem Molekül zu einem anderen begleitet werden. Für kleine ka-Werte kann man 


ol - I yheitn, (130.18) 
n 


die Exzitonenanregungen als Quasiteilchen — Exzitonen — mit der effektiven 
Masse 
h2 
2a?M 
auffassen. 


Zur Bestimmung der Auswahlregeln für die Übergänge aus dem Grundzustand 
®, in den angeregten Zustand © infolge von Lichteinwirkung hat man das 
Matrixelement 


Be = <Dhjei (AV) Do) 
zu berechnen; darin sind 7 = I, Vn, @ der Wellenzahlvektor der Lichtwelle und 


n 
U, die Amplitude des Vektorpotentials. Wir setzen die Wellenfunktionen (130.3) 
und (130.18) ein und formen das Matrixelement um in 


1 
Biyz Zw S ei@-p n f orte) dr. (130.19) 
n 


tn ist die Koordinate des Elektrons im n-ten Atom. Die Integrale in (130.19) ent- 
sprechen den Matrixelementen für die Übergänge in einem isolierten Molekül. Da 
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alle Moleküle gleich sind, hängen diese Integrale nicht von der Nummer des Mole- 
küls ab und sind 


Bo = ef ET) Ed Neid, (130.19) 
n 


Aus (130.19a) folgt: In einem idealen Molekülkristall mit fixierten Molekülen sind 
nur dann Übergänge unter Lichteinwirkung möglich, wenn die Auswahlregeln 


t=09 (130.20) 


erfüllt sind. Diese Auswahlregeln sind der Impulssatz bei der Absorption und 
Emission von Licht. Obwohl das Band der Exzitonenanregungen relativ breit ist, 
werden von Licht nur solche Exzitonen angeregt, deren Wellenzahlvektoren Ef die 
Bedingung (130.20) erfüllen. | 

Es gilt O0 = 2r/A mit der Lichtwellenlänge A und k — 1/a mit der Gitterkon- 
stanten a; Q ist daher rund 103mal kleiner als.k. Man kann daher die Bedingung 
(130.20) durch die genäherte Gleichung k = 0 ersetzen. 

In realen Kristallen kann die Auswahlregel (130.20) wegen der Inhomogenitäten 
und der Defekte des Gitters verletzt sein. Außerdem muß man die Gitterschwin- 
gungen beachten. Gleichzeitig mit der Exzitonenanregung können auch Pho- 
nonen mit den Wellenzahlvektoren q absorbiert und emittiert werden. In diesem 
Falle lautet die Auswahlregel 


= Q+g. (130.24) 


Nach der Auswahlregel (130.21) können fast alle Exzitonenzustände des Kristalls 
angeregt werden. Infolgedessen sind die Absorptionsbanden der Molekülkristalle 
relativ breit und kompliziert. Die Theorie der Exzitonen mit Einschluß der Gitter- 
schwingungen ist in den Arbeiten [102] entwickelt worden. Neuere Arbeiten über 
die Theorie der Exzitonenzustände in Festkörpern sind in den Übersichtsartikeln 
von TanaxA und McCrvre [103] dargelegt. | 


XIV. ZWEITE QUANTISIERUNG EINES SYSTEMS 
AUS GLEICHARTIGEN BOSONEN 


$ 131. Besetzungszahldarstellung für einen harmonischen Oszillator 


In Kapitel IV haben wir verschiedene Darstellungen der Wellenfunktionen und 
der Operatoren in der Quantenmechanik untersucht. Beim Studium von Systemen 
aus sehr vielen Teilchen ist es nützlich, eine neue Darstellung zu verwenden — die 
Quantenzahl- oder Besetzungszahldarstellung. Die Untersuchung quantenmecha- 
nischer Systeme in der Besetzungszahldarstellung steht sehr häufig im Zusammen- 
hang mit der Methode der zweiten Quantisierung. Bei der Methode der zweiten 
(Quantisierung wird das System der Teilchen als ein Feld beschrieben, die Teilchen 
werden als Quanten eines Feldes angesehen. Die Wechselwirkung zwischen den 
Teilchen wird durch andere Felder realisiert, deren Quanten andere Teilchen sınd. 
Die Felder der betreffenden Teilchen werden als dynamische Variable aufgefaßt. 
Sie sind Funktionen der drei Ortskoordinaten und der Zeit. Diese Koordinaten 
legen die Punkte im Raum fest und sind nicht die Koordinaten der Teilchen. Da 
die Teilchen als Quanten eines Feldes angesehen werden, ist die Methode der 
zweiten (Juantisierung besonders zur Untersuchung von Systemen mit veränder- 
licher Teilchenzahl geeignet, d. h. von Systemen, in denen sich die Teilchen inein- 
ander umwandeln. Diese Methode erleichtert auch das Studium von Systemen aus 
sehr vielen gleichen stabilen Teilchen beträchtlich. 

Wir wollen uns mit der Besetzungszahldarstellung am eindimensionalen harmo- 
nischen Oszillator vertraut machen. An diesem einfachen Beispiel werden wir eine 
Reihe von Begriffen der Besetzungszahldarstellung kennenlernen. 

In $33 haben wir gesehen, daß man den Hamilton-Operator für einen harmo- 
nischen Oszillator in der Form 


h d? hi 
19-2 (2-5)- 5 @+ Pd) (131.1) 


mit der dimensionslosen Variablen & schreiben kann. & hängt mit der Teilchen- 
masse m, der Kreisfrequenz w und der Koordinate z folgendermaßen zusammen: 


Mo 
E=a ll ——. 


h 


Die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators 


E,= ho (" + 5) u. Due 
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werden durch eine Quantenzahl n bestimmt, die alle positiven ganzen Zahlen 0), 


1,... annimmt. In $ 33 ist auch gezeigt worden, daß man statt des Ortsoperators 
& = E und des Impulsoperators 9; = ze beiden anderen Operatoren 
1 Ö 1 
Be E+ 2) == : 131.2 
75 (Et ae) Et ine (131.2) 
1 Ö 1 
Ei (£-)--; 2.15, 131.3) 
75 €) "75 (E-1P: ( 


einführen kann, die die Vertauschungsregeln 


[a, at] = aa! —- ala= 1 (131.4) 
erfüllen. 
Mit Hilfe von (131.2) und (131.3) kann man den Hamilton-Operator (131.1) 


durch die neuen Operatoren ausdrücken: 


h 
H= . (aa! + ala) = ho (a'a + 5) (131.5) 


Alle anderen Operatoren für den harmonischen Oszillator sind Funktionen von € 


und wi daher kann man auch sie mit Hilfe von (131.2) und (131.3) durch die 


dE 
Operatoren a und a? ausdrücken. Insbesondere sind 
1 ö 1 
E= — (a+taN), — = —(a-a?). 131.6) 
et, genen ( 


Wie in $ 33 gezeigt worden ist, wird die Anwendung der Operatoren a und a! 
auf die Wellenfunktionen %,„ durch die Beziehungen 


ayn= Ynyn-ı; (131.7) 
a'y, = Yn+ ip +1 


beschrieben. Die Angabe der Quantenzahl n legt den Zustand des Oszillators 
vollständig fest. Wir wollen die Einquanten-Anregung für n = 1 Einphononen- 
Anregung nennen, n = 2 Zweiphononen-Anregung usw., oder mit anderen Worten, 
wir werden jedes Quant bei der Anregung der Öszillatorschwingungen ein Phonon 
nennen. In dieser Ausdrucksweise ist die Quantenzahl n die Zahl der Phononen 
in dem betreffenden Zustand. Jedes Phonon hat die Energie kw. Im Zustand %y, 
sind n Phononen mit der Energie nhw vorhanden. Dieser Zustand wird durch die 
Funktion |n) beschrieben, die wir als Funktion der unabhängigen Veränderlichen 
n, der Phononenzahl in dem betreffenden Zustand, auffassen wollen. Die Opera- 
toren a und a! wirken folgendermaßen auf diese Funktion: 


alny>= YnIn— 13, alln= Yn+iln+ 13% (131.8) 


Diese Darstellung der Funktionen und Operatoren heißt Quantenzahl- oder Be- 
setzungszahldarstellung. Die Operatoren a und a! wirken auf die Besetzungs- 


36* 
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zahlen n (Phononenzahlen). Der Operator a verringert die Phononenzahl um 1 und 
wird als Vernichtungsoperator der Phononen bezeichnet. Der Operator a? ver- 
größert die Phononenzahl um 1 und heißt Erzeugungsoperator der Phononen. Die 
Operatoren a und a! werden durch die Beziehungen (131.4) und (131.8) voll- 
ständig bestimmt. Die konkrete Gestalt dieser Operatoren ist unwesentlich. 
Unter Verwendung von (131.8) können wir zeigen, daß die Anwendung des 
Operatorsn = a! a auf die Funktion |r) die Multiplikation dieser Funktion mit n 
bedeutet. Anders gesagt, ist der Operator für die Phononenzahl n in der Beset- 
zungszahldarstellung diagonal, und seine Eigenwerte sind die Phononenzahlen 
in den betreffenden Zuständen. Da der Hamilton-Operator (131.5) nur den Opera- 
torn =a!a enthält, ist er in der Besetzungszahldarstellung diagonal, und seine 


1 
Eigenwerte FE, = holn +) sind die Energie des Systems. 


Die Eigenfunktion des Grundzustandes (Zustand ohne Phononen) in der Be- 
setzungszahldarstellung sei |0). Durch n-malige Anwendung des Erzeugungs- 
operators a? kann man die Wellenfunktion des Zustandes mit n Phononen er- 
zeugen: 


1 


In! 


Man setzt in der Besetzungszahldarstellung gewöhnlich |0) = 1. Die durch (131.9) 
definierte Funktion |n> ıst dann ebenfalls auf 1 normiert. Der Grundzustand des 
Systems, der durch die Funktion |0) beschrieben wird, ist der Vakuumzustand. 
Man kann den Vakuumzustand durch die Bedingung 


a|l0> = 0 


In) = 


(at)r10>. (131.9) 


definieren, d.h., die Anwendung des Vernichtungsoperators auf den Vakuum- 


EN: 1 
zustand ergibt 0. Die Energie des Vakuumzustandes ist A, = 7 ho. 


Die Besetzungszahldarstellung ist also die Beschreibung der Oszillatorschwin- 
gungen in der Sprache der Anregungsquanten, der Phononen. Alle Phononen sind 
in diesem Falle gleich, und ein Zustand ist durch die Angabe der Phononenzall ein- 
deutig festgelegt. Die Wellenfunktion in der Besetzungszahldarstellung hängt 
nur von einer Veränderlichen ab — von der Phononenzahl. 

Ersetzt man im Hamilton-Operator (131.1) die Operatoren & und p: durch die 
klassischen Größen, so erhält man die Hamilton-Funktion der klassischen Me- 
chanık 


how 
Ay = = (£?+ p2), 


wobei & und p;z reelle kanonisch konjugierte Variable sind. Gehen wir von diesen 
reellen Veränderlichen zu den komplexen Veränderlichen 


1 1 

a=——-(&-ip), a*=——-(ö+ ip) (131.10) 
y2 y2 

über, dann wird aus der Hamilton-Funktion 


Hyı= hvaa* = hwara. 
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Beim Übergang von der klassischen Hamilton-Funktion zum Hamilton-Operator 
(131.5) der Quantenmechanik sind in der symmetrisierten Hamilton-Funktion 


Ha= 2 (aa* + a*a) - (131.14) 


die komplexen Größen a und a* durch die Operatoren a und a? zu ersetzen, die die 
Vertauschungsregeln (131.4) erfüllen. Durch dieses Verfahren erhalten wir sofort 
den Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung. Dieser Übergang von 
der klassischen Hamilton-Funktion zum quantenmechanischen Operator wird als 
zweite Quantısierung bezeichnet. Diese Quantisierung ist mit der üblichen Quantıi- 
sierung identisch, bei der in der Ortsdarstellung die Koordinaten und die dazu 
kanonisch konjugierten Impulse durch die entsprechenden ÖOperatoren ersetzt 
werden. 

Die Operatoren des harmonischen ÖOszillators in der Besetzungszahldarstellung 
kann man als unendliche Matrizen schreiben. Zum Beispiel sind die nicht-hermi- 
teschen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 


oO yı0. 00 .) 
ooyl0.. yi0. : 
a=|. 0730.» a=!0y20 ..17 
0 | 050 .| 
U: J J 


In dieser Darstellung ist deutlich zu sehen, daß die Operatoren @ und a? zuein- 
ander hermitesch konjugiert sind. Der Operator für die Phononenzahl wird durch 
eine Diagonalmatrix dargestellt: 


(131.12) 


0 1 0 
» 11 = x ; 123 = usw. 


. | 
| | 


Wir wollen jetzt ein System aus zwei gleichen harmonischen Oszillatoren be- 
trachten, die miteinander wechselwirken. Die Wechselwirkungsenergie sei dem 


0) = 
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Produkt der Verschiebungen aus den Ruhelagen proportional. Der Hamilton- 
Operator kann in der Form 


K(&ı&)= H(&)+ H(&) + 


Mo MD 
= ra. = Ve, 
D 


H(2,) = (a- 8)" H)= (3-8) 


geschrieben werden. Mit Hilfe der Beziehungen 
oo @ 
n= en (+), m= Ve (&ı- &3) 


w= + —, w= w— — 
m m 


Ah 
&&, (131.13) 
149) 


mit 


und 


gehen wir im Operator (131.13) zu neuen (Normal-)Koordinaten über. In den 
neuen Veränderlichen zerfällt der Operator (131.13) in eine Summe zweier Opera- 
toren, dıe zu zwei effektiven, nicht wechselwirkenden Oszillatoren mit den Fre- 
quenzen &ı und ws gehören: 


ho 02 ho, 2 
Anm) = (M-47)+ (M- Sr)" 131.13a) 
Rei u ara \ 
Der Übergang zum Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung erfolgt, 
indem man durch die Beziehungen 


— 1 ’ Der ge 2 
Ö I ons, 
A b ’ he (131.14) 


A!'= = ( a). At = ( = Br 
ii y2 N17 on 2 y2 n2 On 


Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für die Phononen vom Typ ho, und kw 
einführt. In der Besetzungszahldarstellung ist also der FHamilton-Operator des 
Systems diagonal: 


Aı = 


h 
H= hojATA, Zn hw2AJA3 Ar I (wı = 3) . 


Die stationären Zustände des Systems werden durch die Wellenfunktionen 
INıNa> zu den Energien 


Rh 
E= hoıN, + hw, Na re 


5 (wı + ws) 


beschrieben; dabei sind N, und Na die Eigenwerte der Teilchenzahloperatoren für 
die beiden Phononensorten AA, und A}A,. Die Operatoren (131.14) gehorchen 
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den Vertauschungsregeln 
[A,, Aa] = [AT,A}]=0, [A,4A}]=8ı, vi=1,2... (131.15) 


Die Phononenanregungen entsprechend den stationären Zuständen |N, Na) be- 
deuten eine Anregung des ganzen Systems, d. h. eine gleichzeitige Anregung beider 
Oszillatoren. Zum Beispiel beschreibt der Zustand |10) eine Einphononen-An- 
regung beider Oszillatoren mit der Anregungsenergie hwı. 

Will man die Quantenanregungen der einzelnen Oszillatoren verfolgen, so 
kann man zur Besetzungszahldarstellung übergehen, indem man die Operatoren 


ee ee 
= lei? ze) I ua: 
08 08 
ne y2 j (131.16) 
Ile) ya 88 
einführt, die den Vertauschungsregeln 
fa, @]= [at,al]=0, [a,a/]=8;, ui=1,2 
genügen. In diesem Falle ist der Hamilton-Operator des Systems 
j t a tat trat 
H= holajaı + ala +1)+ DER (ma, + ala) + ayas+ ajan]. (131.17) 


Dieser Operator ist in den Phononenzahlen rı und ny nicht diagonal. nı und na 
sind die Eigenwerte der Operatoren ala, und ala,, die die Anregungen der ein- 
zelnen Öszillatoren (ohne Wechselwirkung) kennzeichnen. Mit anderen Worten, 
die Wellenfunktionen 


Irnına> = (nı! na! )= 1/2 (afyı(a a!)"2|0) 


sind keine Eigenfunktionen des Operators H. War zu einer gewissen Anfangszeit 
ein Oszillator angeregt, zum Beispiel nı = 1, na = 0, dann geht das System nach 
einer gewissen Zeit in den Zustand nı = O,na = 1 über, danach wieder in den 
Zustand nı = 1, na = 0 usw. In den Zwischenzeiten haben beide Zahlen nı und 
na überhaupt keinen bestimmten Wert. Je kleiner der Parameter A ist, desto 
länger wird die Zeit, in der der Anfangszustand erhalten bleibt, daß ein Oszillator 
unabhängig angeregt ıst. 

Der Übergang von den Operatoren a,, ....,a! zu den Operatoren A,,..., A} 
kann durch diejenige kanonische Transformation erfolgen, die den Hamilton- 


Operator (131.17) diagonalisiert. 
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Wir wollen kleine Gitterschwingungen in Kristallen untersuchen. Eine Elemen- 
tarzelle des betrachteten Kristalls sei durch die drei Basısvektoren aı, ag und az 
gekennzeichnet und enthalte o Atome. Um Schwierigkeiten im Zusammenhang 


554 XIV. Zweite Quantisierung eines Systems aus gleichartigen Bosonen 


mit der Stetigkeit der Wellenzahlvektoren zu vermeiden, stellen wir als Rand- 
bedingung eine Periodizitätsforderung mit den großen Perioden N,a,, Naaa, Naaz3. 
Diese Randbedingungen entsprechen einer unendlich häufigen Wiederholung des 
Grundkristalls ın allen Richtungen; der Grundkristall enthält N = N, N) N3 
Elementarzellen und No Atome. 

Die Ruhelagen der Atome im Grundkristall bezeichnen wir durch die Gitter- 


3 
vektoren n = I n;a; (Lage der Elementarzelle) und durch die Zahl & (Lage des 


Atoms in der Elementarzelle). &%, sei die z-Komponente der Verschiebung eines 
Atoms aus der Ruhelage. Wir beschränken uns in der Entwicklung der poten- 
tiellen Energie nach den Verschiebungen auf die quadratischen Glieder und be- 
kommen als Energie kleiner Schwingungen der Atome um die Ruhelage (kleiner 
Gitterschwingungen) 


1 ’ 
Ha=z 3 jr (+ 3 Ann) Eh. 2 (132.1) 
n,o,x n’ 
Die klassische Bewegungsgleichung ist in diesem Falle 
M ee + P3 2 (nn) a0. (132.2) 
n’a’x’ 


In den Ausdrücken (132.1) und (132.2) ist M, die Masse des Atoms an der Stelle « 
in der Elementarzelle; die Koeffizienten 42%, (n — n’) hängen nur von der Diffe- 
renz n — n’ ab, aber nicht von rn und n’ einzeln. Diese Koeffizienten bilden eine 
Differenzmatrix in bezug auf n und n’; jedes Element dieser Matrix ist eine end- 
liche Matrix mit den Indizes x und «. 

Wegen der Translationssymmetrie des Kristalls kann man die Lösung von 


(132.2) in der Form 


Ena(9) = ©(9) exp filan + @gi)) (132.3) 
ansetzen. Um die Periodizitätsbedingung (Randbedingung) zu erfüllen, muß man 
3 v; 
on 


setzen; die b,; sind darin die in $$ 114 und 126 definierten reziproken Gitter- 
vektoren, die »; sind ganze Zahlen aus dem Intervall 


an, i=41,2,3. 
Der Wellenzahlvektor q nımmt also N verschiedene Werte ın der ersten Brillouin- 
schen Zone an. Für N oo ändert sıch der Vektor q stetig. Die Vektoren e,(q) 
geben die Schwingungsrichtungen in der fortschreitenden ‚Welle (132.3) mit dem 
gegebenen Wellenzahlvektor q an. Die kartesischen Komponenten dieser Vektoren 
ergeben sich als Lösungen des Gleichungssystems 


> Le%(g) ei — wM,e=0, (132.4) 


x’ a’ 
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das durch Einsetzen von (132.3) in. (132.2) entsteht. Die Koeffizienten des Glei- 
chungssystems (132.4) 
Le;(a) = I Arz(n— w) exp fia(n- w)} 
= 
bilden eine hermitesche Matrix. 

Die Quadrate der Eigenfrequenzen der kleinen Gitterschwingungen ergeben 
sich für jeden Wert des Wellenzahlvektors q aus der Lösbarkeitsbedingung des 
Gleichungssystems (132.4). Diese Bedingung liefert eine Gleichung vom Grade 30, 
wenn 30 die Zahl der Freiheitsgrade in einer Elementarzelle ist, 


| L22/(a)— aM dar dual = 0: 


ac’ aa’ 


Alle 30 Wurzeln dieser Gleichung sind reelle (die Matrix L?*. ist hermitesch) und 
positive (die Ruhelagen entsprechen Energieminima) Funktionen von q. Von 
allen 3o Frequenzen w;(j =1,2,..., 30) sind drei Frequenzen für q = OÖ gleich 
Null. Diese Lösungen sind die akustischen Schwingungszweige. Für sie werden 
alle Atome einer Elementarzelle in gleicher Phase verschoben. Die restlichen 
3 (a — 1) Frequenzen sind für q = 0 von Null verschieden. Diese Lösungen sind 
die optischen Schwingungszweige. Ist pro Elementarzelle nur ein Atom vorhanden 
(a = 1), so gehören alle drei Wurzeln zu den akustischen Zweigen. Sind unter den 
30 Frequenzen einige gleich, so spricht man von einer Entartung. 

Zu jeder Frequenz w;(q) gehört ein bestimmter Satz reeller Vektoren e,;,, der 
sich als Lösung der homogenen Gleichungen (132.4) ergibt. Wir versehen diese 
Vektoren mit dem Index ;, der 3o Werte annimmt. Diese Vektoren bilden ein 
Orthogonalsystem, das man zweckmäßig nach der Vorschrift 


Sepyes; (132.5) 
a—=1 


normiert. Die elementaren Verschiebungen des Atoms & in der Zelle n entspre- 
chend dem j-ten Schwingungszweig für den Wellenzahlvektor q sind 


Ei (a) = eailq) exp fikan+ w;(a) N}. 


Beliebige Verschiebungen desselben Atoms können als Überlagerung von 
Elementarverschiebungen zu allen Schwingungszweigen und allen möglichen 
Wellenzahlvektoren q dargestellt werden. Die Elementarverschiebungen &} (q) 
sind als komplexe Größen geschrieben worden. Die Verschiebungen der Atome 
müssen reelle Größen sein. 

Eine beliebige reelle Verschiebung kann man in der Form 


h 2 
Era 7 a Eraree ez;(q) fa,jei" A agje-ien) (132.6) 
schreiben. Es ist zweckmäßig, den Normierungsfaktor wie in (132.6) einzuführen. 
Die Zeitabhängigkeit der Auslenkungen aus der Ruhelage ist in den Koeffizienten 
@,j enthalten, dabei ıst 

dagj 


er 10;(q) Agj- (132.7) 
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Jeder Summand in (132.6) stellt eine ebene Welle in Richtung des Wellenzahl- 
vektors q dar. 
Wir setzen (132.6) in (132.1) ein und berücksichtigen, daß für genügend große N 


die Gleichung 
>’ exp {ifq— a’) n!= Nögg (132.8) 
n 
gilt. So erhalten wir für die Gesamtenergie der Gitterschwingungen 
1 
Ha= 75 rar) [agjag; + Agjägj}- (132.9) 


Aus dem Vergleich der Energie (132.9) mit (131.11) ersehen wir, daß man 
(132.9) als Summe der klassischen Hamilton-Funktionen unabhängiger Oszilla- 
toren für jeden Wert von ; und q auffassen kann. Die Gesamtzahl dieser Oszilla- 
toren ist 3oN. 

Wie in $131 ersetzen wir die komplexen Amplituden a,; und ag; durch die 
Operatoren 


r 
Agj> Agj» 
die die Vertauschungsrelationen 
ea se. Tasse: 132.10) 
[Agj, ag] = lag, agy]= 0, lag ag] = dagdjj (132. 


erfüllen, und erhalten den quantenmechanischen Hamilton-Öperator in der Be- 
setzungszahldarstellung 


H= Y ho;(g)a,j;a,;+ Ev, (132.11) 
au 
wobei 
1 
Eo=— I ho;lg) 
231 


die Energie des Grundzustandes ist oder, wie man sie oft nennt, die Energie des 
Vakuums. Normalerweise zählt man die Energie eines Systems von der Energie 
des Vakuumzustandes an. 

|0> sei die Wellenfunktion des Vakuumzustandes. Die Wellenfunktion 


May? = ag;l0) 


beschreibt einen Zustand mit einem Phonon — einem Schwingungsquant des 
J-ten Zweiges mit dem Wellenzahlvektor q. Die Phononenenergie ist Aw;(q). Jede 
solche Anregung — jedes Phonon — entspricht einer Schwingung aller Atome im 
Kristall. Die Phononenanregungen des Kristalls sind mit anderen Worten kollek- 
tive Eigenschaften der wechselwirkenden Atome in einem Festkörper. 

Ein Zustand mit n Phononen derselben Sorte wird durch die Wellenfunktion 


Ing? = (ng;!)='/2(a} ;)r10) 


beschrieben. Zu diesem Zustand gehört die Phononenenergie An,;w;(). 
Da die Wellenfunktion des Zustandes mit n gleichen Phononen nur von der 
Phononenzahl abhängt, ändert sie sich bei der Vertauschung von Phononen nicht 
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(symmetrische Funktion). Die bei Vertauschung gleicher Teilchen symmetrischen 
Funktionen beschreiben Bose-Teilchen. Die Elementaranregungen der Gitter- 
schwingungen in einem Festkörper — die Phononen — sind also Bose-Teilchen 
oder Bosonen. Die Phononen müssen der Bose-Einstein-Statistik gehorchen. In 
jedem Quantenzustand können beliebig viele Phononen sein. 

Im allgemeinen wird der Zustand der Gitterschwingungen im Kristall durch die 
Zahl der verschiedenen Phononen in diesem Zustand angegeben. Die Wellen- 
funktion eines solchen Zustandes ist 


I---Rgje ++ )- 


Bei Festkörpern mit nur einem Atom pro Elementarzelle gehören die Phononen- 
anregungen nur zu den drei akustischen Schwingungszweigen (j = 1, 2, 3). Diese 
werden für jeden Vektor q durch die drei aufeinander senkrechten Polarisations- 
vektoren e&, &ı und ey festgelegt. In einem isotropen Körper hat einer dieser Vek- 
toren die Richtung des Wellenzahlvektors und gehört zu longitudinalen Schall- 
wellen. Die beiden anderen Polarisationsvektoren stehen senkrecht auf q und ent- 
sprechen zwei transversalen Schallwellen. 


Bei gegebener Richtung von q haben die beiden transversalen Wellen dieselbe Ge- 
schwindigkeit, die aber kleiner als die Geschwindigkeit der longitudinalen Welle ist. In 
einem anisotropen Kristall haben die drei Wellen zu den drei Polarisationsvektoren e;, & 
und eg für einen bestimmten Ausbreitungsvektor q verschiedene Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten. Im allgemeinen liegt dabei kein Polarisationsvektor in der Richtung des Aus- 
breitungsvektors. Die Schallwellen sind daher weder longitudinal noch transversal. Aber 
auch in diesen Kristallen kann man die Schallwellen für einige ausgezeichnete Richtungen 
des Vektors q in longitudinale und transversale Wellen einteilen. 


Nach (132.6) wird die Verschiebung des Atoms am n-ten Gitterplatz bei einer 
Anregung des j-ten Schwingungszweiges für einen Kristall mit einem Atom pro 
Elementarzelle durch die Formel 


h 
3 ign e -ign 
= EB Mm 2 ee [a,jeit + agje im] (132.12) 


gegeben, wenn M die Masse des Atoms ist. Der Verschiebungsoperator ergibt 
sich aus &„;, indem man von den komplexen Amplituden a,; und ag; zu den Ver- 
nichtungs- und Erzeugungsoperatoren der Phononen übergeht. Dabei kann der 
Operator &,; als Summe zweier Glieder geschrieben werden: 


u ee, (132.13) 
wobei 
a Rh ; 
er = Ver: e;(q) @7'"(q) ae" (132.14) 
q 
dem Vernichtungsoperator der Phononen entspricht und 
24) _ Rh Sieh 


dem Erzeugungsoperator der Phononen. 
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Von den Verschiebungsoperatoren für das n-te Atom im Gitter (132.13) kann 
man formal zum Operator für eine stetige Verschiebung gelangen — zum ÖOpe- 
rator des Verschiebungsfeldes: 


| Er, (132.16) 
mit 
= yardte-n: Km en, 
oder “ " 
&(-) ix h u. ‚oigt 
= Sl e;(q) agjei®t, (132.16a) 
EHI _ Ri ee 
Hn)= Aeren e;(a) alje-ie, (132.16b) 


o ist die Dichte, V das Volumen des Festkörpers. Wir verwenden die oben an- 
gegebenen Ausdrücke und die Vertauschungsrelationen (132.10) und finden sofort 
die Vertauschungsrelationen (für feste gleiche Zeit, die nicht explizit geschrieben 
wird) für die Operatoren des Verschiebungsfeldes (132.16) in verschiedenen Raum- 
punkten 


= B | ge. P oE 
j gE < 
el&i), u =ıhö(’ — rt) Öjı- 


Beim Übergang zur quantenmechanischen Beschreibung hat man das klassische 
Verschiebungsfeld als Operatorfeld aufzufassen, wie wir aus den Vertauschungs- 
regeln (132.17) entnehmen. Zum Verschiebungsoperator $;(r) im Punkt r zur 
Zeit t gehört der kanonisch konjugierte Operator 

E 08 ,(e) 
rt) —=_ FT; . 


S 133*. Wechselwirkung der Leitungselektronen mit den Gitterschwingungen 
in einem Festkörper 


Als Beispiel für die Anwendung der im vorigen Paragraphen erhaltenen Ergeb- 
nisse behandeln wir die Wechselwirkung der Leitungselektronen mit den Gitter- 
schwingungen. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, das Gitter enthalte pro 
Elementarzelle ein Atom. 

Sieht man von den Gitterschwingungen ab, so ist die potentielle Energie eines 
Elektrons. ım Kristall eine periodische Funktion mit der Periode des Gitters: 
Volt) = >, Wr — n). Infolge der Gitterschwingungen ändern sich die Orte der 


n 
Atome: n>n + &, mit &, = D Euj. Die Verschiebungen £,; für den j-ten Schwin- 
J 
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gungszweig sind durch (132.12) gegeben. Bei kleinen Auslenkungen aus der Ruhe- 
lage ist die potentielle Energie eines Elektrons 


Ve)= Vol) + I ElVnWee- m). (133.1) 


Der Hamilton-Operator des Systems aus Elektron und Kristall kann also ın der 
Form | 


H=H,+H,vÜ)+B; (133.2) 
geschrieben werden; 
2 
H,=r 276) (133.3) 
2m 


ist der Hamilton-Operator für ein Elektron der Masse m im periodischen, nicht 
durch Gitterschwingungen gestörten Kristallfeld; 


H,= 5 &E{VnW(t- n)} >> [E;@1V,W(e- y)} di (133.4) 


ist der Hamilton- -Operator S die Wechselwirkung des Elektrons mit den Gitter- 
schwingungen (dabei ist 5;() = &uj(d — n), und der Operator Bj wird durch 


die Gleichung (132.13) definiert); 
1 1 
H,=— >, hogj (at;as; = 5) 
a) 


ist der Hamilton-Operator der Gitterschwingungen. 
Ohne Wechselwirkung zwischen Elektron und Gitterschwingungen wird der 
Zustand des Elektrons ım Leitungsband durch die Bloch-Funktion 


yılr) = (NO) eier) (133.5) 


beschrieben, wo N die Zahl der Elementarzellen im Grundkristall, 2 das Volumen 
einer Elementarzelle, At der Quasiimpuls des Elektrons und E(f) die Energie des 
Elektrons für den betreffenden Quasiimpuls ist. Der Einfachheit halber betrachten 
wir den Fall 

h?k2 
x? 


E(t) x (133.6) 


N 
S 


m”* ist die effektive Masse des Elektrons im Leitungsband. Dabei haben wir einen 
konstanten Summanden in der Energie weggelassen, weil wir uns nur für die 
Energieänderung interessieren werden. Die freien Gitterschwingungen werden 
nach $ 132 durch die Wellenfunktionen |... ng; . ..> beschrieben, d. h. durch die 
Angabe der Zahl der verschiedenen Phononen in diesem Zustand. 

Im Anfangszustand seien n,; Phononen vorhanden, und das Elektron habe 
den Quasiimpuls Af. Zu diesem Zustand gehört die Wellenfunktion 


li) = Ingj? Yet). 


Sehen wir uns die Endzustände an, die aus dem Anfangszustand entstehen, wenn 
im Kristall noch ein Phonon der Sorte (q, j) angeregt wird (d. h., im Endzustand 
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gibt es ng; + 1 Phononen und ein Elektron mit dem Quasiimpuls AP). Dieser 
Zustand hat die Wellenfunktion 


If> = INgj nm 1, ve(t) ! 


Nach der Störungstheorie ist die Übergangswahrscheinlichkeit aus dem Zu- 
stand |:> in den bestimmten Zustand |f> 


2 j 
Pi= — fa? S(E,- Ei), (133.7) 
wenn 


h’k? 


 Im* 


E; + nojhw;(a) 


die auf den Vakuumzustand bezogene Anfangsenergie und 
42172 
 Im* 


die Energie des Endzustandes ist. Die ö6-Funktion in (133.7) bedeutet, daß bei 
diesem Übergang der Energiesatz erfüllt ist: 


h 


2 
2m* 


Er + (ng; + 1) ho;(g) 


E— E;= —— (KR?) + Aho,lg) = 0. (133.8) 


Zur Berechnung der Emissionswahrscheinlichkeit eines Phonons ist das Matrix- 
element in (133.7) auszuwerten. Wir benutzen die Ausdrücke (133.4) und (133.5) 
und bringen das Matrixelement in die Form 


1 R 
<fIH „>= {ng;+ 1 72] 8:0) (V,Fo)}dy|ngj2. (133.9) 
J 


Darın ıst 


F)= [et-Mruf(e) Wir 9) urle) d’r 


eine Funktion mit gleichen Werten auf gegenüberliegenden Flächen des Parallel- 
epipeds, das das Grundvolumen V = N 2 begrenzt. Wir integrieren in (133.9) 


partiell und bekommen 


ES 1VoE0)) FO) 


Die Phononenzahl ist im Endzustand um 1 größer als im Anfangszustand. Man 
braucht daher im Operator 5;(y) (132.16) nur den Teil zu nehmen, der die Er- 
zeugungsoperatoren enthält. Dabei ist 


> 1/2 
sv) 2 

J jan y @g; 

In isotropen Kristallen entspricht von den drei akustischen Schwingungszweigen 
ein Zweig longitudinalen Schallwellen. Für diesen Schwingungszweig ist der 
Polarisationsvektor parallel zum Wellenzahlvektor q, das haben wir in $ 132 be- 
sprochen. Aus (133.11) folgt, daß nur die longitudinalen akustischen Wellen mit 


e-imal, Syn). (133.11) 
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dem Elektron wechselwirken. j 4 gehöre zu den longitudinalen akustischen 


Wellen; (133.11) erhält dann die Gestalt 
GE h 12 janat. 3 
2 5,0) -- Z lam- “7 N); 


Diesen Ausdruck und F(y) setzen wir in das Matrixelement (133.10) ein und 
erhalten (wenn wir den Index 1 weglassen) 


h . 4 
<FIH „lU> =] nl gngt 1lag|ng> X 
q 
1702 I ea fet-Nruf(e) W(r-— n) us(t) dr. 
n 


Wir setzen t= n-+ 8, wobei ö den Ort des Punktes in der n-ten Elementarzelle 
festlegt. Auf Grund der Periodizität der Funktionen u, können wir das letzte 
Integral auf ein Integral über eine Elementarzelle zurückführen: 


u ‚,d’r= Weitt-)n, 


Weiter verwenden wir 
(ngt+ 1lalln,) — Yng+ 1 
und bekommen 
. [Ans + 2172 — 
H„li> = . i(t- 
FI „iD a) Way & exp {il a)n}. 
Die Summe im letzten Ausdruck ist nur unter der Bedingung 


t-f—- q=2tnri (133.12) 


von Null verschieden; ? ist ein reziproker Gittervektor. Die Bedingung (133.12) 
ist der Erhaltungssatz für die Quasiimpulse des Elektrons und des entstehenden 
Phonons. Sehen wir uns den Fall? =0Oan,d.h. 


t=fF+og. (133.13) 
Gilt die Bedingung (133.13), so ist die Summe I expit— P—a)n= N und 
n 
folglich 


kin, + 1)]°? 
<FIH WIE> > iaW| LER ] Ög, ’+g- (133.14) 


Übergänge unter Emission longitudinaler Phononen sind nur möglich, wenn 
der Energiesatz (133.8) und der Impulssatz (133.12) erfüllt sind. Wir setzen den 
Wert von F aus (133.13) ın (133.8) ein und finden die Gleichung (für ; = 1) 


R2= (t— q)?+ 2m*hio.. (133.15) 
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Wir wollen den einfachsten Fall von Schallschwingungen betrachten. Dabei 
hängt die Frequenz folgendermaßen von der Wellenzahl g ab: 


gg; 


wobei s die Geschwindigkeit der longitudinalen Schallwellen im Festkörper ist. 
Durch die Gleichung fq = kg cos 6 führen wir den Winkel 0 zwischen der Emissions- 
richtung des Phonons und dem Impuls des Elektrons im Anfangszustand ein. Man 
kann nun (133.15) in die Gestalt 


h/, q 
= —z[k cos d -4) 
bringen. Für das Dispersionsgesetz (133.6) ist 


Ak 
mt 


wenn v die Geschwindigkeit des Elektrons im Anfangszustand ist. Man kann daher 
die letzte Gleichung, die die Bedingung für die Emission eines Phonons durch das 
Elektron beinhaltet, umformen in 


hq 
s= v cos 0-58 (133.16) 


Mit denselben Bezeichnungen ist 


72q? 
Er— E;i= —— + Äfq (s—vcos®). (133.17) 


2 m* 


Nach (133.16) emittiert das Elektron nur dann ein Phonon, wenn seine Ge- 
schwindigkeit größer als die der longitudinalen Schallwellen im Festkörper ist 
(das ist eine ähnliche Bedingung wie bei der Tscherenkow-Strahlung). Fürv> s 
kann das Phonon ım Winkel 6 kleiner als 0 „ax emittiert werden; Onax wird durch 
die Bedingung v cos Onax = s festgelegt. Unter Verwendung von (133.17) und 
(133.14) erhält die Formel (133.7) für die Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeit- 


einheit in einen bestimmten Endzustand die Form 


2 rqW!(n, +41) 
MNs 


33 
Pri 3 (tal cos 0- 1-5). 


2 m* 


Die Endzustände liegen im kontinuierlichen Spektrum. Im Grundvolumen V des 
Vg?dg do 
(Zr) 
den Raumwinkel do zeigen und in das Intervall g,q + dg fallen. Der Ausdruck 
für die Übergänge pro Zeiteinheit, bei denen Phononen in den Raumwinkel do und 

mit g-Werten im Intervall g, q + dg emittiert werden, ist 


Kristalls gibt es Phononenzustände mit Wellenzahlvektoren, die in 


AW%ns+1) , h?g? 
"2sM(Ar% 7 3 (Rgfe COS 0 — s] — 5) dq do. 
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Wir integrieren über qg und finden, daß Phononen nur dann in den Raumwinkel do 
emittiert werden können, wenn v cos 6> s ist. Dabei wird 


AW!n,+ 4) 


3 @) 
MO? gq’do, (133.18) 


dP(ns+ 1 en.) = 


mit 


2m* 


g= (v cosd— s)>0. 

Die Wahrscheinlichkeit für die Emission eines Phonons ist proportional zu 
rg + 1. Es können auch dann Phononen emittiert werden, wenn im Anfangs- 
zustand keine vorhanden waren (n, = 0). Die aus (133.18) für n, = 0 entstehende 
Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde ist die Wahrscheinlichkeit für die 
spontane Phononenemission. Der zur Phononenzahl im Anfangszustand propor- 
tionale Teil von (133.18) ist die Wahrscheinlichkeit der ınduzierten Emission. 

Nimmt man im Operator H,„ (133.4) auch den Teil des Verschiebungsoperators 
E, mit, der die Phononen vernichtet, dann kann man die Wahrscheinlichkeit 
derjenigen Übergänge berechnen, bei denen das Elektron ein Phonon absorbiert. 
Diese Absorption ist nur möglich, wenn der Impulssatz (für ? = 0) 


t-fF+g=0 

und der Energiesatz 
ng 
2m* 
erfüllt sind. Die Bedingung (133.19) kann für alle Geschwindigkeiten des Elektrons 
erfüllt werden. | 

Die Absorptionswahrscheinlichkeit eines Phonons pro Zeiteinheit ist 

Q _QWng ade; 
2sM(2 n)2 1 


E;— Er= hq(s — v cos 0) — (133.19) 


dP(n,-1«n,)= 
mit 
ik 
g= = (-v cosd-+s). 
h 
Diese Wahrscheinlichkeit ist der Phononenzahl im Anfangszustand propor- 
tional. 

Die oben abgeleiteten Ausdrücke gelten nur für den Fall, daß im Leitungsband 
ein einziges Elektron vorhanden ist. Falls mehrere Elektronen im Leitfähigkeits- 
band sind, ist das Pauli-Prinzip zu beachten. Dieses verbietet Übergänge in Zu- 
stände, die bereits von anderen Elektronen besetzt sind. 
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Das elektromagnetische Feld im Vakuum wird in der klassischen Elektro- 
dynamik durch das Vektorpotential X beschrieben. X genügt der Wellengleichung 


0 A; (134.1) 
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und der zusätzlichen Bedingung (Coulomb-Eichung des Potentials) 
dvA=0, (134.2) 


die die Transversalität der elektromagnetischen Wellen gewährleistet. Die elektri- 
sche und die magnetische Feldstärke ergeben sich aus dem Vektorpotential: 


E=—- — —, H5=rot. (134.3) 
Die Energie des Feldes ist durch die Quadrate der Feldstärken gegeben 
1 
Hu=— f (E24 5%) dr. (134.4) 
TE 


Wir stellen das Vektorpotential X als Superposition ebener reeller Wellen dar 
AU= SS en. (An. t+ Ad,ein). (134.5) 
«a Q 


Die Bedingung (134.2) ist für Qeg, = 0 erfüllt, d. h., die Polarisationsvektoren 
müssen senkrecht auf dem Wellenzahlvektor Q stehen. Zu jedem Vektor Q kann 
man zwei aufeinander senkrechte Vektoren finden, die diese Bedingung erfüllen. 
Der Index in (134.5) nimmt also zwei Werte an. Man stellt gewöhnlich eine 
periodische Randbedingung, damit der Wellenzahlvektor Q diskrete Werte hat. 
Als Grundvolumen wählt man einen Würfel mit der Kantenlänge L. In diesem 
Falle ıst 


2 
O;= . v;, (134.6) 
mit 
yv;= 0, +1, +2, ..., = 14.2, 8: 


Die Wellengleichung (134.1) ist erfüllt, wenn die Zeitabhängigkeit der Koeffi- 
zienten Ag, durch die Gleichung 


Age 

6 
bestimmt wird. Mit der Zeitabhängigkeit (134.7) stellt jedes Glied der Summe eine 
ebene elektromagnetische Welle in Richtung des Wellenzahlvektors Q dar. 


Mit den Formeln (134.3), (134.5) und (134.7) berechnen wir die elektrische und 
die magnetische Feldstärke 


Ee= LI. (ta. (Ag. dt — Age it), 
« Q 


HK = 1, > [Q Xeo.]) (An. 8! — Agze-tt). 
«Q 


= 109 Agsı wg = cO (134.7) 


(134.8) 


Diese Ausdrücke setzen wir in (134.4) ein. Bei der Integration über das Grund- 
volumen 23 ist 
fexp KQ-r d’r= L’idag, [exp KAHN) r d’r= 0 
und | 


[Q x ee] [Q x ea] = 0: Oga’ 5 
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und wir erhalten für die Gesamtenergie des Feldes 


LE | 
Hu=7_-2 2 0? (An, Ada + AS. Age). (134.9) 
In den obigen Ausdrücken geht man zweckmäßig mit Hilfe der Beziehung 
2rche \H? 
Agı = (7) Aga (134.10) 


zu den neuen Amplituden ag, über. Die Gesamtenergie und das Vektorpotential 
erhalten dabei die Gestalt 


1 
Hy = 7<& I hoglagzası + 09,09%); (134.11) 
Arche \112 
u- (I 2 „) & 27, (ag, + as,e ti). (134.12) 


Die Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes wird in (134.11) als unend- 
liche Reihe unabhängiger Beiträge dargestellt. Jeder Beitrag ist die Energie 
eines harmonischen Oszillators, der der ebenen Welle mit der Polarisation & und 
dem Wellenzahlvektor O entspricht. 

In Analogie zu $131 kann man von (134.11) zum Hamilton-Operator der 
quantentheoretischen Beschreibung des elektromagnetischen Feldes gelangen, 
indem man 


Ag. Age: 092 an. (134.13) 
ersetzt. Die Operatoren ag, und al, sind die Vernichtungs- und Erzeugungs- 


operatoren der elektromagnetischen Strahlung. Sie gehorchen den Vertauschungs- 
regeln 


ao. Age| 2 [a ., ax Ay ‚|= 0, LrYZ aß.) = .u dan : (134.14) 


Durch die Substitutionen (134.13) und die Relationen (134.14) werden aus den 
Ausdrücken (134.11) und (134.12) die Operatoren 


1 

H= 2 hog [ad.ao. + 5] > (134.15) 
1/2 

A- () P2 age et + ah,e-i®). (134.16) 


Wir wollen noch den Operator für den Gesamtimpuls des Feldes ausrechnen. 
Nach der klassischen Elektrodynamik ist die Impulsdichte gleich dem Poynting- 
Vektor dividiert durch c?. Der Gesamtimpuls pro Volumeneinheit ist dann 


P= (ArcL’)-! [ [EXH] dr. 
In diesen Ausdruck setzen wir (134.8) ein und bekommen 


P= (Arc)! Y OQDAg.ASe: 
«Q 
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Mittels (134.10) führen wir die neuen Amplituden ein und gelangen zu 
h * * 
= 7 > ag a9. Zu AQrAQR)- 
2 aQ 


Der Operator für den Gesamtimpuls ergibt sich aus dem letzten Ausdruck, 
indem man nach der Regel (134.13) zu Operatoren übergeht. Unter Verwendung 
der Vertauschungsrelationen (134.14) erhalten wir 


N 
B- 50 (ab.a0. N 3). (134.17) 
«Q 


Bei der Summation über alle O tritt neben jedem Vektor Q auch der Vektor —Q 
auf, so daß 3 Q = 0 ist, daher wird 
Q 


B- Y Aday,an.. (134.18) 
aQ 


Der Energieoperator (134.15) und der Impulsoperator (134.18) sind in der 
Besetzungszahldarstellung diagonal, weil sie nur die Teilchenzahloperatoren afa 
enthalten. In Zuständen mit einer bestimmten Teilchenzahl sind Energie und 
Impuls durch die Ausdrücke 


1 
E= Yhoa (na.+ 5)» P- Yhüno, (134.19) 


gegeben. Jede Quantenanregung des elektromagnetischen Feldes — jedes Photon — 
hat die Energie Aog und den Impuls AQ (dabei ist og = cQ). Die Energie des 


1 | 
Vakuumzustandes ist Ey = Dr D’hog= ©, da die Zahl der möglichen Zustände 


& 
unendlich groß ist. In physikalischen Erscheinungen äußern sich nur Energie- 
differenzen, daher kann man die Feldenergie vom Vakuumwert an zählen. 
Die Operatoren für die elektrische und die magnetische Feldstärke 


Irch 1/2 
G= 3, ( er eQ.laa. et — an„e-i®t), (134.20) 
aQ 
Arche) 1 Be 
H-iy (Gi) [DO x es. as. af ,e-i) (134.24) 
aQ 


entstehen aus (134.8), indem man (134.10) einsetzt und dann nach der Regel 
(134.13) zu den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren übergeht. Der Ope- 
rator für das Vektorpotential (134.16) und die Operatoren für die elektrische und 
die magnetische Feldstärke (134.20) und (134.21) enthalten die Operatoren a 
und a? linear. Alle Operatoren W, &,; 9 sind Funktionen des Ortes r und der Zeit 
(Heisenberg-Darstellung). 

Der Übergang von den klassischen Größen %, € und 9 für das elektromagne- 
tische Feld zu den Operatoren (134.16), (134.20) und (134,21) wird als Feldquantı- 
sierung bezeichnet. Man nennt die Feldquantisierung auch zweite Quaniisierung. 
Diese Bezeichnung wird sehr oft verwendet, obgleich sie nicht gerechtfertigt ist. 
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Man geht nur einmal von den klassischen Größen zu den quantentheoretischen 
Operatoren über. Die Koordinaten, von denen W,& und 9 abhängen, spielen 
die Rolle von Parametern und sind nicht die Koordinaten der Teilchen. 

Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes ist äquivalent der Ein- 
führung von Elementaranregungen — Feldquanten, d.h. gewisser Elementar- 
teilchen — der Photonen. Die Photonen zu einem bestimmten Zustand sind voll- 
kommen ununterscheidbar. Die Wellenfunktion für einen Zustand mit n gleichen 
Photonen ist 


In» = (n!)"1/2(af)r]0). 


Diese Funktion ist bei Vertauschung von Photonen symmetrisch, die Photonen 
sind daher Bose-Teilchen. Die Photonen bewegen sich immer mit Lichtgeschwin- 
digkeit, deshalb ist ihre Rühmasse Null. 

Wir verwenden die Vertauschungsregeln für die Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren der Photonen (134.14), um die Vertauschungsregeln für die Kompo- 
nenten der Operatoren des Vektorpotentials (134.16) an verschiedenen Raum- 
punkten und zur gleichen Zeit zu berechnen. Es ergeben sich 


[Av 2), AK«lv,1)]=0; Lk=m,y 2; (134.22) 
Arlt), 
EG £), a. = ıArche? 8,29(r — r). (134.23) 
Den Operator 
e ,„ OU 
Fr (Arc?) -! a (134.24) 


kann man als kanonisch konjugierten Impulsoperator zum Operator für das 


Vektorpotential X ansehen. Aus (134.23) und (134.24) folgt 
[Alt t), al, )]= ihdrslr — r). (134.25) 


Ferner kann man zeigen, daß die Impulsoperatoren miteinander vertauschbar 
sind: 


[alt 2), ale, t)]= 0. (134.26) 
Der Operator für die elektrische Feldstärke (134.20) wird unmittelbar durch den 
Impulsoperator (134.24) dargestellt: 
ne =— Aren. (134.27) 
Der Operator für die magnetische Feldstärke wird folgendermaßen durch den 
Operator für das Vektorpotential ausgedrückt: 
H= rot. (134.28) 


Unter Verwendung von (134.27) und (134.28) und der Vertauschungsrelationen 
(134.22), (134.25) und (134.26) kann man leicht die Vertauschungsregeln für die 
Komponenten der Feldstärken berechnen: 


[Bit 1), 8,0, 0]= [Hile, 0, Bjld, )]= 0. 
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Es kommutieren auch die parallelen Komponenten von & und 9, zum Beispiel 
[E.(v,t), H.(v,t)]=VQ. 


Die senkrechten Komponenten der Feldstärkevektoren 9 und & sind nicht ver- 
tauschbar, zum Beispiel 


Ö 
A d(t—- r). 


[E.(v, ti), H,lv,ı)]= iarch 


Die Vertauschungsregeln für die anderen Komponentenpaare ergeben sich durch 
zyklische Vertauschung der Indizes z,y und z. Aus den Vertauschungsregeln 
folgt, daß die aufeinander senkrechten Komponenten von ® und 9 in einem 
Raumpunkt nicht gleichzeitig bestimmte Werte haben können. 

Wir haben die Vertauschungsrelationen für die Potentiale und die Felder aus 
den Vertauschungsregeln (134.14) für die Amplituden in der Entwicklung des 
Vektorpotentials nach ebenen Wellen abgeleitet. Man kann aber die zweite 
Quantisierung auch direkt mit der Postulierung der Vertauschungsrelationen 
(134.22), (134.25) und (134.26) für den Operator des Vektorpotentials Wr, t) 
und den dazu kanonisch konjugierten Impulsoperator 


beginnen. 

Der Hamilton-Operator für das elektromagnetische Feld (134.15) kann direkt 
durch die Operatoren für die elektrische und magnetische Feldstärke ausgedrückt 
werden: 


H= 3 (& + 9°) dr. (134.29) 
Ort 


Die zeitliche Änderung beliebiger Operatoren F des elektromagnetischen Feldes 
in der Heisenberg-Darstellung wird durch die allgemeine Gleichung der Quanten- 
mechanik 

OF 


ıh 
ıh er 


= ({F,H] (134.30) 


bestimmt. 

Alle Größen, deren Operatoren mit dem Operator (134.29) vertauschbar sind, 
sind Integrale der Bewegung. 

Zum Beispiel kann man zeigen, daß 


(div, H]= [div 9, H)=0 


ist. div € und div 9 sind also Integrale der Bewegung. Sind sie zu einer gewissen 
Zeit gleich Null, dann bleiben sie auch zu allen Zeiten gleich Null. Wir wollen 
nach der Regel (134.30) die Zeitableitungen der elektrischen und magnetischen 
Feldstärke berechnen. Es ergeben sich Operatorgleichungen, die in ihrer Form 
mıt den Maxwellschen Gleichungen für die entsprechenden Größen übereinstimmen, 
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zum Beispiel 


oE, 1 
= H = [} oo... 
er = [E, H]= c(rot 9),. 
oH 1 
2 ar = — % 
FT 7 [H,; H] c (rot €).: 


Zum Schluß dieses Paragraphen berechnen wir die Vertauschungsrelationen für 
die Komponenten der Feldstärken € und 9 in zwei Punkten zu verschiedenen 
Zeiten. Die zeitliche Änderung der Operatoren a,, und al, kann man aus den 
Gleichungen 
dal, 

öt 


Olga. 


ıh 
ir 


-[ao., H] und ih = [ad H] 


berechnen, wenn man den Hamilton-Öperator in der Gestalt (134.15) und die 
Vertauschungsregeln (134.14) benutzt. Wir erhalten 


. dan, 


: bag. r 
1 = cOas,, | = — clan,; 
oder 
Ag, = a,,e tl, al, ag, ee, (134.31) 


wobei die Operatoren a%, und al! denselben Vertauschungsregeln (134.14) ge- 
horchen. Durch Einsetzen von (13%. 31) in (134.20) und (134.21) ergibt sich 


le 112 oo ı(Qr — l 07 _-i(Qr— t 
-- — ea. [age ©" vol) _ age i( =): 
aQ 


Drch 


1/2 
0 i ) 07 i —_ 0 
oc) Qx ea.) {ao.E (Ar-ogl) — ag ,et lt a. 


t, (8 )= ie 3 (7 


Unter Benutzung dieser Ausdrücke und der Vertauschungsregeln (134.14) finden 
wir weiter 


[E(t, t), Ex(v/, f)]= [Hi(t, t), H, (7, v’)] = 


ArhOc 
= P7 ne en ea sin [Ale e)— Oc(t- t)]. (134.32) 


Zur Ausrechnung der rechten Seite von (134.32) ziehen wir die folgenden Glei- 
chungen heran: 


>> og! ne ie QıQı . 
= [74 & 02 p) 
0? 
0,0, ei@t = 4) PETREER EEE EBEN eiQt -t Mi 
Or, öry 


damit wırd 
I, 65.0. sin [Ar — Y’)— Qelt- f)]= 
ü N Pr 92 92 


Sum) sin [Qr— rt’) - cQlt- f)]. 
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Jetzt führen wir die Bezeichnung 


1 sin [Q(r— r’)— cQ(t— /)] 


Dot - v,t-N)=- 73 2 0 -— (134.33) 
ein und schreiben damit die Vertauschungsrelation (134.32) in der Form 
Eile, 2), Er(d, d)] = [Hıke, t) Ale, d)] = 
Zune & nn u ) Düe-r,i= rn). (134.34) 
In derselben Weise kann man 
[E,(vt), H,(v,t))= iAmhe Dot - v,t- ff) (134.34 a) 


02 0 


erhalten. In alle Vertauschungsrelationen für die Feldkomponenten geht die 
Funktion Do ein, die durch die Formel (134.33) definiert wird. Da man bei der 
Summation über Q jeden Vektor Q mit dem Vektor —Q zusammenfassen kann, 


läßt sich die Formel (134.33) in die Gestalt 
R 1 
Do(ö, T) = 73 2 eiQe Io (134.35) 
bringen;ö=r-—- r,r=t-— . Für große L kann man die Summation über Q 


durch eine Integration ersetzen, und es wird 


e u d’Q. (134.35 a) 


ideen I Eir 


In (134.35 a) ist die Integration über die Winkel des Vektors Q leicht auszuführen 
und ergibt 


Do(d, 7) = - (27296)! [sin(Qe) sin(cQ7) dQ. 


Für die weitere Integration stellen wir den Sinus durch Exponentialfunktionen 
dar. Mit Hilfe der Beziehung 


dl) = = eitidE& 
haben wir dann 
Do(e, T) = (Aroc)"!{d(e+ er) —- $(e- er)}. (134.35 b) 
Nach (134.35b) ist die Funktion Do(r — r’,ı — if’) an den Punkten 
r—- ]=+clt-f) (134.36) 


singulär und gleich Null, wenn die Gleichung (134.36) nicht erfüllt ist. Erfüllen. 
die vierdimensionalen Punkte (tr, t) und (r’, t’) die Gleichung (134.36), dann sagt 
man, sie liegen auf dem Lichtkegel, da sie mit einem Lichtsignal verbunden werden 


$ 134. Quantisierung des elektromagnetischen Feldes ohne Ladungen 571 


können. Die Komponenten der elektromagnetischen Feldstärken kommutieren 
demnach überall außerhalb einer infinitesimal kleinen Umgebung des Lichtkegels. 
Die Feldstärken in zwei Raum-Zeit-Punkten, die man nicht durch ein Licht- 
signal miteinander verbinden kann, können gleichzeitig bestimmte Werte haben. 
Die Vertauschungsrelationen (134.34) und (134.34a) für die Feldkomponenten 
wurden erstmalig von Jorpan und Paurı [104] hergeleitet. 

Aus (134.35a) folgt unmittelbar 


Do(t—- v,0)= 0 und F Do(t — r’, t-— ) = 6(t—- r)), 


daher gehen die Vertauschungsrelationen (134.34) und (134,34a) für ! = t in die 
früher abgeleiteten gleichzeitigen Vertauschungsrelationen über. 

Die Größen, die das elektromagnetische Feld beschreiben — Feldstärken, 
Zahlen der Lichtquanten u. a. — haben also nicht in allen Zuständen bestimmie 
Werte. Zum Beispiel kommutiert der Photonenzahloperator 


r 
na. Ag.A4AQ« 


nicht mit den Feldstärkeoperatoren (134.20) und (134.21). In Zuständen mit einer 
bestimmten Photonenzahl haben daher die Feldstärken keine bestimmten Werte. 
Speziell haben die Feldstärken auch im Vakuumzustand |O) (keine Photonen, n =0) 
keine bestimmten Werte. Obwohl die Mittelwerte der Felder € und 9 ın diesem 
Zustand gleich Null sind, sind die mittleren quadratischen Schwankungen von Null 
verschieden. Diese Schwankungen äußern sich auch in realen physikalischen Er- 
scheinungen. Zum Beispiel kann man die spontane Emission eines Systems beim 
Übergang aus einem angeregten in den Grundzustand als Emission unter dem 
Einfluß der Vakuumschwankungen auffassen. 


Um die klassische Theorie der Wechselwirkung von Elektronen mit dem elektromagne- 
tischen Feld relativistisch symmetrisch und kovariant zu formulieren, verwendet man die 
vierdimensionalen Potentiale. Auf Grund der Lorentz-Bedingung 


OA 
SE A,= Mid) (134.37) 
u u 


sind die vier Komponenten des Potentials nicht unabhängig voneinander. Das erschwert 
die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes. Um diese Schwierigkeiten zu über- 
winden, haben Gurra [105] und Bırevrer [106] vorgeschlagen, die Bedingung (134.37) 
für die Komponenten der Potentiale durch eine andere Bedingung für die Zustandsvektoren 
zu ersetzen. Es wird vorausgesetzt, daß von allen möglichen Zustandsvektoren ® nur die- 
jenigen reale Systeme beschreiben, für die der Mittelwert von (134.37) Null ist, d. h., es 
sind nur solche ® zulässig, für die gilt 


Ce 


Falls die Zustandsvektoren ® die Bedingung (134.38) erfüllen, kann man zur Beschrei- 
bung des Feldes vier unabhängige Operatoren A, einführen. Diese Operatoren kann man 


94 
"830. (134.38) 
02, 


/ 


2 
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in Analogie zu (134.16) (nachdem die Zeitabhängigkeit explizit abgetrennt wurde) in der 
Form 


2rc? (u) 
Ale) = (>) > Ei (anzei9= + ale -i0z) (134.39) 
50 Yo 


schreiben mit 


pi =1,2,3,4;2 = (nic), O0= (8:2), 0x = Qu -— ot. 
C 


Die vier vierdimensionalen Einheitsvektoren e, werden als Basisvektoren des Koordi- 
natensystems so gewählt, daß ihre Komponenten die Bedingungen e\#) = d,, befriedigen. 
Die Werte A = 1,2 gehören zu transversaler Polarisation der. Photonen, A = 3 gehört zu 
longitudinaler Polarisation, A = 4 zu skalarer oder ‚‚zeitlicher‘‘ Polarisation. Dabei sınd 


G=-%=I, Q; = — und Q4 = i— und somit 


6,0 = N e?Q,= 0;- (134.40) 
u 
Die Operatoren in (134.39) genügen den Vertauschungsrelationen 


lag: , ar] = dan dar, [ar aa] = ler, ad] = 0. (134.41) 


Der Operator No; = a, Q04 ist in der Besetzungszahldarstellung diagonal und stimmt 
mit der Photonenzahl zu dem betreffenden Wellenzahlvektor O0 und der Polarisation A 
überein. 

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (134.41) kann man leicht die Vertauschungs- 
relationen für die Komponenten des vierdimensionalen Potentials (134.39) ausrechnen: 


5 Arc? sin [Q(x — x’)} 


[A,(x), A,(@)] = — — AreiDy(e 2), (134.42) 


L3 Q [#9] 


wobei Dy(&— x’) die durch (134.33) definierte Funktion ist. 

Um zu sehen, welche Rolle die Bedingung (134.38) für die zulässigen Zustandsvektoren ® 
spielt, setzen wir (134.39) in (134.38) ein. Unter Benutzung von (134.40) bekommen wir 
dann 


Q 


Diese Gleichung ist für 


erfüllt. In Zuständen D, die den Bedingungen (134.43) genügen, ist die Summe der Mittel- 
werte der Quantenzahlen der longitudinalen und skalaren Photonen Null. Tatsächlich er- 
halten wir mit (134.43) 


ONgsl®) + <OINgu|D) = Dllagzaaz + ayagı)| 9) = | 
= (Glafzlagz + iagı) - ilagz +ial,)agıld) =0. (134.44) 


Der Operator für den vierdimensionalen Energie-Impuls- Vektor ist 


P,=!|% ei — Vr0Mal,a 
„=\®: 2, RO ag: 
< Qi 


a; +ial,) = 0 (134.43) 
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Auf Grund von (134.44) hängen Energie und Impuls des Feldes in den Zuständen ® nicht 
von den longitudinalen und skalaren Photonen ab. Auch alle anderen physikalisch sinn- 
vollen Größen sind von diesen Photonen unabhängig. 

Im Zustand mit der niedrigsten Energie sind keine transversalen Photonen vorhanden. 
Die Zahl der longitudinalen und skalaren Photonen ist unbestimmt. Man kann daher den 
Vakuumzustand nicht eindeutig bestimmen. In diesem Zusammenhang entsteht in der 
Theorie eine Schwierigkeit bei der Normierung der Zustandsvektoren. Zur Umgehung 
dieser Schwierigkeit schlugen Gupra und Breuer vor, durch Einführung einer neuen 
Definition für den Mittelwert eines beliebigen Operators eine indefinite Metrik zu ver- 
wenden. Der Mittelwert des Operators F im Zustand ® wird folgendermaßen definiert: 


<Fy = <ÖlnF|d), 


mit 72 = 1. n ist ein hermitescher Operator, er kommutiert mit Y(x) und antikommutiert 
mit A,(x), d.h. agın = —nüag, und agın = nagı für A = 1,2,3. 

Im Gupta-Bleuler-Formalismus wird das Vakuum als der Zustand definiert, in dem es 
überhaupt keine Photonen gibt. Dabei ist die erforderliche Normierung der Zustands- 
vektoren möglich. Eine ausführlichere Darstellung dieser Probleme enthalten die Arbeiten 


[105, 106] und die Lehrbücher der Quantenelektrodynamik [26, 27]. 
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Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß die Elementaranregungen 
des elektromagnetischen Feldes, die Photonen, durch die Energiekw, den Impuls 
hQ und den Polarısationszustand gekennzeichnet werden können; der Poları- 
sationszustand wird durch zwei aufeinander und auf dem Vektor Q senkrechte 
Vektoren e, und e, angegeben. Diese Zustände der Photonen sind nicht die einzig 
möglichen. Es gibt auch Zustände, in denen die Photonen eine bestimmte Energie, 
einen bestimmten Drehimpuls und eine bestimmte Parität haben. Wir erinnern 
daran, daß auch ein freies Teilchen ohne Spin in einigen Zuständen durch einen 
bestimmten Drehimpuls und die Parität charakterisiert werden kann (s. $ 35). 
Photonen mit bestimmtem Drehimpuls und bestimmter Parität werden von Sy- 
stemen (Atomen, Molekülen, Atomkernen u. a.) emittiert und absorbiert, deren 
Zustände ebenfalls durch Drehimpuls und Parität bestimmt sind. 

Die Photonen sind die Quanten des elektromagnetischen Feldes. Um Photonen 
mit bestimmten Drehimpulsen und bestimmter Parität zu untersuchen, muß 
man die Potentiale des elektromagnetischen Feldes als Superposition von Zu- 
ständen mit bestimmten Drehimpulsen und bestimmter Parität darstellen. Nach 
der Methode der zweiten Quantisierung ist dann zu den Teilchenzahloperatoren 
überzugehen. 

Wir suchen zunächst das vollständige Funktionensystem, dessen Funktionen 
zu einem bestimmten Drehimpuls und einer bestimmten Parität des Photons ge- 
hören. Der Drehimpuls eines beliebigen Teilchens setzt sich aus Bahn- und Spin- 
drehimpuls zusammen. Da die Ruhmasse des Photons Null ist, ist die übliche 
Definition des Spins als Drehimpuls des ruhenden Teilchens auf das Photon 
nicht anwendbar. Trotzdem ist es sehr nützlich, den Spin des Photons als kleinsten 
möglichen Wert des Drehimpulses einzuführen. Experimentell ergibt sich, daß 
die kleinste Drehimpulsänderung eines Systems, das ein Photon emittiert oder 
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‚absorbiert, gleich 1 ist (in Einheiten A, die wir ın diesem Paragraphen auch weiter 
verwenden werden). Der Spin des Photons ist daher gleich 1. 

Wir bezeichnen den Spinoperator für das Photon mit & und den Bahndreh- 
impulsoperator mit £. Der Operator für den Gesamtdrehimpuls ist damit 


I=L+6. (135.1) 


Die Eigenfunktionen 9,zm der Operatoren J? und J, sind die Vektor- Kugel- 
funktionen.oder auch Kugelvektoren. Diese erfüllen die Gleichungen 


IYym= J(I +1) Dsrm: (135.2) 
J,DJLm > m JLm- 


Die Projektionen des Spinoperators für ein Teilchen mit dem Spin $=1 kann 
man durch die drei Matrizen 


N 010 f 0 -1 0 
S::=—[I1 0 1) S,= — ı 0 -i) 
z 010 . 0 1 0 
10.0 
s=-|00 0 (135.3) 
00 -1 


darstellen, die den üblichen Vertauschungsregeln für die Komponenten des Dreh- 
impulsoperators genügen. Die Eigenfunktionen xı, der Operatoren 


100 
Ss, und 2=-82+82+82=-2[0 1 0 
00A 


erfüllen die Gleichungen 
S?%, BT 2 Kı u? 
Sum ufım. 4#=10, -1. 
Wir wollen statt der drei aufeinander senkrechten Einheitsvektoren e,, €, 


und e, in Richtung der Achsen eines kartesischen Koordinatensystems die drei 
Vektoren e„(u = 1,0, —1) einführen: 
1 1 
leer y2 (e; + ie,), em €e,, e_ı = Y2 (ez »= ey) 2 (135.4) 


Die Spin-Wellenfunktionen eines Photons xı, erhalten damit die Gestalt 
Ki, = Kom %,-ım tm. (135.5) 


Im System mit den Basisvektoren e;, eo, e_4, in dem die Operatoren (135.3) defi- 
niert sind, werden die Funktionen (135.5) durch die Matrizen 


1 0 1) 
0 $) 1 $ 0 
0 0 1 
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dargestellt. Die Vektoren e, und die Spinfunktionen %,, sind in folgender Weise 


orthonormiert: | 
ee Oyur, WO e, = (—1)#e_,, (135.6) 


Krim Saw. (135.6) 


Ein beliebiger Vektor X kann in der Form 
=) 4A. = >. (1er, (135.7) 
A A 


dargestellt werden; mit Hilfe von (135.6) bekommen wir 
Au= Ur,. (135.8) 


Die Komponenten A, kann man als sphärische Vektorkomponenten bezeichnen. 
Durch Einsetzen von (135.4) in (135.8) findet man den Zusammenhang zwischen 
den sphärischen und den kartesischen Vektorkomponenten 


754 
Diese Darstellung eines Vektors ist für das Studium seiner Änderung bei einer 
Drehung des Koordinatensystems und bei einigen anderen Anwendungen vorteil- 
haft. Unter Benutzung von (135.6) und (135.7) erhalten wir für das Skalarprodukt 
zweier Vektoren in ihren sphärischen Komponenten 


= 3 (1) A,B_,. (135.10) 


A „ti4,), Ao= A,. (135.9) 


Der Bahndrehimpulsoperator £ ist mit dem Spinoperator (135.3) vertauschbar. 
Nach der Regel für die Vektoraddition von Drehimpulsen ($ 41) kann man die 
Vektor-Kugelfunktionen aus Linearkombinationen der Spinfunktionen xı, und 
der Kugelfunktionen Y, m-„(n n) bilden; im Argument der letzten Funktionen 


steht der Einheitsvektor 1 = 5 ın Bewegungsrichtung des Photons. Es ist also 


QDyLm =; > (1Lu, Mm ulJm) KuYı: el) (135.11) 

u 
o (lLu,m — ulJm) die Glebsch-Gordan-Koeffizienten sind. Aus (135.11) folgt 
J=L+1,_L,|]L-1l; m=+J, +(J-1),...; (135.12) 


da die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nur unter diesen Bedingungen von Null 
verschieden sind. Bei einer Spiegelung am Ursprung ändert die Funktion xı, 
ihr Vorzeichen, die Funktion Y,m-,„ wird mit (— 1) multipliziert. Die Vektor- 
Kugelfunktion (135. 11) gehört demnach zu Zuständen mit der Parität (-1)2+1, 
Die zu (135.11) inverse Transformation ist 
KuYım)= 3 (lLumlJ,m+ u) Ds, 12,m+ult). (135.13) 
J=L,Lt1i 
Mit Hilfe von (135.8) und (135.6) kann man die sphärischen Komponenten der 
Vektor-Kugelfunktionen (135.11) berechnen: 


(Urim{n))„= (-1)#(1l, LD- u, m+ ulJm) Yım+uln),u= 0, +1. (135.14) 
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Die Vektor-Kugelfunktionen (135.11) bilden ein vollständiges orthonormiertes 
Funktionensystem 


[Prmdrrmd2= Omm’ Sn Sys. (135.15) 
Zu jedem J gehören drei Vektor- "Kugelfunktionen, die sich nach (135.12) in L 


voneinander unterscheiden 
Drsmn) Dr, sH1,m{t), Dr, s-L,m{N). . (135.16) 


Wir erinnern uns an die Regel für die Parität der Vektor-Kugelfunktion und 
sehen, 
er a. von Qyym ist (—-1)7*1, (135.162) 
die Parıtät von Y,, J+1,m und Dy, J-1,m ist ( 1) J, 
Die Vektor-Kugelfunktion 9,,7m steht senkrecht auf dem Ausbreitungsvektor n. 
In der Tat folgt aus den Gleichungen (135.10) und (135.14) 


NQysım(t) = > (1Ju, m — ulJm) nuYys, m—u: 
7 


Mit Hilfe der Gleichung n, = V* Yı„ und der Multiplikationsregel für die 
Kugelfunktionen 3 
| 3(2J +1) j'2 RE ; 
Y y n- — m ’ — im 
u Ym azz| AOL IR m- Mm) Yan) 
ergibt sich 


NY ysmN => 


J 


(2J +1) ]'7 
| | (1.J001j0) Yımln) x 


x D, (Ju, m— ulJm) (1Ja, m— uljm). 
7 


Auf Grund der Orthogonalität der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ist die letzte 
Summe nur für /j = J von Null verschieden; für j = J ist aber der Koeffizient 
(1/001j0) gleich Null, also ıst 

nQyym= 0. 
Die zum Ausbreitungsvektor n senkrechte Vektor-Kugelfunktion 977m mit dem 


Gesamtdrehimpuls J und der Parität (—1)7/t! werden wir als transversale Vektor- 
Kugelfunktion vom magnetischen Typ bezeichnen und für sie das Symbol 


Y ln) =Vrmln) (135.17) 
verwenden. Nach (44.26) wird die Anwendung der sphärischen Komponenten des 


Drehimpulsoperators £ (in Einheiten A) auf seine Eigenfunktionen Yz„m durch die 


Gleichungen 


L£m)(L+ m+ 1) ]!2 
L,Yrım= + REN Tea LoYim= mYım 


beschrieben. Unter Verwendung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten kann man diese 
Gleichungen in die Gestalt 


L,Yim= (-1)® YL(L+ 1) (1L, —u,m+ ulLm) Yım+„ (135.18) 
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bringen. Auf Grund von (135.7) lassen sich die letzten drei Gleichungen (4«=(, +1) 


zu einer Vektorgleichung vereinigen: 
£Yım= PB a ee DI En 
u m I 
— YUL+ N) DS (1L,— wm+ ulLm) e_,Yı,m+o»- (135.18) 
u 
Aus dem Vergleich von (135.18a) mit (135.11) für L = J finden wir folgenden 


Zusammenhang der Vektor-Kugelfunktionen vom magnetischen Typ mit den. 
gewöhnlichen Kugelfunktionen: 


8 
Ym = Dırsmln) = VıaHn Yım{n), Be 
mit 
2-- iO XxVa]=-i0nxVal. (135.20) 


Sehen wir uns nun die zweite Vektor-Kugelfunktion an, die senkrecht auf 
(135.17) und dem Ausbreitungsvektor n ist. Diese Funktion kann man folgender- 
maßen bilden: 


Yun) = - ix YA, m]: (135.21) 


Diesen Ausdruck setzen wir in (135.19) ein und sehen, daß die Funktion 9, 
durch Ableitungen der gewöhnlichen Kugelfunktionen dargestellt wird: 


Die Funktion (135.21) beschreibt den Zustand eines Photons mit dem Drehimpuls 
J und der Parität (—1)7; das folgt direkt aus (135.21) und der Parität der Funk- 
tion (135.16a). Diese Funktion werden wir transversale Vektor- Kugelfunktion vom 
elektrischen Typ nennen. Unter Berücksichtigung der Gleichung 


OVaYım= (2I+ RI YIH ID, HH mt JH VI dr sum 


erkennen wir, daß die Vektor-Kugelfunktion vom elektrischen Typ eine Linear- 
kombination aus zwei Vektor-Kugelfunktionen zu den Bahndrehimpulsen J+1 
und J — 1 ist: 


Em) = 2I+ NR VI Yı, sH md + VI +1Ds,H-ı,mn)). (135.22) 


In den Zuständen, die durch die Vektor-Kugelfunktionen vom elektrischen 
Typ beschrieben werden, hat der Bahndrehimpuls des Photons keinen bestimmten 
Wert. In diesen Zuständen kann man den Gesamtdrehimpuls nicht ın Bahn- und 
Spindrehimpuls aufteilen. 

Aus den beiden Vektor-Kugelfunktionen (135.16) mit den Bahndrehimpulsen 
J + 1 und J — 1 kann man auch eine longitudinale Vektor-Kugelfunktion bilden, 
die zum Ausbreitungsvektor parallel ist. Offensichtlich ist diese Funktion 


Yomln)=NnYm). (135.23) 
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Nach (135.7) ist 
Ar 
n= > (—1)#e_,n,= Vz BR 
u 


7 
Wir verwenden die Multiplikationsregel für Kugelfunktionen und erhalten 


nYym(n = 2 e als ut. J,m 


2141 | | | 
zB> Fe er: (1J00150) I &u(1I, — a, mlj, m u) Yım-a- 
j n 


Fürj = J ist der Faktor (1J00|j0) = 0. Weiter benutzen wir die Symmetrieeigen- 
schaften der Glebsch-Gordan-Koeffizienten und bekommen 


nYym(n n)= 2, (1J001j0) I e „Aju, m — ulJm) Y J,m-u: 
j A 


Die letzte Summe führt nach (135.11) auf Vektor-Kugelfunktionen. Wir setzen 
den Wert für (1 J00|70) ein und erhalten endgültig 


J+1 DE 
Yımln) NY ml) = re 9 J+4,mt + Yo Dr, s7-1,m- (135.23 a) 


In Zuständen, die durch longitudinale Vektorfunktionen beschrieben werden, hat 
der Bahndrehimpuls keinen bestimmten Wert. 

Für J=0 ist nur die eine Funktion YA(n) = —Voio = nYoo von Null ver- 
schieden. Die Funktion 94 kann nur ein ade longitudinales Vek- 
torfeld beschreiben. Zu jedem Wert J> 1 gehören drei unabhängige Vektor- 
Kugelfunktionen, davon sind zwei transversal und eine longitudinal. Alle drei 
Funktionen 


Vmln), Van, Vomlr) (135.24) 


sind für verschiedene J und m zueinander orthogonal. Für gleiche J und m stehen 
sie für jeden Wert des Ausbreitungsvektors n aufeinander senkrecht, folglich ist 


f (Yırm)“ Ym’ dQ= öyr Om O1x ’ (135.25) 


A,A=M,E,II. 


Die Vektor-Kugelfunktionen (135.16) und (135.24) hängen von dem Einheits- 
vektor n in Richtung des Wellenzahlvektors Q ab. Bei einer Drehung des Koordi- 
natensystems transformieren sie sich nach einer irreduziblen Darstellung der drei- 
dimensionalen Drehgruppe, d.h. nach der Darstellung D),.. Sie sind demnach 
keine Vektoren, sondern irreduzible Tensoren J-ter Stufe. 

Die Feldzustände mit einer bestimmten Energie, einem bestimmten Gesamt- 
drehimpuls und einer bestimmten Parität ergeben sich bei der Entwicklung des 
Vektorpotentials nach den transversalen Vektor-Kugelfunktionen. Um diese Ent- 
wicklung zu erhalten, entwickeln wir den Betrag des Vektorpotentials nach Kugel- 
funktionen: 


A= exp fil@e — 0) = Ar I MEju(Or) Yınln ") Yım(—) exp (-icQ), 


mit 
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jr(Or) ist die sphärische Bessel-Funktion, die für Or» 1 die einfache Gestalt 


RR 


hat und die für alle Z gleiche Orthogonalitätsbedingung. 


N. . PER Te ‚ 
Sir(Er) j(O’r) dr = 50 (0-0) (135.26) 
0 nd 
befriedigt. 

Wir teilen A in zwei Teile entsprechend den Vektor-Kugelfunktionen vom elek- 
trischen und vom magnetischen Typ. Dazu berechnen wir zuerst das Integral 


JAY sım{n) d@ über alle Richtungen von Q. Auf Grund der Definition (135.11) 
und der Orthogonalität der Kugelfunktionen finden wir 


[AB sımen (n) d2= Ari) Lj1@r) dam (—) e- icQt, 


Mit Hilfe dieser Gleichung sowie der Definitionen (135.17) und (135.22) bekommen 
wir 

[AD mn) dQ= Ari) A},(QJm), 

AUF.) dQ= Ari? +14,(QJm), 


wobeı 


W,(0Jm) = j;(Qr) 9, - -) e-ioQt (135.27) 
a 
das komplexe Potential eines magnetischen Multipols und 


7 Js+1l@r) Ds, 3 +1, m () = 


— YJ+Ljs-1(0r) Dr, 3-1, m 6} (135.28) 


das komplexe Potential eines elektrischen Multipols sind. 

Die Potentiale (135.27) und (135.28) befriedigen die Wellengleichung (134.1) mit 
der Nebenbedingung (134.2) und bilden ein orthogonales Funktionensystem, das 
nach der Vorschrift 


* 
[ UlQJm) %.(Q’J’m’) d’r= 70 8(0- I) sr dar dmm’ 

normiert ist; dabei ist A= E, M. Es wird über den ganzen Raum integriert. Die 
Wellenzahlen Q und 0’ variieren stetig zwischen 0 und &. Diese Potentiale sind 
die Eigenfunktionen der Operatoren J? und J, zu den Eigenwerten J(J + 1) und 
m. Das Vektorpotential des magnetischen Multipols W,,(QJm) hat die Parität 
(—1)’, während das Vektorpotential des elektrischen Multipols W,(QJm) die 
Parität (—1)/+! hat. 


e” icQt 


YaJ+1 


Y;(0Jm) = 
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Man verwendet bequemer ein Potential mit quasıdiskreten Q-Werten. Dazu 
setzen wır voraus, daß alle Potentiale ın einem Volumen /° definiert sind, das von 
einer ideal leitenden Kugel mit dem sehr großen Radius R begrenzt wird. Die 


Größe Q in (135.27) und (135.28) nimmt dann die aus der Bedingung 
JstQR) = 0 


bestimmten diskreten Werte an. Für diskrete O-Werte kann man statt der sphä- 
rischen Bessel-Funktionen die dazu proportionalen Funktionen f,(Or) mit der 
Normierungsvorschrift 


R 
HZ (Or) fs(O@’r) dr= Vdgg (135.29) 
einführen. 


Wir definieren jetzt die komplexen Potentiale der Multipole durch die Bezie- 
hungen | 


Luloim=| O5] 10% m (>) e-icQt, 
Yz(QJm) = er nar) Iron Ds, s+1,m (>) —— (135.30) 


— YJ + 1f5-1(Qr) 95, 3-1,m Ola 


Zum Potential Ay, gehört eine magnetische Multipolstrahlung mit der elektrischen 
und der magnetischen Feldstärke 


Eu(QOJm) = 10 Ayu(OJm); Hm(QJm) = rot YUu(lOJm). 


Die elektrische Feldstärke steht senkrecht auf dem Ortsvektor: r&Ey =. Die 
elektrische Feldstärke in einer elektromagnetischen Welle steht bei magnetischer 
Strahlung immer senkrecht auf dem Ortsvektor, in dessen Richtung die Welle 
fortschreitet. Die letzte Gleichung folgt unmittelbar aus (135.27), da die Vektor- 
Kugelfunktion YM (t/r) senkrecht auf r steht. 

Das Potential A;(OJm) gehört zu einer elektrischen Multipolstrahlung mit der 
elektrischen und magnetischen Feldstärke 


Er(OJm) = 10 Us(OJm); HE(QJm) = rot Ag(QOJm). 


In einer elektrischen Multipolstrahlung steht die magnetische Feldstärke senk- 
recht auf dem Ortsvektor, in dessen Richtung die Welle fortschreitet: 155 =. 
Zwischen den Potentialen Ay und U; besteht die Beziehung 


As(QJm) = © rot Au(QOJm), 


daher gelten die Gleichungen 


Er(OJm) = Hu(OJm) = rot Au(OJm) = iQ Uz(QJm), 


(135.34) 
Eu(QJm) = — H2(0Jm) = iQ Au(OJm). 
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Die Potentiale (135.30) bilden ein vollständiges Vektorsystem in dem Unterraum 
der Vektoren mit div W = 0. Ein beliebiges reelles Vektorpotential X eines elek- 
tromagnetischen Feldes mit div W = 0 kann daher als Superposition der Potentiale 


(135.30) dargestellt werden 
A 5 [a,;(QJm) U,(QJm) + ai (QJm) A(QJm)}. (135.32) 


Unter Verwendung von (135.31) kann man die Energie eines elektromagne- 
tischen Feldes mit dem Potential (135.32) berechnen: 


2 
nu mer 
-5, 3 Ofar0Jm) af(QJm) + a2(QJm) alQm)}. 


Man gelangt von der Funktion A;; zum Hamilton-Operator, indem man die Am- 
plituden a; und ax durch die Operatoren a, und a! ersetzt, die die Vertauschungs- 
regeln 


[a,; a;,.| x la}, ai] -(, 
[a.(QJm) , ai. (O’J’m’)] = 800-853. mm’ dar (135.33) 


erfüllen. Der Hamilton-Operator des elektromagnetischen Feldes kann also in der 
Form 
L- 
Ho= I hcQ [ai(0Jm) REN > (135.34) 
QJAm 
geschrieben werden. 

Der Operatorn, =ala, ist der Teilchenzahloperator für die Photonen der be- 
treffenden Multipolstrahlung. In Zuständen mit einer bestimmten Photonenzahl 
hat auch die Energie einen bestimmten Wert. Jedes Photon im Zustand AQJm hat 
die Drehimpulsprojektion km, so daß der Operator für die gesamte Drehimpuls- 
projektion des Feldes 

M,= }) imaj(QJm) a;(QJm) 
QJiAm 
ist. Führen wir in (135.32) statt der Amplituden die Operatoren ein, so erhalten wir 
den Operator für das Vektorpotential in der Besetzungszahldarstellung 


A = P> [a,(QJm) A,(QJm) + aj(QJm) A (OJm)}. (135.35) 
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Die in $$ 134 und 135 behandelten Hamilton-Operatoren für das elektromagne- 
tische Feld gehören zu einem freien Feld ohne elektrische Ladungen. In diesem 
Falle ist, wie wir gesehen haben, der Photonenzahloperator mit dem Hamilton- 
Operator vertauschbar, und die Photonenzahl ist ein Integral der Bewegung. Sind 
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in einem System elektrische Ladungen vorhanden, so bleibt die Photonenzahl im 
System wegen der Emission und Absorption von Photonen nicht erhalten. In 
diesem Paragraphen wollen wir die Wechselwirkung des elektromagnetischen 
Feldes mit Atomen, Molekülen und Atomkernen in der Näherung betrachten, daß 
man diese Systeme als ruhend ansehen kann, d.h. als unendlich schwer im Ver- 
gleich zur Photonenmasse. Bei dieser Näherung lassen wir von vornherein den 
Rückstoß bei der Emission und Absorption von Photonen außer Acht. 

Den Zustand der atomaren Systeme (Atom, Molekül, Kern usw.) beschreiben 
wir in der Ortsdarstellung, den Zustand des Feldes in der Besetzungszahldarstel- 
lung, die für die Untersuchung von Systemen mit veränderlicher Teilchenzahl 
zweckmäßig ist. Unter Vernachlässigung der Wechselwirkung zwischen dem ato- 
maren System und dem Feld ist der Hamilton-Operator des ganzen Systems gleich 
der Summe der Operatoren 


H,= H,+ Ho; 


wo H,„ der Hamilton-Operator des atomaren Systems mit den Eigenwerten e,; und 
den Eigenfunktionen @,,u und H, der durch den Ausdruck (135.34) definierte 
Feldoperator sind. In nichtrelativistischer Näherung ist der Hamilton-Operator 
für die Wechselwirkung eines Teilchens ohne Spin (Masse u, Ladung e) mit dem 
elektromagnetischen Feld (Vektorpotential A) nach $ 58 


H,=---M. (136.1) 
uc 


Enthält das atomare System mehrere geladene Teilchen, so ist # durch /P; zu er- 


L 
setzen. In der Ortsdarstellung ist der Operator W eine Funktion des Ortes und der 
Zeit. In der Besetzungszahldarstellung wird der Operator durch die Formel 
(135.35) gegeben. 


Der Anfangszustand des Systems (ohne Wechselwirkung) werde durch die 
Funktion 


Y=|...n,lJm)...) PM (136.2) 


beschrieben; die Funktion |...n;(Jm)...» beschreibt den Feldzustand, die Funk- 
tion @,7m den Zustand des atomaren Systems. Wir wollen die Übergangswahr- 
scheinlichkeit in einen Endzustand berechnen, der der Emission eines Photons 
AJm beim Übergang des atomaren Systems aus dem Zustand 9,7, in den Zustand 
Yrpn’ entspricht. Die Wellenfunktion dieses Endzustandes ist 


Y,= 282 n;(J m) + 1, 14) O,'I'M'- (136.3) 
Die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde aus dem Zustand Y,; in den Zu- 


stand Y, unter dem Einfluß der Wechselwirkung (136.1) ist in erster Ordnung der 
Störungstheorie 


2 
Pfi= — xY-H, IPl?dler+ hel — &;) . 
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In diesen Ausdruck setzen wir (136.1) — (136.3) und (135.35) ein und beachten, 
wıe die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Photonen wirken; so ergibt 
sich 


y) | 
Pri(äJm) =" {na(Im) + A| F ÜHOIm) ide? 3(er+ heQ- &), (136.4) 
wo 
OR 
j= in OyIM’V IM 


das Matrixelement der elektrischen Stromdichte für den Übergang ist. Für Teilchen 
mit dem Spin 1/2 ist das Matrixelement des Stromes beim Übergang in nicht- 
relativistischer Näherung 


„eh eh & 
ji= Er Prem V@ım+ Fu [Vx{grruöp,ım}]: (136.4 a) 


mit der vektoriellen Pauli-Matrıx 6 und den zweikomponentigen Funktionen & 
(s. (65.13)). Bei relativistischer Beschreibung wird das Matrixelement des Stromes 
beim Übergang 


j= ecP,rm &WP,ım) (136.4 b) 


durch die Diracschen Matrizen & und die vierkomponentigen Diracschen Funk- 
tionen ausgedrückt, die den Zustand des Teilchens mit dem Spin 1/2 im atomaren 
System beschreiben. 

Normalerweise interessieren uns nicht Zustände mit bestimmten Werten von M 
und M’; deshalb hat man P;;(AJm) über alle möglichen Werte von M’ zu sum- 
mieren und über die Anfangszustände mit verschiedenen M-Werten zu mitteln. 
Pro Energieeinheit befinden sich im Volumen 7 0?/2r?hce Photonen. Durch Inte- 
gration über alle möglichen Energien des emittierten Photons erhalten wir den 
endgültigen Ausdruck für die Emissionswahrscheinlichkeit eines Photons vom 
Typ A mit dem Drehimpuls J (pro Sekunde) 


EV x 
Pri(AJ)= OT+ Da a + 1)| [ W(QJm) jdr 


“ (136.5) 


mit AcQ = & — &. Für eine Strahlung vom elektrischen Typ ist A = E zu setzen 
und der Ausdruck für W; aus (135.30) zu verwenden. Für eine Strahlung vom 
magnetischen Typ ist A= M und X, (135.30) zu entnehmen. 

Zu jedem Übergang » / >» I’ gehören Multipolstrahlungen mit solchen Werten 
AJm, für die die Matrixelemente in (136.5) von Null verschieden sind. Die Bedin- 
gungen, unter denen diese Matrixelemente nicht Null sind, heißen Auswahlregeln. 
Diese Bedingungen sind gerade die Erhaltungssätze für den Gesamtdrehimpuls 
I7- IAsJsT+ I], die Drehimpulsprojektion M’ + m = M und die Parität. 
Der Erhaltungssatz für die Parität fordert, daß das atomare System bei der Emis- 
sion eines Photons vom Typ EJ (elektrische Multipolstrahlung) seine Parität um 


(—1)’ ändert; bei der Emission eines Photons MJ muß das atomare System seine 
Parität um (—1)/*+1 ändern. 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß das atomare System Photonen emittiert, ist zu 
n; + 1 proportional. Die Emissionswahrscheinlichkeit für n; = 0 wird als Wahr- 
scheinlichkeit der spontanen Emission bezeichnet. Die Quantisierung des elektro- 
magnetischen Feldes erklärt also ganz natürlich die spontane Photonenemission, 
über die in $ 78 gesprochen wurde. 

Analog kann man die Übergangswahrscheinlichkeit aus dem Anfangszustand 


(136.3) in den Endzustand 
Y_ |. .. n,(Jm) > 1, .. RS O,rpM' 


mit einem Photon weniger als im Anfangszustand berechnen. Die entsprechende 
Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist 


2 
N u n,(Jm)| [ U(QJm) jdr 
TC" M’M 


Baur mine 2 
ERIEEN (136.6) 


Pri(AJ) = 


mit AcQ = & — &. Die Auswahlregeln für die Absorption von Photonen einer 
bestimmten Multipolstrahlung sind dieselben wie für die Emission. Natürlich ist 
nach (136.6) die Absorptionswahrscheinlichkeit der Zahl der betreffenden Pho- 
tonen im Anfangszustand proportional. 

Die Wellenfunktionen %,,u für das atomare System, die über die Stromdichte 
des Übergangs j (136.4) in die Matrixelemente (136.5) und (136.6) eingehen, sind 
nur innerhalb des atomaren Systems von Null verschieden. Bei der Emission ultra- 
violetter oder langwelligerer elektromagnetischer Strahlung in Atomen und Mole- 
külen und bei der Emission von y-Strahlung in Atomkernen ist gewöhnlich die 
Ungleichung OR), <1 erfüllt, wenn Ay der Radius des Systems ist. In diesen 
Fällen kann man die Matrixelemente in der langwelligen Näherung berechnen, d.h., 
statt der sphärischen Bessel-Funktionen in W, deren asymptotische Ausdrücke 
verwenden 


Bopee Or <1 (136.7) 
NEN 100.50 


In der langwelligen Näherung ist die Emissionswahrscheinlichkeit für ein Pho- 
ton vom Typ J der 2J + 1-ten Potenz der Photonenenergie proportional 


Pa{AJ) — 023 #1, (136.8) 


Für die Photonen der magnetischen Multipolstrahlung kann man sich davon leicht über- 
zeugen, indem man Yy aus (135.30) direkt in (136.5) einsetzt und (136.7) verwendet. Bei 
der Berechnung der Emissionswahrscheinlichkeit für Photonen elektrischer Multipol- 
strahlung kann man in der langwelligen Näherung die Näherungsgleichung 


rot &j,Y m) Zi + DV (irYıom) 


benutzen, die sich einfach mittels der Operatoridentität 


Ö 
rot[r X V]=rV?2—-V (1+ ) 


ergibt. 
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8 137*. Erzeugung und Verstärkung elektromagnetischer Strahlung durch 
Systeme mit „‚negativer Temperatur‘ 


Die Emissionswahrscheinlichkeit für ein Photon pro Zeiteinheit beim Übergang 
eines atomaren Systems aus dem Zustand: in den Zustand f kann man nach 


(136.5) ın der Form 
Ppi(AJm) = [n;(Jm) + 1] Ppi(AJm)sp (137.1) 


schreiben; Pr(AJm)sp.ist die Wahrscheinlichkeit der spontanen Emission, d.h. 
der Emission für n; = 0. Unter normalen Umständen werden die Photonen von 
Systemen mit wenigen angeregten Atomen (Molekülen, Kernen usw.) und bei 
geringer Strahlungsintensität emittiert; es handelt sich daher nur um spontane 
Emission. 

Induzierte Emission wird in Systemen mit großer Strahlungsdichte beobachtet, 
wenn es in jedem Zeitpunkt genügend viele angeregte Atome gibt, die mit den 
Photonen wechselwirken. Große Strahlungsdichten und lange Lebensdauern der 
angeregten Zustände begünstigen die induzierte Emission. Wie in $ 80 gezeigt 
worden ist, ist die Lebensdauer angeregter Zustände der Übergangswahrschein- 
lichkeit unter Emission eines Photons pro Sekunde umgekehrt proportional. Da 
die Emissionswahrscheinlichkeit für ein Photon proportional zu O%J+! ist, sollte 
man große Lebensdauern für atomare Systeme erwarten, die langwellige Photonen 
emittieren. Es ist daher nicht zufällig, daß die ersten Untersuchungen über indu- 
zierte Übergänge mit Rundfunkwellen angestellt wurden. Die Untersuchung der 
Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen im Hochfrequenzbereich mit Kernen, 
Atomen und Molekülen in verschiedenen Zuständen bildet einen neuen Zweig in 
der Physik — die Hochfrequenzspektroskopie [107]. In der letzten Zeit ist es ge- 
lungen, auch im optischen Bereich induzierte Übergänge zu beobachten. 

Besonders deutlich tritt induzierte Emission in Molekularverstärkern und -gene- 
ratoren in Erscheinung, die man auch Maser oder Quantengeneratoren nennt. Die 
erste Theorie eines Molekulargenerators stammt von Bassow und ProcHoRow 
[108]. Der erste Maser wurde mit einem Strahl von Ammoniakmolekülen verwirk- 
licht [109], später wurden auch feste Paramagnetika verwendet. 

Wir wollen die Arbeitsweise von Generatoren und Verstärkern elektromagne- 
tischer Strahlung auf Grund der induzierten Emission erklären. Dazu betrachten 
wir ein System aus Atomen (Molekülen), die sich in den beiden Energiezuständen 
€, und &ı befinden können (&} > eo). N sei die Gesamtzahl der Atome, No die Zahl 
der Atome mit der Energie &0, Ni = N — No die Zahl der Atome mit der Energie 
&0. Unter dem Einfluß des elektromagnetischen Feldes mit der Frequenz 
w = können die Atome aus dem Zustand ep durch Absorption von Photonen 
ın den Zustand &ı gelangen. Die Atome im Zustand eı können Photonen emit- 
tieren und in den Zustand &9 übergehen. I/(0 — 1) sei die Zahl der Übergänge pro 
Sekunde unter Photonenabsorption, //(1— 0) die Zahl der Übergänge mit Pho- 
tonenemission. Das Verhältnis dieser Zahlen ist 


IA1>0) (n+1)Nı 


SL una Lu 137.2 
"TON nn en 
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wo n die Zahl der Photonen mit einer bestimmten Frequenz, Polarisation und 
Fortpflanzungsrichtung ist. 

Für n< 1 absorbiert das System die elektromagnetische Strahlung; fürn >1i 
wirkt das System als Verstärker der Strahlung, da die Zahl der emittierten Pho- 
tonen größer als die der absorbierten ist. Wir interessieren uns für das System als 
Verstärker. Wir müssen daher nur die induzierte Emission ins Auge fassen, weil 
nur die bei induzierten Übergängen emittierten Photonen zu den Photonen der 
einfallenden Strahlung kohärent sind. 

Soll ein System als Verstärker wirken, so muß die Ungleichung N; > N, gelten. 
Unter normalen Verhältnissen ist die umgekehrte Ungleichung erfüllt. Im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht wird die relative Zahl der Moleküle in den beiden Zu- 
ständen durch die Formel 


x.) 
In EN REN 137.3 
| NG iherm => 0] ö 


gegeben, in der © die Temperatur des Systems in Energieeinheiten ist. Durch die 
Wechselwirkung mit den Photonen gelangt das System in einen Nichtgleich- 
gewichtszustand, für den N,/No> (Nı/No)tnerm ist. Mit zunehmender Pho- 
tonendichte im System wird auch das Verhältnis N,/N, größer. Da mit zunehmen- 
der Photonendichte die Wahrscheinlichkeit induzierter Übergänge größer wird, 
wird die Lebensdauer des angeregten Zustandes kleiner. Infolgedessen kann durch 
Vergrößerung der Photonendichte in einem System das Verhältnis N,/No nicht 
größer als 1 werden. Im Zustand mit N, = No = N/2 hört die Energieabsorption 
auf, es tritt Sättigung ein. Der Sättigungszustand konnte im Bereich von Hoch- 
frequenzwellen beobachtet werden. a 

Zustände mit N,/No > (Ni/No)therm Sind thermodynamisch Nichtgleich- 
gewichtszustände. Man kann diese Zustände durch die Formel 


N; em & 
= man nl 1 . 
„2 exp m )- (137.4) 


beschreiben, wo @©. ein Parameter ist; man bezeichnet diesen Parameter als 
effektive Temperatur. Zu Zuständen mit N,/No > 1 gehören negative Parameter- 
werte Os d. h. negative effektive Temperaturen. Diese Bezeichnung ist mit Vor- 
sicht zu verwenden. 

Systeme, die sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befinden und für 
die irgendwie Zustände mit N,> Nng hergestellt wurden, bezeichnet man als 
Systeme mit „negativer Temperatur“. Systeme mit negativer Temperatur ver- 
E1780 
h , 
weil in diesen Systemen die Zahl der durch induzierte Übergänge emittierten Pho- 
tonen größer als die Zahl der absorbierten Photonen ist. Versieht man das System 
im Zustand der ‚negativen Temperatur‘ mit reflektierenden Begrenzungen, so 
können die an den Begrenzungen reflektierten Photonen in demselben Zustand an 
den Ursprungsort zurückkehren, in dem sie ihn verlassen haben. Es entsteht also 
eine positive Rückkopplung. Unter gewissen Bedingungen verursacht diese eine 
Selbstanregung (s. zum Beispiel [110]). Die Bedingungen für die Selbstanregung 


stärken die einfallende elektromagnetische Strahlung mit der Frequenz o = 
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sind dann gegeben, wenn die vom System abgegebene Leistung größer als die Ver- 
lustleistung im System ist (Energieübertragung an thermische Schwingungen u.a.). 
Die vom Generator erzeugte Energie wird dem System entnommen, das zur Auf- 
rechterhaltung der ‚negativen Temperatur‘ dient. Um Generatoren und Ver- 
stärker elektromagnetischer Strahlung unter Ausnutzung der induzierten Emis- 
sion zu bauen, muß man thermodynamische Nichtgleichgewichtszustände mit 
negativer effektiver Temperatur schaffen können. Gegenwärtig sind viele Me- 
thoden vorgeschlagen (und teilweise verwirklicht) worden, in Gasen und Fest- 
körpern „negative Temperaturen“ zu erzeugen und sie dann im infraroten und 
optischen Spektralbereich zu verwenden. Die Besonderheiten dieser Generatoren 
und Verstärker und die Methoden zur Erzeugung ‚‚negativer Temperaturen“ sind 


in den Übersichtsartikeln [110, 114] dargestellt. 
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Bisher haben wir uns in diesem Kapitel mit der Quantisierung kleiner Gitter- 
schwingungen in Festkörpern und mit der Quantisierung des elektromagnetischen 
Feldes befaßt; bei der letzteren haben wir die klassische Hamilton-Funktion als 
Hamilton-Funktion eines Systems nicht wechselwirkender Oszillatoren ge- 
schrieben und haben dann die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Bose- 
Teilchen eingeführt. Wir wollen jetzt die allgemeine Methode der Feldquantıi- 
sierung für Bose-Teilchen kennenlernen. 

w;(t, t) seien die Komponenten eines Feldes. Das können zum Beispiel die Kom- 


ponenten Fler t) des Verschiebungsfeldes der Atome aus den Ruhelagen in einem 
Festkörper (s. $ 132) oder die Komponenten des Vektorpotentials in einem elektro- 
magnetischen Feld sein usw. In der klassischen Theorie betrachtet man die Wellen- 
funktionen y;(r, t) als Koordinaten des Feldes (dynamische Variable), die zu 
einem bestimmten Zeitpunkt in jedem Raumpunkt r gegeben sind. Die Feld- 
koordinaten y;(t, t) unterliegen gewissen Bewegungsgleichungen. Die Bewegungs- 
gleichungen der Feldkoordinaten können in Lagrange-Form geschrieben werden. 
Dazu führt man die Lagrange-Dichte /(y;) als Funktional von y;(t, it) und der 
ersten Orts- und Zeitableitungen der Wellenfunktion ein. Die Lagrange-Funktion 
des Feldes ıst das Integral der Lagrange-Dichte über den ganzen Raum 


L= IEI0D d’r. 


Die Bewegungsgleichungen der Feldkoordinaten ergeben sich aus dem Variations- 
prinzip 


tz 
3 [Ldt= 8 [ L(yı) d’rdi= 0. (138.4) 
b; 


Die Variation erfolgt unabhängig für jede Feldkomponente unter der Nebenbedin- 
gung, daß die Variationen 6; für t= i, ta und an der Oberfläche des Volumens, 
in dem das Feld betrachtet wird, gleich Null sind. Die Feldkoordinaten (Wellen- 
funktionen) %; können komplex sein; / hängt dann von y,; und y* ab, und 
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die Variation in (138.1) erfolgt für die beiden Funktionen unabhängig, da ein 
komplexes Feld zwei unabhängigen reellen Feldern äquivalent ist. 
Die aus (138.1) folgende Bewegungsgleichung ist 


L 3 L L 
Sn. Be i a (138.2) 


den dem 
ot 0X 


Wir wollen die Lagrange-Dichten und die zugehörigen Bewegungsgleichungen (138.2) 
für einige Felder explizit angeben. 
a) Reelles Verschiebungsfeld der Atome in einem Festkörper. Die Lagrange-Dichte ist 


DRWERET AD ._ 
2-32 ler a) -. 32) } Ye 2,533, 890, 


Die 36 Verschiebungsvektoren (o ist die Zahl der Atome in einer Elementarzelle des 
Kristalls) erfüllen eine Bewegungsgleichung zweiter Ordnung in der Zeit: 


06, 


ar v0. 


b) Das reelle Feld des Vektorpotentials X mit der zusätzlichen Bedingung dıv X = 0 
genügt der Wellengleichung 
02% 
— e2\72 


zu der die Lagrange-Dichte 


nr m eo — (rot un] 


gehört. | 
c) Komplexes skalares Feld , das eine Gleichung erster Ordnung in der Zeit erfüllt 
., Ö RR? 
(in — Hs.) v=0 mit Hahn > —- rn + Y(n). 


Zum Feld » gehört die Lagrange-Dichte 
ıh Ö 
Di vi Fr Hoch) Y- 


In $ 139 werden ein komplexes und ein reelles skalares Feld mit einer Gleichung zweiter 
Ordnung in der Zeit betrachtet. 


Zu jeder Feldkomponente y; kann man den kanonisch konjugierten Impuls 


EL. I (138.3) 


i Iy; 
Je 
bilden. 


Die Hamilton-Dichte wird durch den Ausdruck 


#= 3. 4 (138.4) 
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gegeben, und die vollständige Hamilton-Funktion ist 
Ha= [#Har. (138,5) 


Man gelangt von den klassischen Größen — den Feldkoordinaten (c-Zahlen) — 
zu den quantisierten Größen (g-Zahlen), indem man die %; und die zugehörigen 
kanonisch konjugierten Impulse z; durch die entsprechenden Operatoren ersetzt, 
die bestimmte Vertauschungsregeln zu erfüllen haben. Da y; und 7; zeitabhängig 
sind, hängen die erhaltenen Operatoren ebenfalls von der Zeit ab, was dem Heisen- 
berg-Bild entspricht. Die Vertauschungsregeln für die Feldkoordinaten und -im- 
pulse werden in Analogie zu den Vertauschungsregeln für die Koordinaten und 
Impulse von Teilchen im Schrödinger-Bild aufgestellt: 


[rs rı]| = Pr» pi] = 0, Ir}, Pr] = ihödır- 
Da die Operatoren im Heisenberg-Bild zu ein und derselben Zeit denselben Ver- 
tauschungsregeln gehorchen wie die Operatoren im Schrödinger-Bild, kann man 
für die Feldoperatoren fordern 
Mi D; yr(t, t)] —= Bu: ” art, )] = 0, (138.6) 
Wil, 9, ar = hs r). 


Wir wollen die explizite Gestalt der kanonisch konjugierten Impulse, der Hamilton- 
Operatoren und der Vertauschungsregeln für die drei oben betrachteten Felder bestimmen. 
a) Reelles Verschiebungsfeld der Atome in einem Festkörper. Zum Operator &,; für den 


0E- 
Verschiebungsvektor gehören der Impulsoperator nr; = 0 - und die Hamilton-Dichte 


2er! 


Der Hamilton-Operator ist H = f # d3r. Die Vertauschungsrelationen sind 


ost, t 
BZ t), on 1 z ıh6,] Sr’ —r), 


0E (17, OE,(r, ti 
&,, 0,6% 1)] = Bi =: 


Die erhaltenen Vertauschungsregeln stimmen mit den früher gefundenen (132.17) überein. 
b) Reelles Feld eines Vektorpotentials. Dem Operator für die Feldkoordinate W ent- 
sprechen der Impulsoperator 


ei 1 u 
T—= Zn 
Arcc? üt 
und die Hamilton-Dichte 
1 1 0%9\ 2 
® (&) sen 


Der vollständige Hamilton-Operator des Feldes ist 


1 1 (OA\? 
u. al) + (vor m2| dor. 
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Die Vertauschungsregeln sind 


[A,lı, t), Axt; )] — ww en — 0, 


dt ° öt 


9A,(t, t) 


[Aue t) ’ dt | — 14 sch Ipo(lr“ — a) A 


Diese Vertauschungsregeln stimmen mit den früher erhaltenen (134.22), (134.23) und 
(134.26) überein. 

c) Komplexes skalares Feld, das der Schrödinger- a genügt. Zur Feldkoordinate y 
gehört der konjugierte Impuls 


ö 
a=1ihyr,Hf = ıihy* ir — Z/=y*Hs,ny- 


Der Hamilton-Operator des Feldes ist der Operator für die Gesamtenergie H = =[ y”Hsen y der. 
Die Operatoren y* und y erfüllen die Vertauschungsregeln 


tr, d, pr, i)] = [y*r’, 2), yv*ut)]= 0, 


(138.7) 
KI 2), y*r, t)]= S(r = r‘) ° 


Die zeitliche Änderung der Feldoperatoren wird durch die üblichen Operator- 
gleichungen 


avi, = bel. (138.8) 


bestimmt, wenn H der Hamilton-Operator oder der Energie-Öperator des Feldes 
1st. 

Mit Hilfe der Vertauschungsregeln für die Feldkoordinaten und -impulse kann 
man sich an obigen Beispielen leicht überzeugen, daß die aus (138.8) folgenden 
Operatorgleichungen den klassischen Bewegungsgleichungen für die Feldkoordi- 
naten entsprechen. 

Wir wollen jetzt die Elementaranregungen eines Feldes untersuchen, d. h., wir 
wollen die Vorstellungen von Feldquanten oder Elementarteilchen einführen. Die 
Einführung von Feldquanten hängt mit dem Übergang zur Quantenzahl- oder 
Besetzungszahldarstellung zusammen. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, 
betrachten wir ein Feld mit der Schrödinger-Gleichung 


Ö 
ih MH. _ 
(i Ar sen) y 0. 


Die Wellenfunktion in dieser Gleichung wird als in jedem Raum- und Zeitpunkt 
bestimmte Feldkoordinate aufgefaßt und nicht als Zustandsvektor für die Bewe- 
gung eines Teilchens. 

Wie im Beispiel c) gezeigt wurde, erfüllen die Operatoren für die Feldkoordinate 
yp(t,t) und der Operator y*(r, t) die Vertauschungsregeln (138.7); zwischen dem 
Operator y* und dem Impulsoperator besteht die Beziehung x = ihy*. Der 
Hamilton-Operator des Feldes ist 


H= [ w*t, i) Hsav(t, t) d’r. (138.9) 
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Wir werden als Grundvolumen des Raumes einen Würfel mit der Kantenlänge L 
wählen. In diesem Volumen sei ein Satz orthonormierter Funktionen o,(r) ge- 
geben, die sich in den Quantenzahlen » unterscheiden (oder in einem Satz mehrerer 
Quantenzahlen). Die Funktionen 9, befriedigen die Beziehungen 


Ser) p(%) d’r= dr. (138.10) 


Den Operator für die Feldkoordinate y und den dazu kanonisch konjugierten 
Impuls x (oder y*) kann man nach dem vollständigen Funktionensystem 9, ent- 
wickeln: 


y()= Ya,() (1), Pr )= Nast) pr). (138.11) 
Die neuen Operatoren a,(t) und a’(t) sind durch die Beziehungen 
— *(r)d3r, 
[vo )o,(r)d®r,. (138.12) 
= [v*& t) 9,(t) d®r 


definiert. Wir wollen die Vertauschungsrelationen für die neuen Operatoren be- 


rechnen. Mit en finden wir 


[as( = [ pe) 9.) [yle, d, wre’, d)] d’r ddr’ 
Unter en von . und = 10) erhalten wir daraus 
KAUF al. ‚(t | = Oyy. (138.13) 


Genauso ergeben sich 
[a,(), a,()]= [(0, a] = 0 


Nimmt man als Funktionen 9, die Eigenfunktionen der Schrödinger-Gleichung, 


HschP, = 8,9; 


so kann man durch Einsetzen von (138.11) in (138.9) den Hamilton-Operator um- 
formen zu 


H= N ala, f 9, Hschp,d3r = > ala,e,. (138.14) 


Der Energieoperator des Feldes ist nach (138.14) die Summe der Operatoren 
ala,e,, wo e, die Energie des Zustandes mit der Quantenzahl » ist. Der Operator 
N,=aj}a, ist daher der Operator für die Zahl der Elementaranregungen des 
Feldes, der Operator für die Zahl der Quanten oder der Teilchenzahloperator. Der 
Operator für die Gesamtzahl der Teilchen ist 


N= [w*ü i) y(r,t) d’r= Ya,a, = I N,. 


Der Operator für die Gesamtzahl der Teilchen N und der Teilchenzahloperator N, 
sind mit dem Hamilton-Operator des Feldes (138.14) vertauschbar. N und N, 
sind demzufolge Integrale der Bewegung und haben mit dem Hamilton-Operator 
gemeinsame Eigenfunktionen. 

Wir bezeichnen die Eigenfunktionen des Operators N, zu den Quantenzahlen n, 
mit |n,> 


N,In,» = n,‚|In,)>. (138.15) 
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Sehen wir uns jetzt die Funktion af|n,) an. Mit Hilfe der Vertauschungsregeln 
(138.13) kann man leicht zeigen, daß der Teilchenzahloperator N, folgendermaßen 
auf die Funktion af|n,) wirkt: 

N,(a}n,)>) = (a) 7 a\N,)In,) = (n, ale 1) alln,) . (138.16) 


Die Funktion af|n,> ist daher bis auf einen konstanten Faktor gleich der Funktion 
In, + 13: 
alln,>= Bin, + 1), (138.17) 


wobei 8 eine Konstante ist. Da die Wellenfunktionen in der Quantenmechanik nur 
bis auf einen Phasenfaktor bestimmt sind, kann man ß als positive reelle Zahl an- 
nehmen. Die Funktion |n, + 1> gehört zu dem Zustand mit der Teilchenzahl 
n, + 1. Der Operator af erhöht nach (138.17) die Zahl der Teilchen von der Sorte v 
um 1. Der Operator a} ist demnach ein Erzeugungsoperator. 
Die zu (138.17) hermitesch konjugierte Gleichung ist 
(n,la,= (n,+ 118, 
deshalb haben wir 
n, + 11ß2In,+ 13 = (n,la,a;|n,). 

Da ß? konstant ist, wird (n, + 1|ß?In, + 1> = P?; andererseits bekommen wir 
unter Verwendung der Vertauschungsrelationen (138.13) und der Gleichung 
(138.15) | 

n,la,ay [In = <nIN,+ Uny=n,+1. 


Der Faktor ß in (138.17) ist demnach gleich Yn, + 1, folglich wird 
alin,»= Yn,+ Aln, +1). (138.18) 
Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (138.13) ergibt sich weiter die Gleichung 


N,(a,|n,>) — (a,N, = a,)|n,> > (n, Ze 1) a,|n,)>; 
aus der | 


a,|n,)> Tu yln,— 13 (138.19) 


mit einer positiven reellen Zahly folgt. Der Operatora, setzt nach Gleichung 
(133.19) die Zahl der Teilchen von der Sorte v um 1 herab, dieser Operator ist ein 
Vernichtungsoperator. Zur Bestimmung von y benutzen wir die Gleichung 


a'a,|n,) = n,|n,). (138.20) 
Nach (138.19) und (138.18) wird aus der linken Seite dieser Gleichung 
a,a,In,) = yazın, 13 = y Ynuln,). 


Diesen Ausdruck setzen wir in (138.20) ein und finden y = Yn.. Endgültig wird 
die Anwendung des Operators a, durch die Gleichung 


a,n,>= Yn,In,— 1) (138.21) 
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beschrieben. Mit Hilfe der Formeln (138.18) und (138.21) kann man aus der Wellen- 
funktion des Zustandes |n,> die Wellenfunktionen der Zustände mit einer um 1 
größeren oder kleineren Teilchenzahl erhalten. Durch wiederholte Anwendung von 
(138.18) entsteht aus der Funktion |0) des Vakuumzustandes die Wellenfunktion 
des n-Teilchen-Zustandes 


In) = (n!)-12 (af)rI0>. (138.22) 


War die Wellenfunktion des Vakuumzustandes auf 1 normiert, |0> = 1, so sind 
die Wellenfunktionen (138.22) ebenfalls normiert. 

Beim Übergang zur Besetzungszahldarstellung haben wir das orthonormierte 
System der Eigenfunktionen des Operators Hs.n verwendet. Der Hamilton- 
Operator wird in diesem Falle durch die Teilchenzahloperatoren ausgedrückt: 
H= )\, &,N,. Zustände mit einer bestimmten Teilchenzahl |...n,...»> sind statio- 


y 
näre Zustände. Die Energie dieser Zustände ist die Summe der Energien der ein- 
zelnen Teilchen E = )) e,n,; die Vorstellung von Teilchen hat daher einen realen 


Sinn. Diese Art der Betrachtung ist aber nicht immer möglich. Zum Beispiel sind 
in manchen Fällen die Eigenfunktionen des Operators Hs.n unbekannt; man kennt 
nur die Eigenfunktionen des einfacheren Hamilton-Operators Hg (ohne die Wech- 
selwirkung). An Stelle dieser Funktionen können auch beliebige andere orthonor- 
mierte vollständige Funktionensysteme beim Übergang zur Besetzungszahldar- 
stellung verwendet werden. Die dabei entstehenden Erzeugungs- und Vernich- 
tungsoperatoren charakterisieren Zustände mit veränderlicher Teilchenzahl. Man 
sagt in diesem Falle, der bei der Wahl der Funktionen , unberücksichtigte Teil 
des Hamilton-Operators Hsch — Ho sei die Ursache der Instabilität (der Umwand- 
lung) dieser Teilchen. Diese ‚‚Instabilität‘‘ kann sich auch in realen Teilchen- 
umwandlungen äußern, wenn die Teilchen zu mehreren miteinander wechsel- 
wirkenden Feldern gehören. 
Zur Illustration des Obigen betrachten wir den Hamilton-Operator 


und wählen als orthonormiertes Funktionensystem die Eigenfunktionen des Ope- 
rators für die kinetische Energie, d. h., wir setzen 


? 
= Velt mit (=L3, = vi. 0, +1... 


Hier kann man die Feldoperatoren in der Form 
vi = Dal) ale), vH N- Zardpkle) 


darstellen. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Teilchen mit dem 
Impuls p = Af gehorchen den Vertauschungsrelationen 


la; ar] = fa}, ar] =, [a;, ar] = Ör. 
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Der Hamilton-Operator des Feldes wird 


H=  a09+ aa, | pWor dr. (138.23) 
f ee 


Der Hamilton-Operator H ist mit den Teilchenzahloperatoren N; = ala, in 
allen Zuständen f nicht vertauschbar. Die Teilchenzahl bleibt daher in keinem 
Zustand f erhalten. Zu einer gewissen Anfangszeit liege der Zustand mit der 
Wellenfunktion |...ng...ny-)> vor. Wegen der Operatoren in der zweiten Summe 
in (138.23) wird das System mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit in den Zustand 
mit der Wellenfunktion |...n» + 1...n- — 1) übergehen. Die Übergangswahr- 
scheinlichkeit dafür ist dem Quadrat des Matrixelements [Pkw pr dr proportio- 
nal. Der Operator für die potentielle Energie W, der die Wechselwirkung mit an- 
deren Teilchen (oder Feldern) enthält, ist auf diese Weise der Grund für die Ände- 
rung der Zahl der freien Teilchen in den einzelnen Zuständen des Systems. 


Jeder Operator a!a; kommutiert mit dem Operator N = Yal a; für die Gesamt- 


I 
zahl der Teilchen im System. Der Hamilton-Operator (138.23) ist also mit dem 
Operator für die Gesamtteilchenzahl vertauschbar. Die Teilchenzahl in den ein- 
zelnen Zuständen wird nicht erhalten, die Gesamtzahl der Teilchen im System ist 
ein Integral der Bewegung. 
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In der Natur kommen geladene und neutrale r-Mesonen vor. Die geladenen r- 
Mesonen kommen mit beiden Vorzeichen der elektrischen Ladung vor und haben 
eine Masse von 273 Elektronenmassen. Die neutralen Mesonen sind 264mal 
schwerer als ein Elektron. Der Spin der z-Mesonen ist Null, sie haben negative 
innere Parität. 

Geladene z-Mesonen werden durch ein komplexes Feld y(r) beschrieben, neu- 
trale z-Mesonen durch ein reelles Feld. Die dynamische Feldkoordinate y(r) ist 
eine pseudoskalare Funktion des Ortes r und der Zeit. Bei der Feldbeschreibung 
bedeutet r die Koordinate des Raumes und nicht die Koordinate eines Teilchens. 
Bei der Feldbeschreibung entfällt die in 88 53 und 57 erörterte Schwierigkeit, den 
Begriff der Koordinaten eines relativistischen Teilchens einzuführen. 

Wir wollen das komplexe skalare Feld für ein Teilchen mit der Masse M be- 


handeln. Nach (54.5) muß die Funktion y(t) der Klein-Gordon-Gleichung 


EEE EN 
a ) y=0 (139.1) 
genügen. Die Dichten von elektrischer Ladung und Strom 


> dy Iyp* eh 
= u PRREL SEIEN en * 3 * 
ame (v 5 a )- Ian VI HND)) 2 


bilden einen vierdimensionalen Vektor; dieser befriedigt die Kontinuitätsglei- 
chung (54.7). Wie man mit Hilfe von (138.2) leicht sieht, gehört zu dem komplexen 
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Feld y, das die Gleichung (139.1) befriedigt, die Lagrange-Dichte 


Ö 6) M?e* 
$= u WEN) (VW) -r vir. (139.3) 


Mit (138.3) finden wır die kanonisch konjugierten Impulse zu den Feldkoordinaten 
vund y* 
Hp 
= und n*- = (139.4) 
und die Hamilton-Dichte 
12ci Iy* Oy 
z ——— ——. 139.5 
a . 


KH = c(Vy*) (Vy)+ 


Zur Quantisierung des Feldes ersetzt man die dynamische Variable y und den 
kanonisch konjugierten Impuls z = ö y*/dt durch die entsprechenden Operatoren 
mit den Vertauschungsregeln | 


pr, ds pilı, )]= ve.) Be _ ı Kan - ] 


Öt öt Öt 
= [y(r’, 2), y( i)] = er, vor =, (139.6) 
vie. t), an | - ihd(r’ — nr). | 


‚Wir führen den entsprechenden Übergang in (139.5) aus und integrieren über 
den ganzen Raum. So ergibt sich der hermitesche Hamilton-Operator des Feldes 


5 OyT Ay B f M?e% f s 


Die Feldoperatoren » und Öy/öt unterliegen Bewegungsgleichungen der Art 
(139.1), wie man leicht sieht. Tatsächlich ist 


. (F)- r a] = #7 vr ns 


M?2c? 


a ou wölr— r Narmavay- L 


h? 


v. (139.8) 


Um zur Besetzungszahldarstellung zu gelangen, führen wir ein orthonormiertes 
Funktionensystem ein; wir verwenden als diese Funktionen die Lösungen der 
Gleichung (139.1). Man kann die Lösungen mit einem bestimmten Impuls Af 
nehmen. Nach $ 55 gehören zu jedem £-Wert die beiden unabhängigen Lösungen 


1 
ml (fr rt}, ur @xL)} (139.9) 


39 Dawydow, Quantenmechanik 


596 XIV. Zweite Quantisierung eines Systems aus gleichartigen Bosonen 


... Mi 
dr = k2+ 72 , 


VY = L? ıst das Grundvolumen im Raum. Zur Vereinfachung der Schreibweise 
stellen wir hier eine Periodizitätsbedingung mit der großen Periode L. Die Feld- 
operatoren » und öy/öt entwickeln wir nach dem vollständigen Funktionensystem 


(139.9) 


mit 


h = -i@gt T iort\ pikt 
y= 357] (age-i®rt 4 byeiwrt) e 


ov__; e& 
2 32V 


(139.10) 


1/2 
| (ageriert 22 bieioxt) eitr, 
Durch hermitesche Konjugation kann man aus (139.10) die Operatoren y! und 
Oyt/öt erlangen. Wir setzen die erhaltenen Ausdrücke in die Vertauschungs- 
regeln (139.6) ein und sehen, daß diese erfüllt sind, wenn die neuen Operatoren die 
Vertauschungsrelationen 


oa] [era] 28; | (139.11) 
[2 ar] = [be, de | = SR Fl 


befriedigen. Weiter setzen wir (139.10) in (139. 7) ein, benutzen (139.11) und be- 
kommen für den Hamilton-Operator des Feldes in der Besetzungszahldarstellung 


H= Yhorlata+ bibı+ 1}. (139.12) 
£ 


Die Feldoperatoren (139.10) sind so normiert, daß sie den richtigen Wert der 
Gesamtenergie des Feldes liefern. Bei dieser Normierung der Feldoperatoren er- 
geben sich die Operatoren für die elektrische Ladungs- und Stromdichte aus 
(139.2), indem man beim Übergang zu den Feldoperatoren (139.10) die beiden 
Ausdrücke in (139.2) mit dem konstanten Faktor Me?/h? multipliziert. Wir er- 
halten auf diese Weise 


_ ie (4 _ re en ee, t 
Q Ar, Er v„yp | 5; Vy—-yVy!). (139.13) 


In den Operator oe gehen wir mit (139.10) ein und integrieren über das Vo- 
lumen Y‘. So erhalten wir den Operator für die gesamte elektrische Ladung des 
Feldes 


Q9= [od’r=eY (aa,— bib,). (139.14) 
e 
Weiter führen wir die Teilchenzahloperatoren 
n”= ala, n{’=bib, (139.15) 


ein. Die beiden Operatoren (139.15) sind mit dem Hamilton-Operator (139.12) und 
dem Ladungsoperator des Feldes vertauschbar. Die Wellenfunktionen 


Bas en aa 
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stellen demnach stationäre Zustände dar. Die Wellenfunktion |nf") gehört nach 
(139.14) und (139.12) zu einem Zustand, in dem nf" Teilchen den Impuls At, die 
Ladung Q = enf*’ und die Energie n{” Aw; haben; die Wellenfunktion |n{”y be- 


schreibt einen Zustand, in dem nf? Teilchen den Impuls At, die Ladung O = -en!” 
und die Energie nf’h@z haben. Die Zustände des geladenen Mesonenfeldes ent- 
sprechen somit Feldquanten — Teilchen — mit beiden Ladungsvorzeichen und 


positiver Energie. Die Eigenwerte des Hamilton-Operators (139.12) sind immer 
positiv. Die Eigenwerte des Operators für die elektrische Ladung des Feldes 
können positiv oder negativ sein, je nach der Zahl der negativ und positiv gela- 
denen Teilchen. 

Die neutralen Mesonen werden durch ein reelles Feld beschrieben. Der Operator 
(139.7) beschreibt neutrale Teilchen, wenn man 


v(t)= vlt) (139.16) 
setzt. | 
Nach (139.10) ist die Realitätsbedingung (139.16) erfüllt, wenn zwischen den 
Operatoren a; und b; die Beziehungen 


b; = a_t (139.17) 


bestehen. Die Operatoren für das neutrale Mesonenfeld werden allein durch die 
Erzeugungsoperatoren a/ und die Vernichtungsoperatoren a; dargestellt: 


y- 2, ) Vor £ —f ’ 
(139.18) 


hwx 


1/2 = 
. EN. 5 (ageTior! _ a_sel®r!) eift, 


Die Normierungsfaktoren in (139.18) sind so gewählt, daß die Operatoren die Ver- 
tauschungsregeln 


ee 8 =|- 0, viel. WE = inse- Y) (139.19) 


erfüllen, wenn die Operatoren a! unda; den üblichen Vertauschungsrelationen für 
die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 


[@, ar] = [a; ) ag] =, [@:, ar] = er (139.20) 


genügen. Durch Einsetzen von (139.18) in (139.7) bekommen wir den Hamilton- 
Operator des neutralen Mesonenfeldes in der Besetzungszahldarstellung 


1 
H= > hor late, = >| . (139.21) 
£ 
Der Operator für die elektrische Gesamtladung (139.14) ist für ein neutrales Feld 


identisch Null 
O=e)Y (a— a sa_,) =(. (139.22) 
€ 


39* 
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Wie in 8 55 gezeigt worden ist, kann man die Klein-Gordon-Gleichung für ein komplexes 
skalares Mesonenfeld als Gleichung ersten Grades in der Zeit schreiben 


8 
(in Fries a) Yri)=0, (139.23) 


wenn man die Wellenfunktion W als einspaltige Matrix ( ’) mit zwei Funktionen p, x auf- 
faßt. Der Hamilton-Operator ist % 


‚mp2 
H, = (13 + in) 7 + Merz (139.24) 


mit den durch (55.11) definierten zweireihigen Matrizen r;. Wir sehen die Funktion W als 
Feldkoordinate an und gehen nach der Methode der zweiten Quantisierung zum Feld- 
operator Y über. Mit der einen Gleichung (139.23) kann man beliebig viele, miteinander 
nicht wechselwirkende Mesonen beider Ladungsvorzeichen beschreiben. 

Für die Lagrange-Dichte kann man die Form 


Ö 


verwenden. Zur Feldkoordinate W gehört der kanonisch konjugierte Impuls x = ihWTr;, 
und die Dichte des Hamilton-Operators ist 


#=-Wir;H,W. (139.25) 
Nach (138.6) müssen die Feldoperatoren X und x = ih Te; die Vertauschungsregeln 
[Fir ti), Plvt)]= — $(r’ — tv) (139.26) 


befriedigen, alle anderen Kombinationen von WT und W kommutieren miteinander. Zur 
Besetzungszahldarstellung gelangen wir, indem wir durch die Beziehungen 


= yny fa, P(E, ) +biWw(— E, 2} eitt (139.27) 
[; 
neue Operatoren einführen. Die Funktionen W(Es,t) und W(— Est) erfüllen die Gleichungen 


EN 
[+ Im) Me’xz — E.| YE,)=0, 
n2 (139.28) 
+ 17). + Me? 3 + Br] y— Ep t) = 0, 


worin E,= c Yh2?? + M?c? die Energie eines freien Teilchens mit dem Impuls At ist. Diese 
Funktionen sind nach der Vorschrift 


YVHEBDYTZPERN =; BI Et) E(— E,l)= —A (139.29) 


normiert. Wir setzen (139.27) in (139.26) ein, benutzen (139.28) und (139.29) und erkennen 
einfach, daß die Vertauschungsrelationen (139.26) erfüllt sind, wenn die neuen Operatoren 
den Beziehungen 

[a ap] = [du dr] = [a,b}] =. - —=0, | 


(139.30) 
[a,, at] = [du bi] = dr 


$ 140*. Anwendung der Methode der zweiten Quantisierung 599 


genügen. Mit (139.27) erhalten wir aus dem Hamilton-Operator 
H = [P'rH,w dr 
den Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung 


in Übereinstimmung mit (139.12). Für den Operator der elektrischen Ladung ergibt sich 


t 


Nach $55 werden Teilchen und Antiteilchen durch Funktionen beschrieben, die durch 
Ladungskonjugation auseinander hervorgehen. W beschreibe den Zustand der Teilchen, 
p.—= x, W beschreibt dann den Zustand der Antiteilchen. Für Teilchen mit Ladung 
(elektrischer oder anderer) sind die Operatoren X und W, unabhängig voneinander. Teil- 
chen, die in allen ihren Eigenschaften mit den Antiteilchen übereinstimmen, bezeichnet 
man als neutrale Teilchen. Für neutrale Teilchen sind die Operatoren X und W, linear ab- 
hängig. Es gibt dabei zwei Möglichkeiten: 


v-=YW oder P,=-W. 


Die neutralen x-Mesonen zerfallen in zwei y-Quanten, die ihren Zustand bei einer Ladungs- 
konjugation nicht ändern. Für die neutralen x-Mesonen muß daher der Fall X, = Wreali- 
siert sein. Die Funktion (139.27) erfüllt diese Bedingung für a_, = b,. 


$S 140*. Anwendung der Methode der zweiten Quantisierung auf 
Systeme wechselwirkender Bose-Teilchen 


&; bedeute den Satz der drei Ortskoordinaten und der Spinprojektion des :-ten 
Bose-Teilchens (Teilchen mit ganzzahligem Spin). Der Hamilton-Operator eines 
Systems aus N gleichartigen Teilchen, die durch Paarkräfte miteinander wechsel- 
wirken, ist in der Ortsdarstellung 


N 
Hsn= D Hsald)+ I WE, £)): (140.1) 
i=1 i<j 
wenn H(£;) der Hamilton-Operator eines Teilchens ohne die Wechselwirkung mit 
den anderen Teilchen ist. 
Der Zustand eines Systems aus N gleichen Teilchen wird in der Ortsdarstellung 
durch die Schrödinger-Gleichung 


..o 
(iR e Hsc) Pe Ey. Em) 0 


festgelegt. Die Wellenfunktion y ist eine Funktion im abstrakten 4 N-dimensio- 
nalen Konfigurationsraum. Wie in $ 87 gezeigt worden ist, muß diese Funktion bei 
der Vertauschung von Teilchenpaaren symmetrisch sein. 

Die Untersuchung von Systemen aus vielen gleichen Teilchen ist sehr kompli- 
ziert in der Orts-, Impuls- oder einer anderen Darstellung, in der die Zustände 
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eines jeden einzelnen Teilchens angegeben werden. Wie von Fock [112] gezeigt 
worden ist, ist die Methode der zweiten Quantisierung die effektivste Methode zur 
Untersuchung der Eigenschaften von Systemen aus gleichen Teilchen. In diesem 
Paragraphen werden wir diese Methode am Beispiel eines Systems aus gleichen 
Bose-Teilchen kennenlernen. 

Zunächst betrachten wir ein System nichtwechselwirkender gleicher Teilchen. 
Der Hamilton-Operator ist in diesem Falle die Summe der Operatoren der ein- 
zelnen Teilchen 


Ho= > Hsaldi)- (140.2) 


&,, und 9,,(&;) seien die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des ÖOperators 
Hscn(£;) für das ı-te Teilchen. In der Ortsdarstellung wird ein Zustand des Systems 
durch die Angabe des Satzes der Quantenzahlen » für jedes einzelne Teilchen fest- 
gelegt. Für ein System aus gleichen Teilchen ist diese Beschreibung zu genau. 
Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen kann man nicht angeben, welches 
Teilchen sich in einem gegebenen Zustand befindet. Wegen der Identität der 
Teilchen müssen die Wellenfunktionen gegenüber Vertauschungen von Teilchen- 
paaren symmetrisiert werden. Die symmetrisierte Wellenfunktion für den Zustand 
mit nı Teilchen ım Einteilchen-Zustand »;, na Teilchen im Zustand »5, usw. kann 
in der Form 
nı'na!...712 

Dee | n SPo.l&) ol) .-- rin) (1403) 
geschrieben werden; dabei sınd die 9,(&) die Einteilchen-Wellenfunktionen des 
Zustandes mit den Quantenzahlen »; das Symbol $’P bedeutet die Symmetrisie- 
rung des Produktes der Wellenfunktionen für alle möglichen Vertauschungen von 
Teilchenpaaren. 

Die komplizierte Gestalt der Wellenfunktion (140.3) in Abhängigkeit von AN 
Veränderlichen erschwert die Rechnungen sehr. Durch den Übergang zur Be- 
setzungszahldarstellung wird die Theorie beträchtlich vereinfacht. In der Be- 
setzungszahldarstellung wird ein Zustand durch die Angabe der Teilchenzahl in 
jedem Einteilchen-Zustand festgelegt. Bei dieser Beschreibung sind die Symmetrie- 
eigenschaften der Funktionen in bezug auf die Vertauschungen von Teilchen- 
paaren automatisch enthalten; sie entspricht daher völlig den realen Eigenschaften 
eines Systems aus identischen Teilchen. 

Für den Übergang zur Besetzungszahldarstellung schreiben wir die Wellen- 
funktion eines beliebigen Zustandes eines Systems aus N nichtwechselwirkenden 
Teilchen als Linearkombination der Zustände (140.3) 


vlt; ... &; .. ” = > lt; nıng ». Die .. Er. e .). (140.4) 
Pr Mas een 
Die Entwicklungskoeffizienten |t; nı, na, ...» sind die Wellenfunktionen des 
Systems in der Besetzungszahldarstellung. Wir setzen (140.4) in die Schrödinger- 
Gleichung in der Ortsdarstellung ein 


„6 A 
DR] Dinar lt: 
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Nun multiplizieren wir mit ©y ne ...(---&-..) und integrieren über £; (die 
Integration enthält auch die Summation über die Spinvariablen). Die Schrö- 
dinger-Gleichung in der Besetzungszahldarstellung wırd 


Een ee SSR 0 F (140.5) 
wenn 
= [pe ) Hscn(E o,(£) dE& 


die Energie des an y ıst; n, ıst die Teilchenzahl in dem be- 
treffenden Zustand. Weiter verwenden wir die Gleichung 


I Se Re a'a,lt: a 
a! und a, erfüllen die Vertauschungsregeln 
[a,, a,] = [a,, a}] =0, [a,, a}] = = (140.6) 


und sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Bose-Teilchen im Zu- 
stand v. Wir können damit die Gleichung (140.5) in 


20 
(a - Mo); re) 


umformen, wo 
H,= 2, &,4,a, = „ [a 9,(E) Hscn(E) a,9,(E) dE (140.7) 


der Hamilton-Operator des Systems nichtwechselwirkender Teilchen in der Be- 
setzungszahldarstellung ist. 

Die Funktionen @, sind die Eigenfunktionen des Operators Hs.n(£); deshalb 
kann man (140.7) in die Gestalt 


Ho= [| PY(E) Hscn(E) P(E) dE (140.8) 
bringen. Die Öperatorfunktionen PF(£) und W(£) sind dabei durch die Gleichungen 
= Ya,9,(d, Pid)= 2 a'p*(& (140.9) 


definiert. Auf Grund von (140.6) und der Orthonormiertheit der Funktionen o, 
ergeben sich für die Operatorfunktionen (140.9) die Vertauschungsrelationen 


FF - FE PIE = 0, | 
FO PEN] = IE- 9). 


Hier und im folgenden sei 


(140.10) 


8E- 8)= Ir r) dar 


wobei o die Spinvariable ist. 

Den Hamilton-Operator eines Systems nichtwechselwirkender Teilchen in der 
Form (140.8) werden wir als Hamilton-Operator in der Darstellung der zweiten 
Quantisierung bezeichnen. Er ist vollständig bestimmt, wenn wir den Einteilchen- 
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Operator Hs.n(£) in der Ortsdarstellung kennen, der alle möglichen Zustände eines 
Teilchens bestimmt, und wenn die Vertauschungsrelationen für die Operator- 
funktionen PF(£) und Y(£) bekannt sind. Man gelangt von dem Operator der 
zweiten Quantisierung (140.3) zum Operator in der Besetzungszahldarstellung, 
indem man eine Transformation (140.9) mit einem RlENEen orthonormierten 
vollständigen Funktionensystem ausführt. 

Führt man hierfür das vollständige Funktionensystem der Eigenfunktionen des 
Operators Hs.n(£) ein, so erhält der Hamilton-Operator eines Systems nicht wechsel- 
wirkender Teilchen die einfache Gestalt (140.7). Man kann aber die Operatoren 
P(E) und PF(£) auch nach einem anderen orthonormierten vollständigen Funk- 
tionensystem f,(&) entwickeln. Die Beziehungen (140.10) sind dann erfüllt, wenn 


= Ybrld, PHH= NL bIfE(H (140.11) 


sind und wenn die Erzeugungsoperatoren b! und die Vernichtungsoperatoren b, 
für Teilchen im Zustand s durch die Vertauschungsregeln 


[d,, d,.]= [b}, di.]= 0, [d., d5]= 3, 


definiert sind. In diesem Falle erhalten wir durch Einsetzen von (140.11) in 
(140.8) als Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung 


H, = B> b!b,.<s|Hscn(E)ls’> (140.12) 


ss” 


<s[Hscn(E)ls >= [FF(E) Hscn(E) fs(E) dE. 


Der Hamilton-Operator (140.12) ist mit dem Teilchenzahloperator n, =bib, 
nicht vertauschbar. Die Teilchenzahl in den durch die Funktionen f,(£) beschrie- 
benen Einteilchen-Zuständen ist daher selbst ohne Wechselwirkung zwischen den 
Teilchen kein Integral der Bewegung. Die Wahl der Funktionen f,(£) zur Beschrei- 
bung der Einteilchen-Zustände ist aus diesem Grunde nicht sehr glücklich. Sind 
die Funktionen f,(£) die Eigenfunktionen 9,(£) des Einteilchen-Operators Hs.n(E) 
in der Ortsdarstellung, so verschwinden die Matrixelemente außerhalb der Dia- 
gonale in (140.12), und dieser Operator geht in (140.7) über. 

Man kann die Regel für den Übergang vom Operator (140.2) in der Ortsdarstel- 
lung zum Operator (140.8) in der Darstellung der zweiten Quantisierung auf be- 
liebige Operatoren in der Ortsdarstellung ausdehnen, wenn diese als Summe von 
Einteilchen-Operatoren dargestellt werden: 


F(öi,ssigln)s 2, FE) 


Der Operator F(£;) wirkt auf die Koordinaten des ı-ten Teilchens. Da alle Teilchen 
im System gleich sind, unterscheiden sich die Summanden in dieser Summe nur 
durch die Nummer des Teilchens. Der Übergang zur Darstellung der zweiten 
Quantisierung entspricht der Transformation 


I FE) F= [wre re) w(S de. (140.13). 


mit. 


Wir setzen die Ausdrücke (140.9) in (140.13) ein und erhalten 
F= )'ala,<v|Flu) (140.14) 
vu 
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mit den Matrixelementen 


lFlu>= [ PXF(E) @.dE, 


dıe man leicht berechnen kann, wenn der Operator F(£) und die Funktionen 9,(£) 
bekannt sind. Die Bose-Operatoren a} und a, wirken auf Funktionen der Be- 
setzungszahlen. 

Weiter betrachten wir einen Operator, der in der Ortsdarstellung die Gestalt 


g(£&ı, 0; En) =», glei &,) 
ı<) 


hat. Der Operator g(£;, &;) wirkt auf die Koordinaten des :-ten und des j-ten 
Teilchens. In der Darstellung der zweiten Quantisierung wird aus diesem Operator 


N gl&s)>g=-— Fl PHPHENGER)PE) WE) dEAE. (140.45) 


i<j 


In (140.15) setzen wir den Ausdruck (140.9) ein und finden für denselben Ope- 


rator in der Besetzungszahldarstellung 


7% atata,as<yulglyö) 


vuyö 
mit 
vulgiydy = [ PH PHLE) glEE) p,(E) ps(E) dE dE. 


In der Ortsdarstellung sei ein Operator als Summe von Operatoren gegeben, die 
auf die Koordinaten dreier Teilchen wirken. Dieser Operator wird nach der Regel 


ee ar [ PHEIPHE) PHE) EEE) PHP) PEN) dE de’ de” 


iI<j< 


in die Darstellung der zweiten Quantisierung transformiert usw. 

Wir wollen jetzt Systeme wechselwirkender Teilchen betrachten. In der Orts- 
darstellung habe der Hamilton-Operator eines solchen Systems die Gestalt (140.1). 
In der Darstellung der zweiten Quantisierung wird aus dem Operator.(140.1) (den 


Beweis s. in [112, 113]) 


= jr® An, f PHPH WEN PEN P(E dE AR”. 
(140.46) 


Die Operatoren 7 und YT genügen den Vertauschungsrelationen (140.10). Zur 
Besetzungszahldarstellung gelangt man weiter, indem man ein beliebiges vollstän- 
diges System orthonormierter Einteilchen-Funktionen verwendet. Die Wahl dieses 
Funktionensystems hängt von den Eigenschaften der wechselwirkenden Teilchen 
ab. Man wird möglichst solche Einteilchen-Zustände verwenden, für deren Wellen- 
funktionen ein möglichst großer Teil des Hamilton-Operators (140.16) diagonal 
wird. Häufig wählt man als vollständiges System von Einteilchen-Funktionen die 
Eigenfunktionen 9,(£) des Einteilchen-Operators H(£), d. h., die Operatoren 
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P und PT werden durch die Gleichungen (140.9) definiert. In diesem Falle lautet 
der Operator (140.16) in der Besetzungszahldarstellung 


H= 2 ala,e,+ 3.2 alala,az<vulW|yö) (140.17) 
mit 
uWIyöy= [PH PHE) WER) p,(E) YslE) dEdE”. 

Der Hamilton-Operator (140.17) ist bezüglich der Teilchenzahloperatoren 
n, = ala, nicht diagonal. Die Teilchenzahl ım Zustand » bleibt daher nicht er- 
halten. Zu einer gewissen Zeit werde der Zustand des Systems durch die Funktion 
l...n,...» dargestellt. Unter dem Einfluß der Operatoren in der zweiten Summe 
in (140.17) werden dann die Teilchen aus den ursprünglichen Zuständen in andere 
übergehen. 

Der Operator der Gesamtteilchenzahl N = Sala, kommutiert mit dem Hamil- 


y 
ton-Operator (140.17). Die Gesamtzahl der Teilchen ım System bleibt erhalten. 
Die Erhaltung der Gesamtteilchenzahl im System hängt damit zusammen, daß die 
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in den Operator (140.17) paarweise 
eingehen. Wenn die Teilchenzahl im Zustand » um 1 verkleinert wird, so wird 
gleichzeitig die Teilchenzahl in einem anderen Zustand um 1 erhöht. 

Man untersucht die Energiezustände von Systemen mit dem Hamilton-Opera- 
tor (140.17), indem man durch eine kanonische Transformation zu neuen Erzeu- 
gungs- und Vernichtungsoperatoren bi und b, übergeht, für die der Hamilton- 
Operator die Gestalt 

H= 3) E,bib, + H’ 
Fe 


mit einem kleinen H’ annimmt. Diese Transformation ist der Einführung neuer 
Einteilchen-Zustände mit Hilfe eines self-consistent field äquivalent, das von der 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen stammt. Die Energie FE, entspricht den 
neuen Einteilchen-Zuständen, in denen die Wechselwirkung zwischen den Teilchen 
schon berücksichtigt ist, und zwar um so besser, je kleiner H’ ist, der nichtdiagonale 
Teil des Hamilton-Operators. Der Operator H’ ist der Operator der ‚Rest“- 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Ist diese Restwechselwirkung klein, dann 
sind die Zustände zu den Eigenfunktionen |...n,...> des ÖOperators >, bib, 
in guter Näherung die stationären Zustände des Systems. ai 

In diesem Paragraphen haben wir vorausgesetzt, daß der Hamilton-Operator 
H(£) und die Wellenfunktionen 9,(£) der Einteilchen-Zustände der Bosonen in der 
Ortsdarstellung gegeben sind. Wie man sich leicht überzeugt, bleiben alle Formeln 
unverändert, wenn H(£) und 9,(£) in der Impulsdarstellung gegeben sind. Man 
braucht nur anzunehmen, daß &£ die Impulskomponenten und die Spinvariable 
darstellt. 


$ 141*. Grundlagen der mikroskopischen Theorie der Suprafluidität 


Unter der (1938 von P. Karırza entdeckten) Erscheinung der Suprafluidität 
versteht man das Fehlen einer meßbaren Zähigkeit in flüssigem Helium in der Nähe 
des absoluten Nullpunktes, wenn es durch dünne Kapillaren und Spalte strömt. 


r 
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Die Theorie der Suprafluidität auf Grund der Vorstellung vom Helium (für 
T<2,19°K) als ‚Quantenflüssigkeit“ stammt von Lanpau [114]. Die mikrosko- 
pische Theorie der Suprafluidität des Heliums ist von BocoLsusow [115] ent- 
wickelt worden. Die von BocoL5usow vorgeschlagene Methode der näherungs- 
weisen zweiten (Juantisierung von Systemen wechselwirkender Bosonen ist nicht 
nur für die Theorie der Suprafluidität sehr interessant, sondern auch für andere 
Anwendungen, bei denen man die Störungstheorie nicht anwenden kann (s. a. 
$ 144). In diesem Paragraphen wollen wir die Grundideen der Bogoljubowschen 
Methode kennenlernen. 

Die Heliumatome (He?) sind Bose-Teilchen, weil sie den Spin Null haben. Sie 
stehen in schwacher Wechselwirkung miteinander. Der Hamilton-Operator für ein 
System aus N Heliumatomen ist in der Ortsdarstellung 


H= Sale, + DW Ir; — tl), 
i=1 i<j 


H(t,;) ist der Operator der kinetischen Energie eines freien Teilchens, W ist der 
Operator für die Wechselwirkungsenergie zweier Atome. Als vollständiges ortho- 
normiertes Funktionensystem nehmen wir die Eigenfunktionen des Operators 

H(x,), d.h. ebene Wellen 9 = Y-12eitt (diese normieren wir auf einen großen 
Würfel mit dem Volumen 7° und stellen eine Periodizitätsbedingung an den Würfel- 
flächen). Zu den ebenen Wellen gehört die Energie &; = h’k’/2m eines freien 
Teilchens. Nach $ 1.40 ist der Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung 


1 5 
H= 2, ala, + Dr B3 ai, a, 0,04, HE WERE, > : (141.1) 
Hier ıst 
5 v(E, — £ Re 
HEIWIEE) = u) AB+L- bh), (144.2) 
worin 


r ie ot)o das 4 ; 
ie = [we e 9° | WO esintit,- Le) de (141.3) 
ı 


eine reelle Funktion des Betrages der Differenz f, — fı ist; sie ist die Fourier- 
Transformierte der Wechselwirkungsenergie eines Bosonenpaares; 


# (141.4) 
0 für u +tL+hrl. 


AB+u-%,- 1-1 


Die Zweibosonen-Wechselwirkung wird in der Besetzungszahldarstellung durch 
die zweite Summe im Hamilton-Operator wiedergegeben und enthält vier Opera- 
toren (s. (141.1)). Jeder Summand dieser Summe bedeutet, daß bei der Wechsel- 
wirkung ein Teilchenpaar aus Zuständen mit den Impulsen (in Einheiten }) 
& und £, verschwindet und gleichzeitig ein Teilchenpaar in Zuständen mit den 
Impulsen ty und H entsteht. Nach (141.2) und (141.4) wird bei einem solchen 
Übergang der Gesamtimpuls der beiden Teilchen erhalten. 
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Wir setzen den Ausdruck (141.2) in (141.1) ein und erhalten die endgültige 
Gestalt des Hamilton-Operators in der Besetzungszahldarstellung für ein System 
gleichartiger Bosonen, die durch Paarkräfte miteinander wechselwirken 


tt 
H= 2 a! G&H+t naar Re 2 il ; (141.5) 


1 
37 wc) 
die Wechselwirkung zwischen zwei Bosonen darf dabei nur vom Abstand zwischen 
ihnen abhängen. In der zweiten Summe wird über alle möglichen Werte von H, 
t, to und f, summiert, die den unter dem Summenzeichen angegebenen Impulssatz 
erfüllen. Die Funktion vr = v(|H — Hl) wird durch (141.3) definiert. 

In einem System nichtwechselwirkender Bosonen ‚„kondensieren‘“ im Grund- 
zustand alle Teilchen im Zustand mit der niedrigsten Energie (f = 0). Stoßen sich 
die Atome im Grundzustand schwach ab, so wird der überwältigende Teil der 
Atome immer noch im „Kondensat“ sein, d.h. im Zustand mit der niedrigsten 
Energie. Auch im Falle einer schwachen Wechselwirkung, wie sie zwischen den 
Heliumatomen vorhanden ist, enthält das ‚„‚Kondensat‘“ n.g Atome, und no wird 
sich nur wenig von der Gesamtzahl (N) der Atome im System unterscheiden. Um 
den Einfluß der Periodizitätsbedingungen (mit der großen Periode L), die wir zur 
Vereinfachung der Schreibweise eingeführt hatten, zu beseitigen, muß man in den 
Endergebnissen zur Grenze 7’ oo übergehen. Gleichzeitig mit 7 > oo muß N 
streben, so daß die Teilchendichte konstant bleibt (N/Y/ = const). Die Opera- 
toren ala, = n, und age) = = + 1 sind in der zweiten Summe in (141.5) in den 


De 


— enthalten. 


Verhältnissen > und 


Wegen no N nee diese Verhältnisse bei obigem Grenzübergang endlich, 
aber für 7 > oo wird aus der Differenz 


Man kann daher die Nichtvertauschbarkeit der Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren a} und a, im Zustand f = 0 vernachlässigen und sie durch gewöhn- 
liche Zahlen. ersetzen. Nach BocouLsvsow führen wir nun die neuen Bose-Opera- 
toren fürf=# 0 


b;= ain, '!?a,, bi = alnz'!!2a, (141.6) 
ein und bringen damit se; in die Gestalt 
HN 0) + >% u >25 v(k)[bib! ,+ d,b_,+ 2556, + H’. 
37" 5 IV 7 


Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß bei der Summation der Wert t = 0 
ausgelassen wird. Die Glieder mit Produkten aus drei und vier Bose-Öperatoren 
b; undb} sind mit H’ bezeichnet. In einer genäherten Theorie kann der Operator H’ 
weggelassen werden, da die Operatoren b; von der Größenordnung 1/N sind. Davon 
kann man sich leicht an Hand der aus (141.6) folgenden Gleichung 


Da biv' = Y’ala,- N-no 
€ € 


überzeugen. 
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Die Bestimmung der Eigenwerte des Operators 
N2 


H=z 
3%" 


Jh? n | 
(0) + 5— 2" 126} bu, + nz z' v(k)[bi61 2 + b,b_,+2bfb,] (141.7) 
nach der Störungstheorie ist auch für kleine »v(k), d.h. für schwache Wechsel- 
wirkungskräfte, unmöglich. Das hängt damit zusammen, daß die Glieder der 
Störungsreihe für Teilchen mit entgegengesetzten Impulsen gegen unendlich 
gehen, wenn die Beträge der Impulse gegen Null streben. BocoLJuBow schlug vor, 
die Eigenwerte von (141.7) durch Diagonalisierung des Hamilton-Operators mit 
Hilfe einer kanonischen Transformation der Bose-Operatoren zu bestimmen. Diese 
kanonische Transformation erfolgt, indem man mittels 


= uM A+vM) A; (141.8) 
mit 


u(d)= [1- D}]-12; vif)= Dit — D}]-2 


zu den neuen Bose-Operatoren A; und A} übergeht. Dabei sind 


Di ED Zr 


nor(k) 


414 27,2 1/2 
a ih) (141.9) 


iz > mV 


Die Funktionen u(f) und v(f) sind reell und erfüllen die Gleichung 


u2(d) — v2t)= 1. 


Auf Grund dessen kann man leicht einsehen, daß die neuen Operatoren A; die 

üblichen Vertauschungsregeln für Bose-Operatoren befriedigen: [Ar At] = Sir; 

die Kommutatoren für die anderen Kombinationen der Operatoren sind Null. 
Einfache Umformungen ergeben nach dem Einsetzen von (141.8) in (141.7) 


H= H,+ > E(f) AJA,, (144.10) 
£ 
wobei 
N? 1 h?k? no 
= + zen [7 + zw]! 


ein konstanter Summand, unabhängig von den Operatoren A;, ist und der Energie 
des Grundzustandes entspricht. 

Der Operator für den Gesamtimpuls des Systems wird ebenfalls durch die neuen 
Operatoren ausgedrückt 


P= | PirtPddr=h Ita - h > TAlA,. (141.14) 


Nach (141.10) und (141.11) kann man die niedrigsten angeregten Zustände des 
Systems aus Heliumatomen (niedrige Temperaturen) als Elementaranregungen 
auffassen; diesen Elementaranregungen entsprechen Quasiteilchen mit dem 


Impuls Af. Die Energie der Quasiteilchen hängt nach (141.9) vom Impuls ab. Da 


608 XIV. Zweite Quantisierung eines Systems aus gleichartigen Bosonen 


für kleine Anregungen no” N ist, kann man (141.9) durch den Näherungsaus- 


druck 
hik?  NRRR2 42 
BUBser + na | m 
ersetzen. Für kleine Impulse ist 
E au 0 1 
(&) = > »( ) At). (141.13) 


Die Elementaranregungen werden mit der Geschwindigkeit 


öE (N 1/2 
r (ner, (47 0) 


(Schallgeschwindigkeit) übertragen, daher kann man (141.13) ın der Form 
E(f) = shit] 


schreiben. Damit der Grundzustand, in dem keine (uasiteilchen vorhanden sind, 
stabil ist, muß die Ungleichung 


»(0)= [ Wie) d39> 0 


erfüllt sein. Anderenfalls wäre die Energie für kleine f komplex. Das würde die 
Instabilität der betrachteten Anregungszustände bedeuten. Die angegebene Un- 
gleichung ist erfüllt, wenn die Wechselwirkungsenergie der Atome im wesentlichen 
positiv ist, d. h., die Atome müssen sich abstoßen. 


Elk) 


Ko k 


Abb. 28. Impulsabhängigkeit der Energie der Elementaranregungen in suprafluiden 
Systemen (ausgezogene Kurve). Die gestrichelte Kurve stellt die Energie freier Teilchen dar 


Bei großen Impulsen ist die Impulsabhängigkeit der Energie der Elementar- 
anregungen nach (141.12) 
h2k2 ie Nv(k) 


ker, (141.44) 


u = 
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Nach (141.3) geht »(k) mit wachsendem k gegen Null. Für große Impulse ist daher 
die Energie der Elementaranregungen (Quasiteilchen) gleich der kinetischen 
Energie der einzelnen Atome. 

Die Impulsabhängigkeit der Energie der Elementaranregungen (141.12) in 
einem System von Bosonen, zwischen denen eine schwache Abstoßung wirkt, ist 
in Abb. 28 dargestellt. Ein Anregungsspektrum dieser Art hat die Besonderheit 

ER) 


min Ak = VUgır —e 0. (141.15) 


Wie Lanpau [114] gezeigt hat, kann eine Flüssigkeit nur bei Strömungsgeschwin- 
digkeiten v< v,, suprafluid strömen.!) Für ein ideales Gas und Elementaranre- 
gungen mit der Energie 


h2R2 
k z 
2m 
(gestrichelte Kurve in Abb. 28) ist 
. E(k) 
VL — — 
kr = min — 


Für eine beliebige, noch so kleine Strömungsgeschwindigkeit der Flüssigkeit gibt 
es keine Suprafluidität. 

Die Suprafluidität des flüssigen Heliums bei tiefen Temperaturen entspringt 
den kollektiven Eigenschaften des Systems der wechselwirkenden Bosonen (He- 
liumatome), die ein Anregungsspektrum E(k) mit min E(k)/hk # 0 ergeben. 


1) Betrachten wir eine Flüssigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit v» durch eine 
Kapillare strömt. Falls es sich um eine zähe Flüssigkeit handelt, entstehen wegen der 
Reibung an den Wänden Elementaranregungen in der Flüssigkeit, d. h., ein Teil der kine- 
tischen Energie geht teilweise in innere Energie über. Wir wollen die Bedingungen fest- 
stellen, unter denen in der Flüssigkeit Elementaranregungen (Quasiteilchen) mit der 
Energie E(p) und dem Impuls p entstehen können. In dem mit der Kapillare verbundenen 
Koordinatensystem ist die Energie dieser Anregungen E(p) + pv. 

Falls die kinetische Energie anfänglich E, war und nach der Anregung E, ist, muß die 
Gleichung 

Ey = E, + Eip) + po 
erfüllt sein. Die Ungleichung 
E(p) +pp <O (141.16) 


ist also die Bedingung für die Bremsung der Flüssigkeit. Bei gegebenem Betrag des Impulses 
ist die Summe auf der linken Seite von (141.16) am kleinsten, wenn der Impuls p der Ge- 
schwindigkeit vn entgegengerichtet ist. Um (141.16) zu erfüllen, müssen die Ungleichungen 


E(p) -pv< 0 oder >” (141.17) 


gelten. Ist die Impulsabhängigkeit der Energie der Elementaranregung so beschaffen, daß 
min Z/p=v,, # 0 ist, dann ist für Geschwindigkeiten v < v,, (141.16) nicht erfüllt, und 
die Flüssigkeitsströmung wird nicht verlangsamt, d.h., es tritt Suprafluidität ein. Für 
min E/p = 0 können bei Strömung mit einer beliebig kleinen Geschwindigkeit in der 
Flüssigkeit Elementaranregungen entstehen. 


XV. ZWEITE QUANTISIERUNG VON SYSTEMEN 
AUS GLEICHARTIGEN FERMIONEN 


$ 142. Besetzungszahldarstellung für Systeme niehtwechselwirkender 
Fermionen bei kleinen Energien 


In Kapitel XIV haben wir kennengelernt, wie man die Zustände von Systemen 
aus gleichartigen Bosonen in der Besetzungszahldarstellung beschreibt. In der 
Besetzungszahldarstellung sind die Identität der Teilchen und die erforderliche 
Symmetrie der Wellenfunktion bei Vertauschungen von Teilchen von vorn- 
herein eingebaut. In diesem Kapitel werden wir uns mit Systemen aus gleich- 
artigen Fermionen befassen. | 

Wie ın $ 87 gezeigt worden ist, wird der Zustand von Systemen aus gleich- 
artigen Fermionen durch Funktionen beschrieben, die bei Vertauschungen zweier 
beliebiger Fermionen antisymmetrisch sind. Für Systeme, bei denen man nähe- 
rungsweise von Zuständen der einzelnen Fermionen sprechen kann, gilt daher das 
Pauli-Prinzip: Jeder Einteilchen-Zustand kann von nicht mehr als einem Fermion 
besetzt sein. Wir beginnen die Untersuchung von Systemen aus gleichartigen 
Fermionen mit dem einfachsten Fall, daß ein System aus \ miteinander nicht- 
wechselwirkenden Fermionen mit kleiner Energie besteht, so daß noch keine 
Antiteilchen gebildet werden können. 

Der Zustand eines einzelnen Fermions in einem äußeren Feld, das von anderen 
Teilchen erzeugt wird (zum Beispiel von Atomkernen in Atomen und Molekülen), 
werde durch den Hamilton-Operator H(£) beschrieben; & sei die Gesamtheit der 
Orts- und Spinvariablen. e, und @,(£) seien die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
des Operators H(£). Der Index s steht für alle Quantenzahlen eines Einteilchen- 
Zustandes. Der vollständige Hamilton-Operator ist in der Ortsdarstellung 


N 
H(£1, & ...,En) = 2, H(e). 

Die Wellenfunktion ist in derselben Darstellung eine antisymmetrische Funktion 
v(E),....,&m) und hängt von AN Veränderlichen ab; £; ist die Gesamtheit der 
Orts- und Spinvariablen des ı:-ten Teilchens. 

In der Besetzungszahldarstellung wird ein Zustand des Systems durch die 
Teilchenzahlen in jedem Einteilchen-Zustand angegeben. Der Operator für die 
Zahl der Teilchen im Zustand s ist 


n,= ala,. (142.1) 


Soll der Operator (142.1) die Zustände eines Fermionensystems beschreiben, so 
darf er nach dem Pauli-Prinzip nur die beiden Eigenwerte 0 und 1 haben. In der 
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Besetzungszahldarstellung ist der hermitesche Operator n, eine Diagonalmatrix: 


ee (\ ı)- (142.2) 


Der Teilchenzahloperator für ein Bosonensystem war die unendliche Diagonal- 
matrix (131.12). Die beiden Eigenfunktionen des Operators (142.2) zu den Eigen- 
werten O und 1 sind 


10, = ()) ind: se [2 (142.3) 


Wir setzen voraus, daß der Operator &, die Teilchenzahl im Zustand s um 1 ver- 
kleinert, definitionsgemäß ist dann 


a.0>=0 und «,‚l1>= |). (142.4) 


In der Darstellung, in der der Operator n, diagonal ist, wird der Operator &, durch 
die nichthermitesche Matrix 


0 1 
— 142.5 
dargestellt. Der zu &, hermitesch konjugierte Operator 
00 
=(j 0) (142.6) 


hat die Eigenschaft 

«'0>= 11) und a'liy=0. 
Der Operator &! vergrößert demnach die Teilchenzahl im Zustand s um 1, wenn 
in diesem Zustand keine Teilchen vorhanden sind, und annulliert die Funktion 
für den Zustand s mit einem Teilchen. Aus den Definitionen (142.5) und (142.6) 
folgen die Vertauschungsrelationen für die eingeführten Operatoren, die wir als 
Fermi-Operatoren bezeichnen werden: 


[a ,, a} — {at, ar! —=(, l&,; af} ='#, (142.7 
Die geschweifte Klammer bedeutet den Antikommutator zweier Operatoren: 
a, B} =aß + Bu. 


Die Reihenfolge der Operatoren in einem Antikommutator ist gleichgültig, 
[@, 8} = {ß, «}. Die Operatoren &, und &? können daher in beliebiger Reihenfolge 


angewendet werden. Setzt man |0) -(,) und |1> = (0) ‚so ist a,ein Erzeugungs- 
operator und «! ein Vernichtungsoperator. 

Die Operatoren «, und «? werden durch die Matrizen (142.5) und (142.6) nicht 
vollständig definiert. Man muß noch den Zusammenhang dieser Operatoren mit 
den Operatoren &, und «!, für andere Zustände angeben. In Analogie zum Bose- 
Fall werden wir annehmen, daß für alle Operatoren außer für «, und «! (für jeden 
Zustand s) Beziehungen der Art {&,, &,} = 0 gelten; für, und af ist {x af} = 1. 
Wir fordern mit anderen Worten für die Operatoren &,, &y, ... die Beziehungen 


| a ,, a! — fat, a) =(, la, a) = Öst- (142.8) 
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Wie wir später sehen werden (erstmalig ist das von Jorpan und Wiıcner [116] 
gezeigt worden), ergibt sich aus diesen Vertauschungsrelationen eine richtige Be- 
schreibung von Fermionensystemen. 

Wir numerieren die Einteilchen-Zustände ın irgendeiner Reihenfolge und be- 
zeichnen die Teilchenzahl im Zustand s mit n, (gleich 0 oder 1). Die Operatoren, 
die die Vertauschungsrelationen (142.8) erfüllen, können (in der Darstellung, 
in der der Operator n, diagonal ist) als Matrizen geschrieben werden: 


(1, 0) del, 0) (142.9) 


s—1 
v;,= ), nı ist die Zahl der besetzten Zustände, die dem Zustand s vorausgehen. 
1 
Je nachdem, ob die Zahl der besetzten Zustände vor s gerade oder ungerade ist, 
ist der Vorzeichenfaktor (—1)’s gleich 1 oder gleich —1. Die Operatoren «&, und: 


a! wirken folgendermaßen auf die Wellenfunktionen |... n,...), die von den 
Besetzungszahlen in jedem Einteilchen-Zustand abhängen, 
2 -4)"s .1- en 
&;| .)„= (- 1) = Ns > (142.10) 
&!|.. Y=(- OR EN BER IE SHERN 


Unter Verwendung von (142.10) kann man zeigen, daß die Vertauschungsrelationen 
(142.8) erfüllt sind. Tatsächlich haben wir mit Hilfe vonn?=n,und(1_n)”?=(1-—n,) 


asall.-. ns... y=(-n,)]|... 2 IN, ae du 
en Der len) Velen del: 


An Hand der erhaltenen Gleichungen kann man sich leicht von der Gültigkeit von (142.8) 
für s = l überzeugen. Sehen wir uns jetzt den Falls >! an. Es gilt 


as... y...n,..Y3=(-Nrnel...n,..1on,..)= 
= (-1Ptrnnl...1-n...1on,...), 

al... 14...0,...)=l-Nenal... 1-nm...n,..)= 
= (1petn Ann. 1-m..1-n...). 
Demnach ist &&,|...n7...n,...)3)= —a,&l... nn... n,...). Genauso kann man 


die anderen Vertauschungsregeln (142.8) beweisen. 


Aus den Gleichungen (142,10) folgt, daß das Ergebnis der Anwendung der 
Fermi-Operatoren &, und «! auf die Wellenfunktionen (Funktionen der Beset- 
zungszahlen) nicht nur von der Zahl n, der Teilchen im Zustand s, sondern auch 
von den Besetzungszahlen aller vorangehenden Zustände abhängt. Die Opera- 
toren &; und «, sind daher nicht völlig unabhängig voneinander. 

(H(&) — 8) 9 =0 sei die Gleichung für die Einteilchen-Zustände. Der voll- 
ständige Hamilton-Operator für ein System miteinander nichtwechselwirkender 
Fermionen ıst dann 


H= [PIE H(E)WP(E) dE. (142.11) 


Hier und im folgenden enthält die Integration über & auch die Summation über 
die Spinvariablen. Die Feldoperatoren in der Besetzungszahldarstellung werden 
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über die Gleichung 
P(END=  a,9,(ö)eriet, = — (142.12) 


durch die Operatoren «, ausgedrückt. Wir verwenden jetzt (142.8), die Orthonor- 
miertheit und die Vollständigkeit des Funktionensystems @, und können zeigen, 
daß die Feldoperatoren zu einer bestimmten Zeit it, die nicht explizit angegeben 
wird, die Vertauschungsrelationen 


re), PrA)= BAHR (a, a]}= 88-8), 
ve), P(ol= (wi), Pile))= 0 


erfüllen. 
Hier und weiterhin ist (&' — &) = d,, $(t” — r), wenn o die Spinvariable ist. 
Durch Einsetzen von (142.12) in (142.11) ergibt sich der Hamilton-Operator 


eines Fermionensystems in der Besetzungszahldarstellung 


H= S eala,= S e,n,. 
Ss Ss 


Die Energie e, und die Wellenfunktionen ©, können zu den Einelektronen- 
Zuständen in Atomen, Molekülen und Festkörpern gehören, wenn die Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen vernachlässigt oder genähert durch ein zu- 
sätzliches effektives Feld beschrieben wird. 

‘ Der Operator für die Gesamtzahl der Teilchen im System wird über das Integral 


N= [wre we) ae 


durch die Feldoperatoren ausgedrückt. In diesen Ausdruck setzen wir (142.12) 
ein und erhalten den Teilchenzahloperator in der Besetzungszahldarstellung 


N= N ala,. 
Ss 


Der Operator N ist mit dem Hamilton-Operator H vertauschbar; deshalb ist die 
Teilchenzahl ein Integral der Bewegung. In einem System aus N stabilen Fermionen 
(Elektronen, Protonen usw.) hat die Gesamtzahl der Teilchen einen bestimmten 
Wert (wir behandeln nicht die Wechselwirkung des betreffenden Systems mit 
energiereichen Teilchen). Die Wellenfunktionen für die Zustände eines solchen 
Systems müssen daher Eigenfunktionen des Operators für die Gesamtzahl der 
Teilchen zum Eigenwert N sein, d. h., es muß die Gleichung 


N= [WHERE P(E) dE (142.13) 


gelten für alle Zustände des betrachteten Systems. 

Die Operatoren für beliebige andere physikalische Größen des Fermionen- 
systems ergeben sich aus den Operatoren in der Ortsdarstellung nach folgenden 
Regeln: Ist der Operator F in der Ortsdarstellung eine Summe von Operatoren 
F(£), die auf die Koordinaten je eines Elektrons wirken, so ist dieser Operator 
in der Darstellung der zweiten Quantisierung 


F= [PIE FW dE. 


40* 
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Nun setzen wir in diesen Ausdruck Y(£) aus (142.12) ein und finden den Operator 
F in der Besetzungszahldarstellung 
F= SalaxsiFily, (142.14) 


s,i 


srl = [ PH(E) FE) yılE) dE 


die Matrixelemente des Operators in der Ortsdarstellung sind; @,(&) sind die Eigen- 
funktionen des Operators H(£). 
Der Operator g sei in der Ortsdarstellung eine Summe 
g= > g(vıva ».. 95) 


1sv SWS..SWmsSN 


wobei 


von Operatoren, die auf die Koordinaten von p Fermionen wirken. In der Be- 
setzungszahldarstellung ist dieser Operator 


1 ke re ; 
g=— Yalal... a! Ast... st (5182... SplQlsp- - - 512 
pP: ı 2 D p 
mit 
(8182... SplQlsp -- - >= 
= [yhl&ı) ... Pl) ger». Ep) 95 (Ep) --- PsrlEi) der... dE,- 


Für die Darstellung der Operatoren der physikalischen Größen in einem Fermionen- 
system durch die Fermi-Operatoren «&} (Erzeugungsoperator) und &, (Vernich- 
tungsoperator) in den Einteilchen-Zuständen s gelten dieselben Formeln wie für 
die Operatoren der physikalischen Größen in Bosonensystemen durch die Bose- 
Operatoren a! und a, (s. (140.14) und (140.15)). Besteht ein System aus ver- 
schiedenartigen Fermionen, dann gehören zu jeder Sorte von Fermionen ein 
eigener Operator Y und eigene Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die auf 
die Besetzungszahlen der betreffenden Fermionen wirken. Die Operatoren P 
zu verschiedenen Fermionensorten antikommutieren miteinander. Gibt es ın 
einem System Fermionen und Bosonen, so kommutieren die Fermionenopera- 
toren mit den Bosonenoperatoren. 

Im Grundzustand eines Systems aus N nicht miteinander wechselwirkenden 
gleichartigen Fermionen sind die N Zustände sı, sa, ...,sy mit der niedrigsten 
Energie besetzt, die übrigen Zustände sind frei. Die größte Energie &r der im 
Grundzustand besetzten Niveaus ist die Fermi-Energie. Im Grundzustand eines 
Systems sind alle Niveaus s mit der Energie e,<S er mit Fermionen besetzt, und 
die Niveaus mit der Energie e,> er sind unbesetzt. Die Wellenfunktion des 
Grundzustandes ist bis auf einen Vorzeichenfaktor 


= ]I «!102. (142.15) 
s(<F) 


In dem Produkt sınd alle Zustände s mit der Energie e,< er enthalten. [0) ist 
die Wellenfunktion des Zustandes, bei dem in keinem einzigen Niveau ein Teilchen 


vorhanden ist. Offensichtlich erfüllt die Funktion (142.15) die Bedingung 


(2 PR >. N, (142.16) 
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wenn N die Gesamtzahl der Fermionen ist. Die Summe , bedeutet hier und ım 
s(<F) 
folgenden die Summation über alle Zustände mit der Energie e,= er. Die Gesamt- 


energie eines Fermionensystems im Grundzustand (Nullpunktsenergie) ist 


Eo= /D, > ala,se, B,\= PA Es» (142.17) 
s(<F) /{/ s(<F) 

Der Zustand schwach angeregter Systeme aus vielen Fermionen unterscheidet 
sich nur wenig vom Zustand ®,. Durch eine Änderung des Anfangszustandes 
werden einige Niveaus mit der Energie e,< er frei und genauso viele Niveaus 
mit der Energie &,> er besetzt. Die Zustände der anderen Fermionen bleiben 
dabei unverändert. Man kann daher die schwach angeregten Zustände eines 
Systems nichtwechselwirkender Fermionen durch Angabe der Zustände der 
Teilchen mit der Energie e,> er und der frei gewordenen Zustände — der 
„Löcher“ — für e,S er beschreiben. Diese Beschreibung eines Systems aus 
gleichen Fermionen bezeichnet man als ‚‚Löcherdarstellung‘“. 

In der Löcherdarstellung ist der Zustand ©, (142.15) der „Vakuumzustand‘“. 
Der Vakuumzustand hat die Nullpunktsenergie E,, von der an man die Änregungs- 
energie zählen kann. Die Anregung des Systems entspricht der Erzeugung eines 
Teilchenpaares — eines Teilchens im Zustand s (e,> er) und eines „Loches‘ ım 
Zustand s(&e,S er). Die anderen Anregungszustände entstehen durch Erzeugung 
mehrerer Teilchenpaare. Der Übergang des Systems aus Zuständen mit größerer 
Energie ın Zustände mit kleinerer Energie entspricht einer „Paarvernichtung‘“. 
Zur Beschreibung dieser Prozesse führen wir neben den Fermi-Öperatoren «! 
und &, (für &e,> er) die neuen Operatoren ß! und ß, (e,S Er) für die Erzeugung 
und Vernichtung von „Löchern“ im Zustand s ein. Die „Vernichtung“ eines Teil- 
chens im Zustand s ist der Erzeugung eines „Loches“ im Zustand —s äquivalent 
und umgekehrt. Die neuen Operatoren hängen folgendermaßen mit den alten 
zusammen: 


Pl=a_„ßBs=a_! für 8 er. (142.18) 


Ss Ss >= 
Natürlich genügen ß, und ß! den Vertauschungsregeln 


[B»» ß}} == Ösl. 
Alle anderen Kombinationen der Operatoren ß, sowie die Operatoren ß, und «@, 
antıkommutieren miteinander. 
Die Definition des Vakuumzustandes in der Löcherdarstellung ist 
a«,Ddo=0 (üre,> er); BDdo=0 (für s,S er). 
Die Feldoperatoren (142.12) sind in der Löcherdarstellung (die Energie der Ein- 
teilchen-Zustände wird von er an gezählt) 
P(Ei)= ) a,peritst+  Bip,etet, (142.19) 
s(>F) s(sF) 
Die erste Summe läuft über alle Zustände mit &e,> er und die zweite über alle 
Zustände mit &,S &r; 
&E:— Er für 8&> Er; 
hQ,= er : 
Eer— E, für 8,5 Er. 


616 XV. Zweite Quantisierung von Systemen aus gleichartigen Fermionen 


Durch Einsetzen von (142.19) in (142.13) finden wir unter Verwendung der 
Vertauschungsregeln für die Operatoren ß, 


N= SZ als,- 3 (Bis-1). 


s(>F) s(<F) 
Mit Hilfe von 3’ 1 = N bringen wir die erhaltene Gleichung in die Gestalt 
s(sF) 
> ala, — 2. BIBs- 
s(>F) s(sF) 


In der Löcherdarstellung ist also die Zahl der Teilchen immer gleich der Zahl der 
„Löcher“. Teilchen und ‚‚Löcher‘‘ werden nur paarweise erzeugt und vernichtet. 
Zur Bestimmung des Energieoperators in der Löcherdarstellung benutzen wir 


(142.19) ın (142.11) und beachten die Gleichungen 
H(&)o; = (ert hQ2)0Ps für E; > Er; 
H(2)9: = (er hQ,)y für 8, er. 


So erhalten wir 


H= 3 (hQ,+er)ala,+ 3 (kQ,— er) BIßs+ Eo- 
s(>F) s(sF) 
Da Teilchen und „Löcher“ immer nur paarweise erzeugt werden und die Energie 
des Systems von der Energie Ey des Grundzustandes an gezählt wird, kann man 
den Energieoperator in die Gestalt 


H= 3 hQala,+ 3 hQBßiBs (142.20) 
s(>F) s(sF) 
bringen. Durch die Erzeugung eines Paares — eines Teilchens im Zustand s und 
eines Loches im Zustand s” — wird die Energie des Systems um 
R(2,+ 2.) 


vergrößert. 

Alle Formeln dieses Paragraphen gelten in derselben Form, wenn die Operatoren 
H(£) und die Funktionen 9,(£) in der Impulsdarstellung gegeben sind. & be- 
deutet dann die Impulskomponente des Teilchens und die Spinvariable. Die 
Impulsdarstellung ist bequem, wenn die Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamil- 
ton-Operators ebene Wellen sind. 

Die obigen Formeln sind für den Fall abgeleitet worden, daß die Einteilchen- 
Zustände die Bewegung der Fermionen in einem äußeren Feld beschreiben (im Kern- 
feld usw.). Wir wollen uns jetzt mit dem Spezialfall befassen, daß der Operator H(£) 
die Eigenwerte &, = h?E/2m und die Eigenfunktionen 9, = 9, = Veit, 
hat; x, ist die Spinfunktion, o die Spinprojektion. In diesem Falle wird ein Zu- 
stand des Systems durch die Werte von fund o bestimmt. Der Hamilton-Operator 
des Systems ist in der Besetzungszahldarstellung 


H= 5 Far FR (142.21) 


der Teilchenzahloperator ist 


N= Yal,ars- (142.22) 
t,o 


’ 
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Ein Zustand eines Systems mit konstanter Teilchenzahl wird nur durch die Eigen- 
funktionen des Operators N zum Eigenwert N beschrieben, d. h. durch diejenigen 
Eigenfunktionen, für die die Gleichung 


Nd= Ya;,a,,® (142.23) 
f,0 


gilt. Um nicht die zusätzliche Bedingung (142.23) einführen zu müssen, kann 
man wie in der statistischen Physik den Parameter # mit der Dimension einer 
Energie einführen ; # spielt die Rolle des chemischen Potentials. Statt des Operators 
(142.21) hat man dann den Operator 

H=H I \ 
= H—- uN= 2 —; =») tote 


zu verwenden. Durch den Übergang zum neuen Operator H’ werden die Energien 
aller Einteilchen-Zustände vom Wert u an gezählt. Das chemische Potential wird 
aus der Bedingung (N) = N bestimmt. Für Elektronen ohne Wechselwirkung mit- 
einander ist das chemische Potential gleich der Fermi-Energie. 


S 143*. Systeme von Fermionen mit Wechselwirkung durch Paarkräfte. 
Die Bogoljiubow-Transformation 


Die ın 8142 behandelten Systeme nichtwechselwirkender Fermionen waren 
nur von methodischem Interesse; denn die Eigenschaften realer Systeme werden 
durch die Wechselwirkung der Fermionen miteinander und mit äußeren Feldern 
‚bestimmt, die von anderen Teilchen stammen. Es ist daher interessant, Systeme 
miteinander wechselwirkender Fermionen zu untersuchen. 

Wir setzen voraus, daß die Wechselwirkung zwischen den Fermionen durch 
Paarkräfte erfolgt. Der Hamilton-Öperator für ein System aus N Fermionen ist 
dann 


H(£ı...£x) => H(&)+ 3» W(&i£)). 


i=1 i<j 


Beim Übergang zur Darstellung der zweiten Quantisierung wird der Operator 


H(E, ... &y) durch 
1 
H= [ PIE) HE) PO) dE+ Z f PEHBLEWE PEN PHdEAE (148.1) 


ersetzt, und die Feldoperatoren erfüllen die Vertauschungsrelationen 


FO, FO, FE) = 0, | 
[Pre Prey = %E- 8). 


Zur Besetzungszahldarstellung gelangt man, indem man die Feldoperatoren 
Y(£) nach dem vollständigen orthonormierten Funktionensystem @,(£) ent- 


wickelt. Es sei 
(= 30,9). (143.3) 


(143.2) 
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Die Operatoren «&, erfüllen die Vertauschungsregeln {@,a]} = 8, Die Anti- 
kommutatoren der anderen Kombinationen von &, und «;' sind Null. Als ortho- 
normiertes Funktionensystem 9,(£) nımmt man zweckmäßig die Eigenfunk- 
tionen des Operators H(£). Mit [H(£) — e,] 9,(£) = 0 finden wir durch Ein- 
setzen von (143.3) in (143.1) den Hamilton-Operator in der Besetzungszahl- 
darstellung 


H= 2 eat, + 32 ataja na .(silWipg> (143.4) 
mit 
stWIp = [PH EHE) WEN pplE) Pl) dEdE. (143.Aa) 
Der Operator für die Gesamtzahl der Teilchen im System ist 
| N= (WIE) P(E) dE= Yata,. (143.5) 


In Systemen aus stabilen Teilchen (Elektronen, Protonen .usw.) muß die Ge- 
samtzahl der Teilchen im System konstant sein. Um nicht eine zusätzliche Be- 
dingung für die Konstanz der Teilchenzahl N = Date, einführen zu müssen, 


führen wir das chemische Potential # ein. Wir addieren zum Operator (143.4) 
den Term —u I) a'a, und bekommen den neuen Operator 

Ss 

H= 2 (e u) ala, 2 2, 5 g elalare a<silWIpg>. (143.6) 


Das chemische Potential # wird aus der Bedingung 


ia; N 


bestimmt. Im Grundzustand des Systems sind ohne Wechselwirkung (W =) 
alle Einteilchen-Zustände mit der Energie &,< &r besetzt und die Zustände mit 
€; > Er unbesetzt; das chemische Potential ist u = er, wenn &;r die Fermi- 
Energie ist. 

Um etwas Konkreteres vor Augen zu haben, nehmen wir an, das System be- 
stehe aus Fermi-Teilchen mit dem Spin 1/2, und der Operator H(£) für dieEinteil- 
chen-Zustände habe die Eigenwerte A?T?/2m. Zu den Einteilchen-Zuständen ge- 
hören dann die Wellenfunktionen 


ei fr Yo 


P%s= sm 


mit der Spinfunktion x,. Der Index o nimmt die beiden Werte + 1/2 an. Weiter 
setzen wir voraus, daß die Wechselwirkung zwischen zwei Fermionen nur vom 
gegenseitigen Abstand, aber nicht von der Spinstellung abhängt, und nur eine 
geringe Reichweite hat, d.h., wir setzen W(£E, &) = W(Ir, — zul). Die Matrix- 
elemente in (143.6) sind damit 


Na, 3 Au b+u-h), (1487) 


£s485|W Isası> = a Y y0, 
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wobei die durch (141.4) definierte Funktion A den Impulserhaltungssatz enthält. 
Sieistnurfüru +4, =E +, von Null verschieden: 


oO 


; —An ; 
ve = vlt, - U)= ARE W(o) e sin {If, — Hilo} de (143.8) 


0 


ist eine reelle Funktion vom Betrag des Vektors & — Ef. Diese Funktion ist die 
Fourier-Transformierte der Wechselwirkungsenergie zweier Fermionen. Das Vor- 
zeichen in (143.8) ist so gewählt, daß zu einer Anziehung zwischen den Teilchen 
positive Werte von v%x- gehören. Mit Hilfe von (143.7) finden wir den expliziten 
Ausdruck für den Hamilton-Operator für den Fall, daß die Wechselwirkung nicht 
von den Spins abhängt: 


ae; 
DE >2 Per Are Are Rt,0, jo, (143.9) 
(,+4,=8 +8) 


In der zweiten Summe wird über o,, oa und alle Werte von H, ...., f, summiert, 
die den ın der Klammer unter der Summe angegebenen Impulssatz erfüllen. 

Ist die Reichweite von W kleiner als die mittlere Wellenlänge der Relativ- 
bewegung eines Fermionenpaares, dann wirkt diese Wechselwirkung nur zwischen 
Fermionen mit antiparallelen Spins. Fermionen mit parallelen Spins nähern sich 
nicht so weit an, daß die Wechselwirkung in Erscheinung tritt. In diesem Falle 
muß man in (143.9) oa = — 0, setzen. Wir sondern weiter in der zweiten Summe in 


(143.9) die Glieder mtb +, =B +, = 0 aus. Es wird nun 
H=-H,+ HM, 


wobei H’ alle Produkte von vier Fermi-OÖperatoren mt b +, =&E +, #0 
enthält; 


1 t _t 

Ho= 2, ei) okto = > 2 vrap,@_f, 08, — 0805 
to 

2? 

2m 

energie zweier Fermionen. 


Die Summanden, die sich nur durch die Werte von o unterscheiden, liefern den 
gleichen Beitrag zur Summe ın Ho, und es ist daher 


hier ist e(f) = — 45 Yxr Ist die Fourier-Transformierte der Wechselwirkungs- 


1 . 
H,=2 eff) 12% NT 2 vera na r —1/2%_:, - 12%: 1/2- (143.10) 
£ | 2 


Zur Untersuchung des Eigenwertspektrums des Operators (143.10) führen wir 
die von BocoLsusow vorgeschlagene kanonische Transformation der Fermi- 
Operatoren 

1 
pm WA v1, Ası, 
12 > urAgo+ di M | (143.44) 
&_:, -12 =-UrArı— veAgo 
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aus; die Funktionen us und vr sind reell und symmetrisch gegenüber der Trans- 
formation {> —T und erfüllen die Beziehung 


v+tu=1. (143.12) 


Gilt die Bedingung (143.12), dann genügen die neuen Operatoren Az, und Ay den 
üblichen Vertauschungsregeln für Fermi-Operatoren. 
Wir führen durch (143.11) die neuen Fermi-Operatoren ein und formen (143.10) 


um in 


H,= Eo+ H}+ H,+ H;, (143.13) 
1 
Eo = 2 > e(f) vs m B3 Ver Up Up Url (143.14) 
! Ve 


ist ein konstanter Summand unabhängig von den Fermi-ÖOperatoren und ent- 
spricht der Energie des Grundzustandes; 


2 


H? = 2, (el [ur = ve]+ 2 Ver Urtr (AloAko + AyıAkı) (143.15) 


ist der diagonale Teil des Hamilton-ÖOperators, 
1 | : 
H,= 2 12«t0 Ude (us — vi) 2 neuen (AtoAtı + Ag Ago) (143.16) 


ist der nichtdiagonale Teil des Hamilton-Operators mit Produkten aus nur zwei 
Fermiı-Operatoren. Der Operator Hy enthält die Produkte aus vier neuen Fermi- 
Operatoren. Für schwach angeregte Zustände ist die Größenordnung von H; 
bedeutend kleiner als die der anderen Glieder, daher kann man Ha weglassen. 

Bisher waren die reellen Funktionen u; und »; in der kanonischen Trans- 
formation willkürlich, sie mußten nur die Gleichung (143.12) erfüllen. Wir wählen 
diese Funktionen jetzt so, daß der Operator (143.16) Null wird. Dazu muß die 
Gleichung 


1 
2e(f) UV — YV (ur == vi) 2 Ver Up Vp (143.17) 


gelten. Wie man leicht sieht, ist (143.17) gleichzeitig die Bedingung dafür, daß 
die Energie des Grundzustandes (143.14) unter der Nebenbedingung (143.12) ein 


Minimum wird. Wir führen die Bezeichnung 


1 
4: = E72 2 Up Dep Ver (143.18). 
ein. Mit Hilfe von (143.17) und (143.12) kann man us und vr durch eff) und A; aus- 
drücken: 
1 t 1 
dz|t TEErl et ne (143.19) 
Ar + e:@) VAr+e) 
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Wenn wir die erhaltenen Ausdrücke in (143.17) einsetzen, dann finden wir eine 
Gleichung zur Bestimmung von . 


7 3 mn ver Ay z 
r VAr-+ e:t 2, 


(143.20) hat eine komplizierte Struktur. Der Wert von A; hängt vom Energie- 
spektrum & der Einteilchen-Zustände ohne Wechselwirkung (die Energie wird 
vom chemischen Potential an gezählt) und von den Funktionen »z;r ab, die die 
Wechselwirkung zwischen zwei Fermionen bestimmen. 

Wir setzen die Ausdrücke (143.18) und (143.19) ın (143.15) ein und bringen den 
diagonalen Teil des Hamilton-Operators in die Gestalt 


m- Ye + A: (AloAso+ AlıArı)- (143.21) 


Wegen der Wechselwirkung zwischen den Fermionen wird das Spektrum der 
Elementaranregungen durch die Größe 


(143.20) 


Ed)=Y)e:t)+ 4 (143.22) 


bestimmt. Zu jedem Impuls hf gehören zwei Arten von Elementaranregungen des 
Fermionensystems, die durch die Eigenfunktionen der neuen Besetzungszahl- 
operatoren 


T 
AroAgolneo> = neolneo> und Afı Arılmeıd = neilneı) 


beschrieben werden. Die Zustände |ng> und |ny)> haben die Energie E(f) ny 
bzw. Eff) na. | 

Die Änderung des Einteilchen-Spektrums, d.h. die Differenz e(f) — E(f) wird 
durch die Größe A; gegeben; A; ist eine Wurzel von (143.20). Zunächst sieht man 
leicht, daß (143.20) die triviale Lösung A; = 0 oder uzvr = 0 hat. Wir wählen 


diese Lösung in der Form 


w=1, %=0 für efh= 5 —- u>0; ) 
522 (143.23) 
w=(0, %=1 für e(h= 5 — u<d. 


Um den physikalischen Sinn der erhaltenen Lösungen zu erkennen, betrachten 
wir die zu (143.11) inverse kanonische Transformation 
7 
4 = Ur — Veit _ ai , 
Ay = Ug@_g,_172 + vegıp2- 


Bei Gültigkeit von (143.23) vernichten die Operatoren Ap= &rıja und Au =@_r _172 
außerhalb der Fermi-Kugel (e(f)> 0) Fermionen in den Zuständen (£,1/2) bzw. 
(—t, —1/2). Innerhalb der Fermi-Kugel (e(f<0) sind diese Operatoren 
An = ar _1/» An = 12; sie erzeugen also Fermionen — oder vernichten 
Löcher — in den Zuständen (—f, —1/2) und (f, 1/2). Die Transformation (143.24) 
st bei Gültigkeit von (143.23) dem Übergang zu der in $ 142 behandelten Löcher- 
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darstellung äquivalent. Die Energie der neuen Einteilchen-Zustände ist dabei 
immer positiv: E(f) = Ye?(f) (in Übereinstimmung mit (142.20)). 
Für genügend starke Anziehungskräfte, wenn die Ungleichung 

1 Ver 

2V 2 le(k’)l 

gilt, gibt es neben der trivialen Lösung von (143.20) noch eine nichttriviale Lösung 

mit A;+# 0. Wir wollen den Wert von A; unter der Voraussetzung berechnen, daß 

die Funktion »vzr konstant und gleich » ist, wenn f und F im Intervall ty — q, 

fo + q liegen; sie sei gleich Null für E und F außerhalb dieses Intervalls. Nach 

(143.18) ist dann A; für T ın diesem Intervall konstant und gleich A. (143.20) 

lautet damit. 


>1 


v 


n [424 ed]-1R. 


. 27V en 
Ist A größer als der Abstand zwischen benachbarten Niveaus e(f), dann kann man 
die Summe durch ein Integral ersetzen, indem man die Gleichung 


S...= Var)... dt 
£ 


benutzt. 
Wir setzen u = h?k}/2m und haben 
2ko(k— k 
zn). 
m 
Ferner ist 
d’f= Arködk. 
Jetzt wird | 
R2 a 2 941 — 1/2 
me) « 
Ar? m 
-q 


Wir rechnen das Integral aus und lösen die entstehende Gleichung nach 4 auf: 


D 
= 2hrkıq e vr _ 2n?h? 


m 1-e-Dr z 


Aus (143.25) folgt unmittelbar, daß man diesen Ausdruck nicht erhalten kann, 
wenn man die Wechselwirkung zwischen den Fermionen mit der Störungstheorie 
behandelt. Die Störungstheorie liefert die Korrekturen zur Energie als Potenzen 
der kleinen Wechselwirkungsenergie v; aber die Größe A geht für v= 0) wie 


(143.25) 


mko 


exp (- =) gegen Null und kann nicht in eine Reihe entwickelt werden. 
v 


Wir wollen jetzt den physikalischen Sinn der Größe A klären. Dazu drücken 
wir die Energie des Grundzustandes E£, durch A aus. Einsetzen von (143.18) und 
(143.19) in (143.14) ergibt 


sole + AR - em] -— A 
E = SE mu eu nn 
ie; Vet) +4 
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Für A=0 ist Ego =0, und die Funktionen der kanonischen Transformation 
reduzieren sich auf (143.23) für die triviale Lösung der Gleichung (143.20). Für 
A+0 ist Eo<0. Für A#0 sind also die nichttrivialen Lösungen von (143.20) 
energetisch günstiger als die trivialen. 

In den angeregten Zuständen des Systems werden Quasiteilchen erzeugt. Die 
Impulsabhängigkeit der Energie dieser Quasiteilchen wird durch die Formel 


(143.22) gegeben. Letztere kann man für u = 1212/2m in der Form 


Ed | ee | - (143.26) 


schreiben. Für große Differenzen F? — f3 ist die Impulsabhängigkeit der Energie 
der Quasiteilchen dieselbe wie für freie Teilchen mit der Masse m. Nähert sich 
aber |f| dem Werte ky(Ahko ist der Grenzimpuls der Fermi-Kugel), so strebt die 
Anregungsenergie nicht gegen Null, sondern gegen den endlichen Grenzwert 


lim Ef)=4A, für IE ko. 


Die Größe A,, legt also die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und 
dem ersten angeregten Zustand fest. Für A, + 0 ist im Anregungsspektrum des 
Fermionensystems ein Energiespalt vorhanden. Wegen dieses Energiespaltes sind 
die angeregten Zustände gegenüber äußeren Störungen in gewisser Weise stabil; 
das ist die Ursache für die Erscheinung der Supraleitung (s. $ 144). Das System 
kann Energie nur in Portionen abgeben oder aufnehmen, die nicht kleiner sind 
als Ax.- 

Für J4=# 0 sind die Funktionen (143.19) der kanonischen Transformation gleich- 
zeitig von Null verschieden. Die neuen Fermi-Operatoren A! und A für die Er- 
zeugung und Vernichtung von Quasiteilchen (Quanten der Elementaranregungen) 
entsprechen daher Überlagerungen von Fermionen- und Löcherzuständen des 
Systems nichtwechselwirkender Teilchen. Die Elementaranregungen für A;+ 0 
sınd demnach mit anderen Worten kollektive Anregungen. Zur trivialen Lösung 
A;=0 der Gleichung (143.20) gehört ein anderer — ‚‚normaler“ — Grund- 
zustand mit einer größeren Energie; bei diesem Grundzustand beginnt sofort das 
kontinuierliche (für ein unendlich großes System) Anregungsspektrum. 

Der oben behandelte Effekt des Energiespaltes im Anregungsspektrum eines 
Systems hängt nach (143.10) mit der Wechselwirkung von Fermionen mit ent- 
gegengesetzten Impulsen zusammen. Diese Wechselwirkung bezeichnet man als 
Paarung. 

Zum Schluß dieses Paragraphen behandeln wir das Problem, wie man das 
chemische Potential für ein System wechselwirkender Fermionen im Grund- 
zustand berechnen kann. Das chemische Potential des Grundzustandes folgt aus 
der Bedingung 


N= <,|NIÖ0), (143.27) 


N ıst die Zahl der Teilchen im System; 8, ist die Zustandsfunktion des Grund- 
zustandes, ın dem keine Quasiteilchen im System vorhanden sind, d.h. ©, ge- 
nügt den Gleichungen 


ArnP®o= Audo= 0. 
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Um (143.27) zur Berechnung des chemischen Potentials ausnutzen zu können, 
stellen wir den Teilchenzahloperator N=2 2 Ra mit Hilfe der Transfor- 


mation (143.11) durch die neuen Operatoren dar und erhalten 


N= 2 [2,7 +(u — vi) (Atı Atı + AroAto) + Zurve(AtoAtı + AroAkı)}- 


Diesen Ausdruck setzen wir in (143.27) ein, verwenden (143.19) und bekommen als 
Bestimmungsgleichung für 


N= I 2 = z| 1- rl (143.28) 
ef) +4 

mit 

h2k? h? 

Dr 


2m 
Für A; = 0 wird aus (143.28) 


u elf) 
N=- (1 ar) (143.29) 


e(t) = 


Unter Beachtung von 


(1 e(f) )- 0 für k>ko, 

el} |2 für k<ko 
erkennen wir, daß die Gleichung (143.29) mit der Gleichung für den maximalen 
Impuls pr = hko der Fermi-Kugel übereinstimmt. Für A3=0 ist daher das 
chemische Potential 


3 |y> 


die Fermi-Enersgie. 
Für A;=# 0 ersetzen wir die Summe in (143.28) durch ein Integral und erhalten 


die Gleichung 
N 1 2_ k2 
ef gs eo Ro k2 dk. 
VO DR a Im 4,\? 
0 eek) (er 


Diese Gleichung liefert ko und damit auch u = h?k3/2m, wenn die Teilchendichte 
im System N/Y’ und der Wert von A; gegeben sind. 


S 144*. Wechselwirkung der Metallelektronen mit den Phononen und 
mikroskopische Theorie der Supraleitung 


Die mikroskopische Theorie der Supraleitung wurde erst in der letzten Zeit in 
Arbeiten von BARDEEN, COoPEr und ScHrieErrer [117] und Bocorsusow [118] 
geschaffen. Wir behandeln hier nur die Grundideen der Theorie. Diese zeigen, wie 
wichtig die Wechselwirkung der Metallelektronen mit den Gitterschwingungen ist, 
d. h. die Wechselwirkung eines Fermionensystems mit einem Bosonensystem. 
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Wie in $ 128 erwähnt wurde, ist die Wechselwirkung der Elektronen mit den 
Phononen die Ursache für den Widerstand der Metalle; infolge dieser Wechsel- 
wirkung werden die Elektronen gestreut. Frönrıcn [119] hatte bereits 1950 den 
Gedanken ausgesprochen, daß die Supraleitung der Metalle ebenfalls von der 
Wechselwirkung der Elektronen mit den Phononen verursacht wird. In den Ar- 
beiten [117] und [118] ist gezeigt worden, daß diese Wechselwirkung unter ge- 
wissen Bedingungen einen Energiespalt über dem Grundzustand im Anregungs- 
spektrum der Elektronen hervorbringt. Infolgedessen sind die angeregten Zu- 
stände, die einem Stromdurchgang durch das Metall entsprechen, stabil, und es 
entsteht Supraleitung. 

In einem idealen Gitter (mit unbeweglich festgehaltenen Ionen an den Gitter- 
punkten) wird die Bewegung eines Elektrons im Leitungsband (s. $ 128) durch die 
Bloch-Funktion 


l., 4 
E = — eitt uU t) 6 144. 1) 
Po v er) X ( 


beschrieben. In diesem Paragraphen sind die f-Werte nicht auf die erste Brillouin- 
sche Zone beschränkt. Die Elektronen-Wellenfunktion des ganzen Metalls mit 
N Leitungselektronen im Volumen %° ist das antisymmetrische Produkt aus 
N Funktionen (144.1). Im Grundzustand besetzen die Elektronen die niedrigsten 
Bloch-Zustände, d. h., es sind die Zustände besetzt, die im f-Raum innerhalb der 
Fermi-Fläche liegen. Wir werden voraussetzen, daß diese Fläche von der Band- 
grenze weit entfernt und isotrop ist; die Fermi-Fläche sei also eine Kugel vom 
Radius kg. Bei einer Anregung gelangen die Elektronen aus den Zuständen k< kg 
ın Zustände mit k> ko. 

& sei die Energie eines Elektrons mit dem Quasiimpuls Af. In der Darstellung 
der zweiten (QJuantisierung ist der Hamilton-Operator des Elektronensystems (bis 
auf einen konstanten Summanden) 

Ho= D 01,06; (144.2) 
I, co 
wenn «T und & die Fermi- a für die Erzeugung und Vernichtung von 
Quasiteilchen sind. 

Wir wollen nun den Operator für is Wechselwirkung der Elektronen mit den 
Phononen bestimmen. Wird das Ion am n-ten Gitterpunkt um £,„ verschoben, so 
ändert sich die Wechselwirkungsenergie des Elektrons mit dem Gitter I, W(r — n) 


um die Größe 2, En {VaW(r — n)}. In der Darstellung der zweiten Oahtisfenide 
ist daher der Opärdter für die Elektron-Phononen-Wechselwirkung 
H,= [Pt I &,{V1W(r- n)} Pr) ddr= 

2 = [PIE E Wie m) (Vabı) Pe) ddr. (1443) 


Der Operator W wird dabei folgendermaßen durch die Fermi-Operatoren a;, 
und die Bloch-Funktionen Ber ausgedrückt: 


—— I eur) Xo- (144.4) 


ee : 
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Der Verschiebungsoperator für die Ionen €, wird durch (132.13) gegeben; damit 
wird 


(VnEn) = 2 1 I (a,eim — ale- in) (144.5) 


mit den Bose-Operatoren a, und al. s ist die Geschwindigkeit der longitudinalen 
Schallwellen mit dem Wellenzahlvektor q, da nur die longitudinalen Wellen zu 
(144.5) beitragen und für sie w(g) = sg ist. 

Wir setzen (144.4) und (144.5) in (144.3) ein und beachten, daß die Summe 
>, exp (1Qn) für Q = 0 gleich N und für Q=+ 0 gleich Null ist. Damit ergibt sich als 


n 
endgültiger Ausdruck für die Operatoren der Elektron-Phononen-Wechsel- 
wirkung in der Besetzungszahldarstellung 


H„= YH, H,=iD(g)a,g!+h.k. (144.6) 
go 
mit 


e! = 2, a _ 4% (144.7) 


als Kurzbezeichnung für die Summen der Produkte der Fermi-Öperatoren; 


_ ng * 3 


2 


ist eine kleine Größe, die die Elektron-Phononen-Wechselwirkung bestimmt. Es 
wird über eine Elementarzelle integriert. Die Buchstaben ‚,‚h. k“ in (144.6) und 
in den folgenden Ausdrücken bedeuten die hermitesch konjugierten Glieder zu 
allen vorhergehenden Gliedern. | 

Der Wechselwirkungsoperator (144.6) ist vom Spinzustand der Elektronen 
unabhängig; wir werden deshalb ım folgenden den Spinindex o nicht in allen 
Ausdrücken explizit angeben. 

Der Operator (144.6) ist unter folgenden Voraussetzungen abgeleitet worden: 
Die Ionen bewegen sich im Gitter als einheitliches Ganzes; D(gq) hängt nur von q, 
aber nicht von T ab, und die Gitterschwingungen lassen sich für alle q-Werte in 
longitudinale und transversale einteilen. Die Wechselwirkung (144.6) erfolgt 
daher nur mit den longitudinalen Phononen. Ohne diese Vereinfachungen sind die 
Rechnungen wesentlich komplizierter. Diese komplizierteren Rechnungen sind 
aber nur dann gerechtfertigt, wenn man quantitative Ergebnisse erhalten will. 

Infolge der Wechselwirkung der Elektronen mit den Phononen ändern sich die 
Energiezustände der Elektronen und der Phononen. Uns interessiert nur das 
Verhalten der Elektronen. Die Änderung des Phononenspektrums wird nur in- 
direkt durch den experimentellen Wert der Schallgeschwindigkeit s berücksichtigt. 

Die Elektronen in Wechselwirkung mit den Phononen werden durch den Hamil- 
ton-Operator | 


H'=H,+ H, Ho= I am +) ho,asa, (144.8) 
t q 


beschrieben; H, wird durch die Formel (144.6) gegeben. 
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Zur Abschätzung der Rolle der Elektron-Phononen-Wechselwirkung trans- 
formieren wir den Operator (144.8) nach der Vorschrift von Fröurıca [120], um 
einen möglichst großen Teil des Wechselwirkungsoperators zu eliminieren. Die 
Transformation des Hamilton-Operators ist 


H=e-!SMeSÖS- HM + lH’, Ss] _ [ter S], Ss] + +. (144.9) 


Der Transformationsoperator, der die kleine Wechselwirkung enthält, wird in 
der Form 


S=-St= YS, S,=ysa+ ya (144.10) 
q 
mit 


ya= I db 0) ig (144.14) 


gewählt. Die Funktionen ® (f, q) hängen mit der Wechselwirkung zusammen. Sie 
werden später explizit bestimmt. 


Nun setzen wir (144.8) und (144.10) in (144.9) ein, benutzen (144.6) und sammeln 
die Glieder gleicher Größenordnung; so ergibt sich 


H= A+ DAS] + m +i2 |(5 Mu Sl+ M).S|+ (144.12) 


Der Operator (144.12) läßt sich einfach berechnen. Dazu beachtet man, daß die 
Fermi-Operatoren &, &) mit den Bose-Operatoren a, vertauschbar sind und daß 
aus den Eigenschaften der Fermi-Operatoren die Gleichung 


[ajaı, at,a.|= dmajan— Inn, (144.13) 


folgt. Unter Verwendung von (144.11) und (144.13) berechnen wir zunächst die 
Kommutatoren 


[au ra] (ta) )air_. — D(f+g,q) PIERRE Tr 
[@t- „80 9]= Dlta) [at aaa tar]; 
[& 8 _4 90] = Er g, dei _2.— Dir q) + gr 
[aga,, ag] = 
‚Mit den gefundenen EEE berechnen wir die in der Wechselwirkungs- 
energie linearen Terme in (144.12) 


1 [Ho,S,]+ H,= (2 (&e—- &_a+how,) Dlfga)+ D(q O}@e 2 Tr_a+ h.k. (144.14) 


Die Funktionen &(f, q) wählen wir so, daß alle Ausdrücke (144.14) verschwinden, 


d. h., wir setzen 


D(g) 


Düne um 


(144.45) 


41 Dawydow, Quantenmechanik 
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Für den Ausdruck (144.15) finden wir 


5 [Mb. Sıl+ Ha=5 IyD a. _.+ h. k., 
f 


und folglich ist 


[D(a) [a,aı &:_ a ya] — D*(a) [age _ a&t: Yg@a| + h.k.}. 


Den erhaltenen Ausdruck mitteln wir über den Vakuumzustand der Phononen 


und bekommen mit (144.15) und (144.11) 


ID(a)?a! &;_.a]_ 0 
A Se N Be (144.16) 
Or Hal0r> 2 er 


Die ausgeführte Transformation hat nur dann einen Sinn, wenn die Funk- 
tionen (144.15) klein sind; denn anderenfalls würde die Reihe (144.9) nicht 
konvergieren. Wir können unsere Transformation also nur auf den Teil von H, 
anwenden, in dem keine q-Werte vorkommen, für die der Nenner in (144.15) ın 
die Nähe von Null kommt. Den Teil von H,, mit den entsprechenden q-Werten 
bezeichnen wir mit H®. Der Hamilton-Operator für die Metallelektronen ist (bis 
zu quadratischen Gliedern im Wechselwirkungsparameter) im Vakuumzustand 
der Phononen (für niedrige Temperaturen) 


f j 

() |D(a)l’a; ar _ g@:_ a8 

H= ala; — DI er pe ee ee H®, (144.17) 
2 E09 &- &_-gt Rwg 


Den zweiten Summanden in (144.17) kann man als Wechselwirkungsenergie 
der Elektronen infolge eines virtuellen Phononenaustausches interpretieren. Jeder 
einzelne Summand der Summe entspricht dabei der Wechselwirkung zwischen 
Elektronen mit dem Quasiimpuls At und AF = h(T — q). Diese Wechselwirkung 
ist für &_4 — &< how, eine Anziehung. Nach (126.16) ist &= &_;. Für Elek- 


tronen mit entgegengesetzt gerichteten Impulsen, d.h.fürf=f— q= --$#, ist 
der Nenner in den Summanden in (144.17) gleich ho. 
Nimmt man aus dem Operator (144.17) die Glieder mit{ — q = -—E heraus, so 
erhält man den Operator 
H= I sat 0 — Ira) ga) afa_ıa" u; (144.18) 
mit 
Dla\l? 
ee ee 
Roy 


Im Operator (144.18) gehen wir mit Hilfe der kanonischen Bogoljubow-Trans- 
formation 


= urAro+ vAlı, | (144.19) 


© _+= ug Atı — vo 
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mit u? + v? =1 zu neuen Fermi-Operatoren über. Dadurch führen wir unser 
Problem auf das schon in $ 143 behandelte zurück. Wie in $ 143 gezeigt worden ist, 
ergibt sich für genügend großes v(q) im Anregungsspektrum der Elektronen ein 
Energiespalt A. Diese Anregungszustände sind stabil und sind supraleitende Zu- 
stände. Um sie zu zerstören, muß die Energie aufgewendet werden, die bei Über- 
gang der Elektronen in die stark korrelierten ‚Paar“-Zustände frei wırd. Bei einem 
kleinen elektrischen Strom bedeutet eine beliebige Einteilchen-Streuung von Elek- 
tronen (Zerspaltung eines Paares) eine Vergrößerung (und keine Verkleinerung) 
der Energie des Elektronensystems, obwohl die Energie des Zustandes mit dem 
Strom größer als die Energie des Grundzustandes ist. Die Streuung ist so lange 
verboten, wie die zusätzliche Energie der Elektronen infolge des Stromes kleiner 
als der Energiespalt ist. p sei der mittlere Impuls in dem Zustand mit dem Strom. 
Bei der Ausbildung eines Stromes ist die. Änderung der Elektronenenergie e(k) 


2%? | k k 
— an betragsmäßig gleich I? N — en Wegen k< ko muß Supraleitung 
2m hök 
für 
hl 
PO <A 
m 


beobachtet werden. | 

Ein supraleitender Zustand entsteht nur in solchen Metallen, für die die Energie 
der Elektron-Phononen-Wechselwirkung genügend groß ist. Je größer andererseits 
die Elektron-Phononen-Wechselwirkung ist, desto größer ist der Widerstand des 
Metalls im Normalzustand, denn dabei ist die Streuwahrscheinlichkeit für Elek- 
tronen unter Emission und Absorption von Phononen groß. Dadurch wird die be- 
kannte Tatsache qualitativ erklärt, daß die guten Leiter (Silber, Kupfer, Gold) 
nicht in den supraleitenden Zustand übergehen. Eine starke Elektron-Phononen- 
Wechselwirkung ruft im Normalzustand einen großen Widerstand hervor, ist aber 
in der Lage, einen supraleitenden Zustand ohne jeden Widerstand zu erzeugen. 

In diesem Paragraphen haben wir den Hamilton-Operator (144.8) in zwei 
Etappen transformiert. Diese Transformation läßt das physikalische Bild der Er- 
scheinung der Supraleitung besonders deutlich werden. Wegen der auftretenden 
Divergenzen darf man aber nur einen Teil der gesamten Wechselwirkung be- 
trachten. Führt man die Transformation (144.19) zu den neuen Fermi-Operatoren 
und den neuen Bose-Operatoren 


Ba = AgQg+ gal 
mit 24 — u3=1 direkt im Hamilton-Operator (144.8) aus, dann wird diese 
Schwierigkeit vermieden. 
Die konsequente Theorie der Supraleitung der Metalle unter Berücksichtigung 


der Coulomb-Wechselwirkung ist von BocoLJusow [118] ausgearbeitet worden. 
Diese Theorie kann man in der Monographie [121] studieren. 


$ 145. Quantisierung des Elektron-Positron-Feldes 


In Kapitel VIII ist bereits bemerkt worden, daß man die Vorstellung von der 
Bewegung eines Teilchens in der relativistischen Theorie nur näherungsweise bis 


41* 
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zu Gliedern der Größenordnung (v/c)? aufrechterhalten kann. Bei der Bewegung 
von Teilchen in starken Feldern spielt die virtuelle und die reale Erzeugung von 
Teilchenpaaren eine wesentliche Rolle. Die Zahl der Teilchen in einem System 
bleibt bei hohen Energien nicht erhalten. Zur Beschreibung der wechselseitigen 
Teilchenumwandlungen muß man die Darstellung des Systems als Feld benutzen; 
die Quanten des Feldes sind die Teilchen. In diesem Falle werden Erzeugung und 
Vernichtung von Teilchenpaaren ganz natürlich erklärt. Gleichzeitig werden die 
Schwierigkeiten im Zusammenhang mit den Zuständen üegativer Energie und mit 
deren Rolle in den verschiedenen physikalischen Erscheinungen beseitigt. 

. In diesem Paragraphen behandeln wir die Quantisierung des Elektron-Positron- 
Feldes, das von der Dirac-Gleichung beschrieben wird. Nach $ 61 ist der „Ein- 


teilchen“-Hamilton-Operator der Dirac-Gleichung für ein freies Teilchen 
Hpn = c&p+ mc?ß 


mit den Dirac-Matrizen ß und &. Nach der allgemeinen Quantisierungsvorschrift 
für Systeme aus Fermi-Teilchen kann man den Hamilton-Operator des Elektron- 
Positron-Feldes ın der Form 


H= [WiH)P dr (145.1) 


schreiben. Der Operator Y (einspaltige Matrix mit vier Komponenten) wirkt im 
Paaum der Besetzungszahlen und genügt der Vertauschungsrelation 


(Pr), Pi) = dr— vr). (145.2) 


Um zur Besetzungszahldarstellung zu gelangen, muß man die Operatoren Y nach 
den orthonormierten Eigenfunktionen des Operators Hp entwickeln. Wir nehmen 
das Funktionensystem 


1 : E 
YES zu \ (f —/ vl 


diese Funktionen beschreiben Zustände mit dem bestimmten Impuls p = hf und 
gehorchen der Gleichung | 

Hpy: oA AEnpzoa (145.3) 
mit 


A=4,—1; Er=cyRk2+ md. 


Wie in $ 61 gezeigt worden ist, gibt es für ein bestimmtes £ vier Eigenfunktionen, 
die sich in den Projektionen des Spins auf die Bewegungsrichtung und in den 
Werten A= + 1 unterscheiden; A sind die Eigenwerte des Vorzeichenoperators 
(61.13). Die Lösungen zu 4 = 1 werden wir als positive Lösungen bezeichnen und 
als Y2,4 schreiben. Die Lösungen für A= —1 sind die negativen Lösungen y;,_- 
Um ein diskretes f-Spektrum zu erhalten, stellen wir periodische Randbedingungen 
mit der Periode L = /°'? in drei aufeinander senkrechten Richtungen. Die Ortho- 
gonalitäts- und Normierungsbedingungen lauten dann 


f Drake d’r= dg48,.,077- (145.4) 
Wir entwickeln nun den Feldoperator Y nach den Funktionen yz.4 


V= N 03WYLor 
L0/ 
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und setzen diese Entwicklung in (145.2) ein. Auf diese Weise erkennen wir, daß 
die Operatoren a;,,; den üblichen Vertauschungsrelationen für Fermi-Operatoren 
genügen. Es ıst zweckmäßig, mit Hilfe der kanonischen Transformation 


+ 
A;, = do +93 bi, = a_z 0, — 


von den Operatoren a;,, zu neuen Fermi-Operatoren überzugehen. Der Feldopera- 
tor wird 


Y’=- 2 (pH + bi W_ BE: (145.5) 
und die Operatoren @ und b erfüllen die Vertauschungsregeln 
lay..,0;,)= [br,,bp.)= Seedor. (145.6) 


Die Antikommutatoren der anderen Kombinationen von a und b sind Null. Der 
Operator a;„,ist der Vernichtungsoperator für Teilchen im Zustand mit dem Impuls 
hf, der Spinprojektion auf die Bewegungsrichtung ho und A=1.bt, ist der Ver- 
nichtungsoperator für Teilchen im Zustand —Af, -ho und A= —1 oder der Er- 
zeugungsoperator für Antiteilchen ım Zustand hf, ho, A = 1. Gehören die Opera- 
toren a zu den Elektronen, so gehören die Operatoren b zu den Positronen (oder 
umgekehrt). | 

Mit (145.5) gehen wir in (145.1) ein, benutzen die Vertauschungsregeln (145.6), 
die Gleichung (145.3) und die Bedingung für die Orthonormiertheit (145.4) und 
erhalten für den Hamilton-Operator in der Besetzungszahldarstellung 


H= 2 Er(ai ,az, + bi.br.) + Evo» (145.7) 


wenn Ego = — Y, Er die konstante Energie des Vakuums ist, von der an die Energie 
Lo 
der angeregten Zustände gezählt werden soll. Die Wellenfunktion des Vakuum- 


zustandes bezeichnen wir mit |); sie wird durch die Gleichung 
a;,|0) == b;.[0> = 


definiert, d. h., es sollim Vakuumzustand weder Teilchen noch Antiteilchen geben. 
Die Operatoren für den Gesamtdrehimpuls und für die elektrische Ladung des 
Feldes sind in der Besetzungszahldarstellung 


P= [PipYdiı= Yhtla),a,, + bi,br.), (145.8) 
L,o 
=. [WiWddr= e Y (al,ay,— bi,br,) + Oo; (145.9) 
L,o 


wobei Oo die Gesamtladung des Vakuumzustandes ist. 

Aus (145.7) — (145.9) folgt, daß Gesamtenergie, -impuls.und -ladung des Feldes 
die Summen der Energien, Impulse und Ladungen der einzelnen Anregungen — 
Teilchen. — sind. Der Operator nz, = ai,Q;, hat die Eigenwerte 0 oder 1 und 
“ gehört zu den Teilchen mit der Ladunge (Elektronen); der Operator nz =bi.bz, 
mit den Eigenwerten 0 und 1 entspricht den Antiteilchen mit der Ladung —e 
(Positronen). Man kann also die Teilchen als die Quanten der Anregungszustände 
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auffassen. Der Grundzustand oder der Vakuumzustand wird als Zustand des 
Feldes ohne Teilchen definiert. 

Die Ausdrücke (145.7) und (145.9) enthalten die unendlichen konstanten Sum- 
manden E, und (9 für die Vakuumwerte, die sich in den physikalischen Erschei- 
nungen nicht äußern. Man kann aber die Operatoren für Energie und elektrische 
Ladung einfach so umdefinieren, daß die Vakuumwerte gleich Null sind. Tatsäch- 


lich sınd 
1 — _, ; 
H= 3 jemr- (H,W) pi, d’r= S) Ela} ,a;, + bi.br.); (145.7 a) 
t,o 


N 


Q= ai (prp_ wit) ddr=e P2 (at,a;,— bi,b;.) (145.10) 
mit 


PPt=- Yyyl, PIP= N ylvı. 


Der Operator für die elektrische Ladungsdichte in (145.10) kann mit Hilfe des 


Kommutators kurz als 


e-; (PP - PR) - rt P (145.11) 


geschrieben werden. Damit die Kontinuitätsgleichung für die elektrische Ladung 
nicht verletzt wird, hat man neben dem Operator für die elektrische Ladungs- 
dichte (145.11) auch den transformierten Operator (60.11b) für die elektrische 
Stromdichte zu betrachten: 


In abgekürzter Schreibweise ist der Energieoperator des Feldes (1.45.7a) 


H= | [Y', H,P] d’r= I Erlatoars + bisbro). (145.12) 


Der Operator für die elektrische Ladung kommutiert mit dem Operator H, und 
die elektrische Ladung ist ein Integral der Bewegung. 


$ 146. Grundzüge der Quantentheorie wechselwirkender Felder 


In 88 134, 139 und 145 haben wir freie Felder mit Bosonen und Fermionen als 
Feldquanten besprochen. Wir wollen uns jetzt Wechselwirkungen zwischen zwei 
solchen Feldern ansehen. Der Lagrange-Operator eines Systems aus zwei Feldern 
ist die Summe der Lagrange-Operatoren für die freien Felder und für die Wechsel- 
wirkung. Enthält die Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte keine Zeitableitungen des 
Feldes, dann stimmt sıe bis auf das Vorzeichen mit der Dichte des Hamilton- 
Operators überein: 


KHı= v(e) ee 
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Die Gestalt dieses Operators für die Wechselwirkung zweier Felder wird durch 
die folgenden allgemeinen Forderungen beträchtlich beschränkt: 

a) Der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator muß gegenüber Drehungen und 
Translationen ım vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum invariant sein. Die 
relativistische Invarianz ist ein Spezialfall dieser Invarianz. Für starke und elek- 
tromagnetische Wechselwirkungen muß der Hamilton-Operator gegenüber räum- 
lichen Spiegelungen invariant sein, d. h., die Hamilton-Dichte muß ein wirklicher 
Skalar sein. 

b) Der Hamilton-Operator muß hermitesch sein, damit die Energieeigenwerte 
reell sind. 

c) Gelten in dem System Erhaltungssätze, zum Beispiel für die elektrische 
Ladung, die Baryonenzahl usw., dann muß der Lagrange-Operator für die Wechsel- 
wirkung zusätzliche Bedingungen erfüllen (s. zum Beispiel [27]). 

Im einfachsten Falle wird der Operator V(x) aus Produkten der Operatoren der 
wechselwirkenden Felder aufgebaut; dabei gehen die Operatoren von Fermionen- 
feldern X und P paarweise in den Hamilton-Operator ein. Im Wechselwirkungs- 
bild wird die Zeitabhängigkeit des Operators V(x) durch den Hamilton-Operator 
der freien Felder beschrieben. Auf Grund dessen kann man V(x) durch die Opera- 
toren der freien Felder ausdrücken. | 

Die Wechselwirkung eines Fermionenfeldes mit einem skalaren Feld o(x), einem 
pseudoskalaren. Feld //(x) und einem Vektorfeld A,(x) stellt man gewöhnlich 
durch die Operatoren 


dar;x = (t, ict) ist der Raum-Zeit-Punkt, in dem die Dichte des Wechselwirkungs- 
Hamilton-Operators definiert wird. g und gı charakterisieren die Intensität der 
Wechselwirkung; 7, ist die u-te Komponente des vierdimensionalen elektrischen 
Stromdichtevektors. Wie in $ 145 erwähnt wurde, muß man die Definition 


l 
Ju > 2 ce[P, YıP] 


verwenden, um die in physikalischen Erscheinungen nicht auftretenden Vakuum- 
werte von Strom und Ladung zu beseitigen. Die Dichte des Hamilton-Operators 
für die Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit dem Elektron- 

Positron-Feld ist demnach 

1. ze 
Ka Ziel Al®, Y#]: (146.1) 
u 

Die oben angegebenen Operatoren beschreiben sogenannte lokale Wechselwirkungen, da 
sie Produkte von Feldoperatoren in einem Raum-Zeit-Punkt enthalten. Es ist vielfach 


versucht worden, nichtlokale Wechselwirkungen zu untersuchen. Ein Beispiel für eine 
nichtlokale Wechselwirkung ist 


1 
af ZA) Fan za. 
u 
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Der Formfaktor F(z,y) hängt darin von den Raum-Zeit-Punkten x und y der beiden 
Felder ab. Die Entwicklung der Theorie nichtlokaler Wechselwirkungen stößt auf wesent- 
liche Schwierigkeiten, die noch nicht überwunden sind (s. zum Beispiel [122]). 


In diesem Paragraphen wird nur die Wechselwirkung (146.1) behandelt. Die 
Operatoren P, Y und A, in der lokalen Wechselwirkung (146.1) sind Linear- 
kombinationen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der entsprechenden 
Teilchen. Man kann sie in der Form 


P-P,+P_, W-W,+W$_, Au= Au+t Au- (146.2) 
darstellen, wobei 


YP_(x)= (2r)-3% I [arsur, eikrddt (146.2) 
die Gesamtheit aller Vernichtungsoperatoren der Elektronen, 
P_(0)= (An)-32 3 [bi,w,_erikzddt (146.2 b) 


die Gesamtheit aller Erzeugungsoperatoren der Positronen, 
P_(x)= (2r)-2R% 3) fapug,__enik2ddt (146.2) 
c 


alle Erzeugungsoperatoren der Elektronen, 


P_(2)= (Ar)-3% 3 brsug, jeikzddt (146.2) 
alle Vernichtungsoperatoren der Positronen, 


k\12 
Aua)= 2, J (;) er (D) A„ei?rd3Q (146.2e) 


die Vernichtungsoperatoren der Photonen und 


-, Ahr er ET (D) Aferierd3Q (146.28) 
TO 


die Erzeugungsoperatoren der Photonen sind. 
In diesen Ausdrücken sind die folgenden Bezeichnungen verwendet worden: 


Et 
Kam 2 Ks — fr— z: 0Ox=Ur- ot, 


red. 38=4040,80,,; se 
C 


Durch die Wechselwirkung werden die freien Felder abgeändert. Gewöhnlich 
setzt man voraus, daß die Wechselwirkung ein Operator ist, den man „einschalten“ 
und „ausschalten“ kann. Dieses Ein- und Ausschalten ıst kein realer Prozeß, da 
man die Wechselwirkung der Teilchen mit dem Vakuum niemals ausschalten kann, 
d.h. die Wechselwirkung mit allen möglichen Feldern anderer Teilchen im Zu- 
stand mit der Energie Null. In der heutigen Theorie erhält man die realen Teilchen 
aus fiktiven, „nackten“ Teilchen unter Berücksichtigung deren Wechselwirkung 
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mit dem Vakuum. Durch diese Weehselwirkungen werden die „nackten“ Teilchen 
„angezogen“, sie erhalten eine Hülle virtueller Teilchen und Paare. Die Notwendig- 
keit, die Vorstellung freier Felder für die nackten Teilchen einzuführen, ist einer 
der wesentlichsten Nachteile der heutigen Theorie wechselwirkender Felder. Bisher 
ist es nicht gelungen, eine Theorie aufzubauen, in der von Anfang an nur reale 
Teilchen vorkommen.!) 

Wir werden annehmen, daß die Wechselwirkung zwischen den freien Feldern 
vor unendlich langer Zeit langsam eingeschaltet wurde und nach unendlich langer 
Zeit langsam ausgeschaltet wird (Adiabatenhypothese). Beim adiabatischen Ein- 
schalten der Wechselwirkung werden aus den nackten Teilchen reale (,‚ange- 
zogene‘‘) Teilchen mit denselben Impulsen und Spins, beim adiabatischen Aus- 
schalten der Wechselwirkung erfolgt der umgekehrte Prozeß. Die physikalischen 
Erscheinungen werden von der Wechselwirkung der realen Teilchen bestimmt, 
wenn sich diese annähern. 

Der Anfangszustand der freien Felder zur Zeiti = — oo werde durch den Zu- 
standsvektor |m) beschrieben, der Endzustand für {= oo durch den Zustands- 
vektor |n). Nach 8 85 wird die Übergangswahrscheinlichkeit durch das Betrags- 
quadrat des S-Matrixelements 


(n]S|Im>, wo S= Pexp 7 [woa 
D 


— oo 


gegeben ist. Pist der Dysonsche chronologische Operator; der Operator Wi) ist im 
Wechselwirkungsbild zu nehmen. Dieser Operator ist das Integral der Dichte des 
Hamilton-Operators für die Wechselwirkung über den ganzen Raum 


— [ ve) d’r 


Diesen Ausdruck setzen wir in S ein und stellen S gemäß $ 85 als Reihe dar: 


S=Pexp(- [ Vi) die) -1-— [vo x) dix + 


+) = 2d: y{PV(r) Vey)}+ er. (146.3) 


Die Integration überz = (£ = r, irg = iIct) und y = (Y, iyo) wird über das ganze 
vierdimensionale Volumen erstreckt. 

Durch die Entwicklung (146.3) zerfallen die Matrixelemente in eine Summe von 
Matrixelementen der verschiedenen Ordnungen der Störungstheorie. Die Sum- 
manden mit einem Produkt aus n Operatoren werden wir als Matrixelemente n-ter 
Ordnung bezeichnen. Jedem Matrixelement n-ter Ordnung kann man einen ge- 
wissen Satz von Graphen — Feynman-Diagrammen — zuordnen. 

Wir wollen die Matrixelemente der S-Matrix in erster Ordnung betrachten. Mit 


(146.1) bekommen wir 
<n|S 


-__ i AulP, 1,9] die m). (146.4) 


1) Das allgemeine Schema einer solchen Theorie ist inzwischen aufgestellt, s. [127] 


(Anm. d. dtsch. Red.). 
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In dem Produkt der Operatoren Y und Y in (146.4) kommen die Erzeugungs- und 
Vernichtungsoperatoren der Elektronen und Positronen in verschiedenen Kombi- 
nationen vor. Anfangs- und Endzustand |m> und |n> seien ın der Besetzungszahl- 
darstellung gegeben, d. h., es werden die Zahlen der Teilchen mit bestimmtem Im- 
puls und bestimmter Spinprojektion angegeben. Nach Voraussetzung sei im An- 
fangszustand ein Teilchen im Zustand E, o vorhanden, ım Endzustand ein Teilchen 
im Zustand F, 0”. Das von Null verschiedene Matrixelement ın (146.4) stammt von 
dem Summanden, in dem der Vernichtungsoperator für ein Teilchen im Zustand 
f, o von links mit dem Erzeugungsoperator für ein Teilchen im Zustand F, 0’ multi- 
pliziert wird. 

Ein Produkt von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren freier Teilchen, ın 
dem alle Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren stehen, 
heißt Normalprodukt. Von Null verschiedene Matrixelemente für Überganse 
zwischen Zuständen mit einer bestimmten Teilchenzahl kommen also nur von den 
Normalprodukten in (146.4). 

Wir definieren den Operator N als Operator, der bei Anwendung auf ein Pro- 
dukt von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dieses Produkt in ein Normal- 
produkt überführt. Dieser Operator enthält eine Vorzeichenänderung bei der Ver- 
tauschung antikommutierender Feldoperatoren. Wie man leicht sieht, kann man 
den Operator |P, y ,„P] als Normalprodukt 

E.= 
5 [#,2.2]= N Pla) v.P@) 


schreiben. Damit kann man das Matrixelement erster Ordnung in die Form 


nlStWIm)= Sn f A,() N(P(a) y„P(x)) dia m) (146.4a) 


bringen. Der Operator A, ist mit den Operatoren P und Y vertauschbar, daher ist 
sein Ort in (146.4a) willkürlich. 

Die Operatoren in (146.4a) stellt man in den Feynman-Diagrammen durch ein- 
und auslaufende Linien am Raum-Zeit-Punkt.x dar, zu dem sie gehören. Dem 
Operator A,„(x) ordnet man eine (ungerichtete) gestrichelte Linie zu. Zu den Ope- 
ratoren pw Y_,YP_,%P_ gehören gemäß Tabelle 20 ausgezogene Linien, die im 
Punkte x beginnen oder enden. 


Tabelle 20 


Graphische Darstellung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 
für Elektronen und Positronen 


Erzeugung Vernichtung 
Elektron ee zn) 
Positron — 0 Y/_(f) Ben. U (f) 
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Gestrichelte Linien werden auch zur Bezeichnung des Vektorpotentials A,(z) 
eines äußeren Feldes benutzt. In diesem Falle ist A,„(x) kein Operator, sondern 
eine Funktion des Ortes und der Zeit. 

Mit den oben angegebenen Bezeichnungen kann man die Matrixelemente der 
S-Matrix in erster Ordnung durch die vier Feynman-Diagramme 


D_A r: v_APL v_.Aa®r, DVD _ AYw_ 
a) b) c) d) 


darstellen. Unter den Diagrammen sind schematisch die Operatoren für die be- 
treffenden Prozesse angegeben. Diagramm a) entspricht der Streuung eines Elek- 
trons entweder an einem äußeren Feld (dann ist A kein Operator) bei Absorption 
(A = A,) oder bei Emission (A = A_) eines Photons. Diagramm b) beschreibt die 
entsprechenden Prozesse für ein Positron. Diagramm c) bedeutet die Paarvernich- 
tung in einem äußeren Feld oder unter Emission eines Photons. Durch das Dia- 
gramm d) wird die Paarerzeugung in einem äußeren Feld oder unter Absorption 
eines Photons symbolisiert. | 

Häufig ersetzt man alle vier oben angegebenen Diagramme durch das eine 
Schema 


Die S-Matrixelemente zweiter Ordnung enthalten Produkte von Operatoren an 
zwei Raum-Zeit-Punkten: 


1 
In | mL f P[V(e) V(y)]diadiy m). (146.5) 


Wie oben bemerkt wurde, stammen von Null verschiedene Matrixelemente der 
S-Matrix nur von Operatoren, die in einem Normalprodukt angeordnet sind. Um 
den Integranden von (146.5) in ein Normalprodukt zu bringen, verwenden wir den 
von Wıcx [123] eingeführten chronologischen T-Operator. Das Wicksche T-Produkt 
unterscheidet sich vom Dysonschen P-Produkt durch das Vorzeichen, wenn beı 
der chronologischen Ordnung der Operatoren eine ungerade Zahl von Vertau- 
schungen der Fermi-Operatoren durchzuführen ist, zum Beispiel 


Plz) Ply) für 20> yo, 


T |P (x) P(y)] = -P(„)P(x) für yo>zo- 
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Da die Fermionenoperatoren zu einer Zeit in (146.5) paarweise eingehen, kann 
man das P-Produkt durch das T-Produkt ersetzen. Das Matrixelement zweiter 
Ordnung wird dann 


(n| SP | my = 


xN FW) Piy)]dizdiy 


my. (146.6) 


Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir im folgenden das Maßsystem 
mitk=c= 1 verwenden. In diesem System haben Energie, Impuls und Masse 
die Dimension einer reziproken Länge, die Zeit (zo) hat die Dimension einer Länge. 

Um in (146.6) das T-Produkt in ein N-Produkt umzuformen, muß man die 
Operatoren unter Verwendung der Vertauschungsregeln miteinander verlauschen. 
Dabei entstehen zusätzliche Summanden mit den Kommutatoren (bei der Ver- 
tauschung von Bose-Operatoren) oder den Antikommutatoren (bei der  Ver- 
tauschung von Fermi-Operatoren). Mit Hilfe von (146.2) kann man zum Beispiel 
zeigen 


TIP(&)Py)]= N IPF@)Py)])+ Pla)Ply); (146.7) 
wobei 
Pe) P_(y) für 20> yo, 
Pe), = 146.8 


eine Zahl ist, die Kontraktion der Operatoren. 

Da die Kontraktion von Operatoren eine Zahl ist, ist deren Wert gleich dem 
Mittelwert in allen Zuständen, insbesondere ım Vakuumzustand. Der Mittelwert 
eines beliebigen N-Produktes im Vakuumzustand (keine Teilchen) ist Null. Man 
kann daher auf Grund von Gleichung (146.7) die Kontraktion von Operatoren 


durch die Beziehung 
P (a) Ply)= OT [P (2) Ply)]l0> (146.9) 


mm 


definieren. Genauso ist 


T[A,(@) A, y)] = NA) A,y)] + Au@) A,ly), 


en) 


Az) Ayly) = <OIT [A,l&) A,(y)]10>. (146.10) 


mit 


Die Formeln (146.9) und (146.10) können zur Berechnung der expliziten Ausdrücke 
für die Kontraktionen verschiedener Operatoren verwendet werden. Die Kontrak- 
tion von Operatoren verschiedener Felder ist Null, zum Beispiel P(z)A(y) = 0. 
Ferner gelten die Gleichungen ea 


Pa) (y)= Pa) Py)=0. 


m | bmunusl 


Die Kontraktion der Operatoren des elektromagnetischen Feldes ist nach 


(146.10) und (146.2) durch die Gleichung 


104,9 -| Mb)An0 tr an 
— 0 A,ı(y) Au-(@)l0> für 20o<yo 
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definiert. Auf der rechten Seite dieser Gleichung verwenden wir (134.39) und 
gehen von der Summe zum Integral über den Q-Raum über: 


On ’ 
ae [1[a@-9)- olzo — yol] } d?Q. 


A,(z) A,(y) = 
Lumen] 
Mit Hilfe der Integraldarstellung 


IT. eist 
—— eriolt| = ]ım —— dz 
m) BR —z22—1ın 


finden wir für die Kontraktion der Photonenoperatoren in der Impulsdarstellung?) 
‚endgültig 


A,la) A,ly) = ade 3 D(0) e0«-» d4Q= — Arid „Die y) (146.11) 
mit 
= &- wo, D(0) = (0? - in)". (146.12) 


Man kann sich leicht überzeugen, daß D(xz — y) die Greensche Funktion der 
Gleichung für die freien Photonen ist: 


92 
I Da-y)=%e-3). 
2 027 


Die kleine positive Größe n in (146.12) gibt an, wie der Pol des Integranden um- 
gangen werden soll. Diese Vorschrift sichert die Kausalität, da die so definierte 
Greensche Funktion der Ausbreitung von Wellen mit wachsender Phase in allen 
zeitartigen Intervallen entspricht. Die Angabe, wie der Pol zu umgehen ist, ist eine 
zusätzliche Definition der Kontraktion in einem kleinen Bereich um den Punkt 
z=y. 

Die Kontraktion der Operatoren des Fermionenfeldes ist 


(x) P(y)=<0T [Pla) P(y)] 10) = 


“ Pla) P_(y)l0 für 20> yo; 
Fly) P-(e)l0) für zo< yo. 


Gemäß (146.13) kann man sagen, daß die Kontraktion zwei Prozesse darstellt: 
a) Bei dem Prozeß entsprechend der ersten Zeile wird zur Zeit yo im Punkte y ein 
Elektron erzeugt, das dann zur Zeit xo im Punkte x verschwindet; b) die untere 
Zeile bedeutet einen Prozeß, bei dem zur Zeit zo im Punkte x ein Positron er- 
zeugt wird und anschließend im Punkte y zur Zeit yo verschwindet. Die Kontrak- 
tion stellt also die Bewegung virtueller Teilchen von y nach x und virtueller 
Antiteilchen von x nach y dar. Wie später noch gezeigt wird, ist für diese Teilchen 
der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls (E = cYp? ++ M?c?), wie er für 
alle realen Teilchen beobachtet wird, verletzt. Aus diesem Grunde bezeichnet man 


(146.13) 


1) Um den Faktor 4 r zu vermeiden, benutzt man manchmal die Potentiale A’, = (4r)"1/2 A Pr: 
d. h, man verwendet die Heavyside-Einheiten, in denen die Elektronenladung 
e = YAreist. 
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diese Teilchen als virtuell. Die virtuellen Teilchen sind mathematische Gebilde, 
die in Zwischenrechnungen benutzt werden. Die Fortpflanzung virtueller Teil- 
chen und Antiteilchen gehorcht dem Kausalitätsprinzip — erst Erzeugung, dann 


Vernichtung. 
Die Kontraktion (146.13) kann durch die Greensche Funktion der Dirac- 


Gleichung ausgedrückt werden, die die Gleichung 
> YuPu” im) G(z—- y)= (2 — y) (146.14) 
u 


erfüllt. Tatsächlich ist 


Pl) Poy)= — Poly) Pla) = 1856 - y) (146.15). 


| EEE | Le] 
oder unter Beachtung von (146.13) 
Gz- y)= —- 0) TP,(x) P,(y) 102. (146.15) 


Die explizite Gestalt der Greenschen Funktion eines Fermionenfeldes ergibt sich 
direkt aus (146.14): 


G(z- y)= (Ar) [g (p) eir@=v) dip (146.16) 
mit 
> Yupu + im 
BEENT  BERR ı BEE. SHEFERN .1 
Pe (146.16 a) 


Die kleine positive Größe n in (146.16a) gibt wieder an, wie der Pol zu umgehen 
ist. Nach der Berechnung des Integrals hat man n — 0 streben zu lassen. 

Durch die Verwendung der Kontraktionen wird die Berechnung von Matrix- 
elementen wesentlich verkürzt; denn ın diesem Falle enthalten die Matrixelemente 
nur die Operatoren der realen Teilchen. Alle virtuellen Teilchen und Antiteilchen 
werden durch Kontraktionen beschrieben, d.h. durch einfache Funktionen der 
Raum-Zeit-Koordinaten. 

Wie von Wıck [123] gezeigt worden ist, kann man das Matrixelement (146.6) 
als Summe von Matrixelementen verschiedener N-Produkte mit einer gewissen 
Anzahl von Faltungen darstellen. Zu jedem N-Produkt gehört ein Feynman-Dia- 
gramm mit den beiden Eckpunkten x und y. 

Die Kontraktion (146.11) der Operatoren des elektromagnetischen Feldes ist ın 
den Argumenten z und y symmetrisch. Sie wird in den Diagrammen durch eine 
gestrichelte, ungerichtete Linie dargestellt und verbindet die beiden Eckpunkte x 
und y. Die Kontraktion der Fermionenoperatoren (146.15) ist in den Eckpunkten x 
und y antisymmetrisch. Sie wird durch eine ausgezogene Linie zwischen den 
Punkten x und y dargestellt. Die Richtung der Linie wird durch einen Pfeil an- 
gegeben, dem die Bewegungsrichtung der virtuellen Teilchen zu entnehmen ist. 
Die virtuellen Antiteilchen bewegen sich der Pfeilrichtung entgegen. 

Unten sind alle möglichen Feynman-Diagramme für die Prozesse zweiter Ord- 
nung angegeben. Unter den Diagrammen sind schematisch die Operatoren und die 
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'Kontraktionen in den entsprechenden Matrixelementen vermerkt. 


(PA) PAP)(PAW) 


a) 0 


c) 
BG VD Y_ a 
R zZ \ Br 
Pay) (PAY) Par) (Pay) FPAP) PAY) 
IL 1 | BE ee | 
d) e) f) 


Diagramme vom Typa) entsprechen Erscheinungen, bei denen gleichzeitig und 
unabhängig voneinander zwei der vier möglichen, oben behandelten Prozesse 
erster Ordnung ablaufen. Zu Diagrammen vom Typ b) gehören Matrixelemente 
zweiter Ordnung mit einer Kontraktion von Photonenoperatoren an den Punkten 
x und y. Diese Faltung wird durch die gestrichelte Linie dargestellt. Sie entspricht 
der Emission und Absorption virtueller Photonen bei der Wechselwirkung von 
Elektronen mit Elektronen, Positronen mit Positronen und Elektronen mit Posi- 
tronen. Diagramıne vom Typc) enthalten eine Kontraktion von Fermionenopera- 
toren. Diese entspricht virtuellen Elektronen und Positronen, die bei der Streuung 
von Photonen an Elektronen (Gompton-Effekt) oder Positronen emittiert und 
absorbiert werden. Ferner enthalten diese Diagramme die Emission oder Absorp- 
tion zweier Photonen. In Diagrammen vom Typd) ist eine Kontraktion von 
Photonenoperatoren und eine Kontraktion von Fermionenoperatoren enthalten. 
Diese Diagramme beschreiben die Wechselwirkung von Elektronen mit dem 
Vakuum und werden als Selbstenergiediagramme der Elektronen bezeichnet. In 
Diagrammen vom Type) stehen zwei Kontraktionen von Fermionenoperatoren. 
Diese Diagramme stellen die Wechselwirkung der Photonen mit den virtuellen 
Teilchenpaaren dar und heißen Selbstenergiediagramme des Photons. Diagramme 
vom Typf) enthalten drei Kontraktionen. Sie gehören zu den Fällen, daß im An- 
fangs- und im Endzustand keine Teilchen vorhanden sind. Diese Diagramme be- 
schreiben die Vakuumfluktuationen. Die Matrixelemente für die Diagramme d), 
e) und f) enthalten divergente Integrale (s. [26, 27]). 
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Sind die Teilchen in Anfangs- und Endzuständen freie Teilchen, dann berechnet 
man die Matrixelemente zweckmäßig in der Impulsdarstellung; denn die Feld- 
operatoren und die Kontraktionen der Operatoren haben in dieser Darstellung ein 
einfaches Aussehen. 

Nach (146.2) und (146.2a) ist das Matrixelement des Operators (x) für die 
Absorption eines Elektrons mit dem Impuls f (wir erinnern an =c=1) und der 
Polarisation o 


or Paiy= (Ar) 2 u, jeik?. 


Unter Verwendung von (146.2b) — (146.2d) erhalten wir die Matrixelemente für 
die Emission eines Positrons, die Emission eines Elektrons und die Absorption 
eines Positrons mit demselben Impuls und derselben Polarisation: 


<1r0s] P(x a: Es (2,7812 u;,_e ikz, 
ar IF) >= An) u,enik, 
070 P (2 De (2r)” 3/2 up, ;eikz, 


Die Matrixelemente des Operators A,(x) für die Absorption und die Emission eines 
Photons mit dem Impuls Q und der Polarisation A sind 


OA, @)11 Eh) = (Arno)? ew(Q) eigz, 
EA, 0ER) = (Ar?o) 2 eW(D) erioz, 


Die Matrixelemente der Operatoren X, und U werden somit auf die Amplituden 
der freien Teilchen zurückgeführt, die in den entsprechenden Prozessen erzeugt 
und absorbiert werden. | 

An Hand der oben angegebenen Ausdrücke kann man sehen, daß die Matrix- 
elemente (146.6) für die verschiedenen Feynman-Diagramme zweiter Ordnung 
Integrale über die Viererpunkte x und y und Integrale über die vierdimensionalen 
Veränderlichen Q und p in der Fourier-Transformation der entsprechenden Kon- 
traktionen sind (s. (146.11) und (146.16a)). Die äußeren Linien der Feynman- 
Diagramme stellen in der Impulsdarstellung die Viererimpulse der realen, an dem 
Prozeß beteiligten Teilchen dar. Dabei sind 


pP=P- pi= —m?, 0= 0° — =, 


Die Fourier-ITransformierten der Kontraktionen (146.11) und (146.14a) hängen 
nur von der Differenz von x und y ab. Die zugehörigen Integrationsvariablen O 
und p gehen daher ın den Punkten x und y mit verschiedenen Vorzeichen ein. Man 
kann daher diese vierdimensionalen Integrationsvariablen als Viererimpulse von 
virtuellen ‚Teilchen‘ interpretieren, die an einem Ende der inneren Linie der 
Kontraktion emittiert und am anderen Ende absorbiert werden. Da die Integra- 
tion über d?O und d*p über alle vier Komponenten der Vektoren Q und p unab- 
hängig erfolgt, gibt es zwischen den zeitlichen und den räumlichen Komponenten 
der Viererimpulse der virtuellen Teilchen keinen Zusammenhang. 

Wir sammeln die Faktoren mit den Veränderlichen x und y und erhalten 
exp {ix d/p;} exp [iy D/q;}, wenn p; die Viererimpulse der freien und der virtuellen 
Teilchen zu den in x ein- und auslaufenden Linien sind; die g; sind die entsprechen- 
den Größen für den Punkt y. Wir integrieren nun über x und y und bekommen das 
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Produkt zweier vierdimensionaler $-Funktionen: ö()p;) und 8(D/g;). Diese 8- 
Funktionen enthalten den Energie- und Impulssatz für jeden Wechselwirkungs- 
akt!). Eine Folge davon ist der Energie- und Impulssatz für alle realen, an dem 
betrachteten Prozeß beteiligten Teilchen. 

Die explizite Berechnung der Matrixelemente und der Wahrscheinlichkeiten für 
die verschiedenen Prozesse in zweiter Ordnung der Störungstheorie und in höheren 
Ordnungen findet der Leser in den Lehrbüchern der Quantenelektrodynamik 


[26, 27]. 


1) In der alten Störungstheorie (s. $ 82) bleibt die Energie in den Zwischenzuständen 
nicht erhalten, wohl aber Impuls und Masse der Teilchen. In der Feynmanschen Störungs- 
theorie, die die Kontraktionen von Operatoren benutzt, bleiben Energie und Impuls in 
allen Zwischenzuständen erhalten, aber für die virtuellen Teilchen in den Zwischenzuständen 
gilt nicht der Zusammenhang zwischen Raum- und Zeitkomponenten der vierdimensionalen 
Impulse: p?-= —m?. Man kann daher sagen, daß in den Zwischenzuständen die Masse der 
Teilchen nicht erhalten wird. 
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MATHEMATISCHE ANHÄNGE 


A. Einige Eigenschaften der singulären Diraeschen $-Funktion 


Die Diracsche ö-Funktion einer Veränderlichen wird gewöhnlich mit $(x) be- 
zeichnet. Diese Funktion ist eine singuläre Funktion der Veränderlichen z, sie ist 
überall gleich Null, außer im Punktex = 0. Im Punkte x = 0 ist sie so stark 
unendlich, daß das Integral über diese Funktion über ein Intervall, das den Punkt 


x = 0 enthält, gleich 1 ist: 
[S@) de=1. (A.1) 
Die wichtigste Eigenschaft der $-Funktion wird durch die Gleichung 
b 
[F@) (x) de= F(O) (A.2) 


für eine beliebige stetige Funktion F(x) dargestellt, wenn das Intervall (a,b) den 
Punkt x = 0 enthält. Wird also das Produkt von $(x) mit einer beliebigen stetigen 
Funktion über x integriert, so ist einfach das Argument der Funktion gleich Null 
zu setzen. Durch Verschiebung des Koordinatenursprungs wird aus der Gleichung 
(A.2) 

[ F(«) %(2— a) de= Fla). (A.3) 


Die Formel (A.3) gilt für jede beliebige stetige Funktion unabhängig davon, ob 
diese eın Skalar, ein Vektor, ein Tensor usw. ist. 

Die $-Funktion ist keine Funktion im üblichen Sinne der Mathematik. Wie auch 
andere singuläre oder uneigentliche Funktionen in der heutigen theoretischen 
Physik wird die $-Funktion nicht durch die Vorgabe ihrer Werte für alle Werte des 
Arguments gegeben, sondern durch die Integrationsvorschrift für die Produkte mit 
stetigen Funktionen!). Manchmal ist es nützlich, eine der expliziten Darstellungen 
der 6-Funktion als Grenzwert einer Folge analytischer Funktionen zu benutzen. 
Eine solche Darstellung ist 

een (A.4) 

L>o TI 
Für x = 0 ist die Funktion sin (zL)/rx gleich L/r. Mit zunehmendem Betrag von x 
oszilliert sie mit der Periode 2r/L. Das Integral über diese Funktion über das 
sın (zL) 


TE 


Intervall — © <xz< o ist unabhängig von ZL gleich 1. Der Grenzwert lim 
für L> © hat also alle Eigenschaften der ö-Funktion. 


1) Die mathematische Begründung dafür, daß man verallgemeinerte Funktionen von 
der Art der ö-Funktionen verwenden darf, stammt von SosoLew ([124], s. a. [125]). 
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Mit Hilfe von (A.4) kann man die Gleichung 


4 
2 f eikz dk = $(z) (A.5) 
Ar 
beweisen, die in diesem Buch häufig benutzt worden ist. Tatsächlich ist 
© L 
1 1 | 
— eikz dk= lim — eikz dk= lim en) = ölr). 
IT L>o T Ess TXT 
a -L 


Wir trennen in (A.5) Real- und Imaginärteil und finden 


oo oO 


il cos (kz) dk= (x), [® (kx) dk= 0. 


Bei einigen Anwendungen verwendet man besser andere Darstellungen der ö5-Funk- 
tion, zum Beispiel 


NO (A.6) 


Bei Einsetzen einer beliebigen Darstellung der $-Funktion, zum Beispiel von (A.4) 
oder (A.6), in eine Operatorgleichung muß man den Grenzwert vor das Integral 
ziehen. Häufig verwendet man Darstellungen der ö-Funktion durch verschiedene 
vollständige orthonormierte Funktionensysteme. Für Funktionen y,„(x) mit einem 
diskreten Spektrum ist 


(2 — a’)= 2 vr(z) ynla’). (A.7) 
Für Funktionen yr(z) mit ER NETTER .. haben wir 
(2 — x’) = f vElz )dF. (A.8) 


Wir wollen jetzt einige Gleichungen re n die ö-Funktion genügt. Der 
Sinn dieser Gleichungen liegt darin, daß die beiden Seiten dasselbe Ergebnis liefern, 
wenn man sie als Faktoren im Integranden benutzt: 


8(—r)= $(z), (A.9) 
zö(x) = 0, (A.10) 
S(ax) = -, (x), (A.11) 
fix) $(@- a) = fla) $@- a), (A.12) 
RICH x) $(2— b) de= d(a— b), (A.13) 
ee id u aa (A.14) 
(2 — z;) 


? 


pa] DE 
I). 


x; sind dabei die einfachen Wurzeln der Gleichung o(x) = 0. 


42* 
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Man kann auch die Ableitung der ö-Funktion nach x definieren; wir werden 
diese mit Ö°(z) bezeichnen. Eine Darstellung für $°(z) ist 


Ks im ee So. en 


Eis x a? 


Die Integrale mit 8°(x) werden durch partielle Integration unter Beachtung von 
S(z) = 0 für x # 0 berechnet. Es ist 
|) F(x) de=—-F’(0). 
Die Ableitung der $-Funktion erfüllt die Beziehung 
ds()= Ile). (A.16) 
Die Funktion $(z) ist eine gerade Funktion von x, daher ist die Ableitung ’(z) 
eine ungerade Funktion. Weil die ö-Funktion eine gerade Funktion ist, gilt die 


Gleichung Bi , 
ür a>VU; 


’ 2 2 1/2 für a<0. 
Die dreidimensionale $-Funktion $(r) wird durch die Gleichung 
s(r) = d(z) $(y) S(z) = (2 7) jet d*t 


definiert, dabei wird über alle Werte von k,, k, und k, integriert. Die Funktion 
ö(r) hat die Eigenschaft 
[Ss Fix) d’r= F(0), (A.17) 


wenn der Integrationsbereich den Punkt r = 0 enthält. Wir geben noch die nütz- 
lichen Beziehungen 


$(r) 


&(r) 
= sı(”’—- rn)= 
Imr?' r? 
an, in denen rn’ und n die Einheitsvektoren in Richtung von r’ und r sind; über r 
wird von r = 0 an integriert. 
Manchmal tritt im Integranden die singuläre Funktion 


Sm’ —n)ö(r”—r) 


1 — exp( -— it) 
m ————— 


= Ih . 
Ele) = lim — (A.48) 
auf. Diese Integrale werden mit Hilfe von 
a 
&)= nöd) + 7 (A.19) 


leicht ausgerechnet. Das Symbol Z bedeutet, daß das Integral im Sinne des Haupt- 
wertes zu berechnen ist. Dieselbe Eigenschaft hat auch die singuläre Funktion 


1 
lim (z«—- ie) !=ind(e)+ $—. 
E00 T 

Neben der ö-Funktion verwendet man häufig noch andere uneigentliche Funk- 
tionen, zum Beispiel 


3,(&) = 3* (x) = — lim (2 — io)-1. (A.20) 


T1 2.0 
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Mit (A.20) und (A.6) erhalten wir 


(A.21) 
34(2) - 3(e) = lim 

BETEN ng 
Die $-Funktion $(z) hat als Funktion einer komplexen Veränderlichen zwei Pole 


Bei 


erh 1 
erster Ordnung in den Punkten ix und —ı«a mit den Residuen —— und — 5 
i 


27 
der Integration von Ausdrücken mit ö(z) muß der Integrationsweg zwischen diesen 
Polen verlaufen. Die Beziehungen (A.20) und (A.21) gelten auch für komplexe 
Werte von x. Dabei ist 


ir 


3_() = 84-2) = 34) = (3, M))*. 
Die Funktionen $,(z) und $_(z) kann man in der Form 
1 1 
re 


schreiben, wenn man den Integrationsweg entsprechend oberhalb und unterhalb 
des Punktes z = 0 wählt. 


B. Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten 


In $7 sind die Ausdrücke für die Projektionen des Drehimpulsoperators in 
kartesischen Koordinaten angegeben worden: 


Ö Ö 
Dee ee B.A 
in(2; v2) (BA) 


Wir wollen uns diese Operatoren in Kugelkoordinaten verschaffen. Zu den Trans- 
formationen 
z=rsin60cosp, y=rsm$sinY, z=rcos® 


gehören die inversen Transformationen 


r=a+y+2, 00 0=-—, 18 P=—. 
Demnach sind 
= 0058, 5 = sin Osin p, = = sin 0 cos 9, 
60 sind 80 cosd sin 9 00 cosdcosp 
d2 7 Er 7 Er 
Re, 8p _ cos p U Zu sın © 


2 öy rsin®’ 6x  rsin®' 
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Mit diesen Beziehungen finden wir 
Ö Ö 
L,= —ı EREeRIE ya 
2 ine; v:) 
or 6008 090 
= —ıh 6 —— + — +] - 

1 Ir sın 0 cos |; A öy 80 + öy = 

Oro 090% Op ) Ö 


DE ne B.2 
Er 0 Eie m 


— rsın 6 sin e( 
op 


Genauso erhalten wir 


L,= ih (sin 0 + ctg 6 cos v5.) (B.3) 
L in ( ö tg 6 sı ) (B.A) 
= — ——c in 9 —). 
Y 1 “5929 58V 0 
Schließlich ist 
108 Ö 1 8% 
De a Pa ee ee uk, B. 
D2=L2+1L2+L2 h nd (in 95) + aaa (B.5) 


Statt der Operatoren L, und L, verwendet man häufig die Linearkombinationen 


| | ö 
L,+ il, = heiv F +ictg 0; 


Ö 
L,— ıL,= heil 2, + i ctg 5 


C. Lineare Operatoren in einem Vektorraum. Matrizen 


Um das Lesen des Buches zu erleichtern, führen wir einige Definitionen für 
Vektorräume endlicher und unendlicher Dimensionszahl an. Der Begriff des Vek- 
torraums ist eine Verallgemeinerung des Begriffes des gewöhnlichen dreidimensio- 
nalen Raumes. 

I. Ein komplexer Vektorraum R ist eine unendliche Menge komplexer Größen X, 
B,C,..., für die die linearen Operationen Addition und Multiplikation mit kom- 
plexen Zahlen definiert sind. Die Größen Y, 8, ... selbst sind die Vektoren des 
Raumes A. 

Der Vektorraum A ist ein linearer Raum, d.h., er hat folgende Eigenschaft: 
Jede Linearkombination zweier Vektoren (zum Beispiel aWX + BB mit komplexen 
Zahlen a und b) ist ein Vektor in demselben Vektorraum. Jedem Paar von Vek- 
toren X und B des Vektorraums wird eine Zahl (<A), das Skalarprodukt der 
Vektoren, zugeordnet. Die Definition des Skalarproduktes wird in Abschnitt IV 
dieses Paragraphen gegeben. 

Gibt es in einem Vektorraum R ein System von n unabhängigen orthonor- 
mierten Vektoren 

en; Eier ik 
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so daß ein beliebiger Vektor des Vektorraums R als Linearkombination der Vek- 
toren e; dargestellt werden kann, zum Beispiel 


1-3 Acı, (Ct) 


i= 
dann handelt es sich um einen n-dımensionalen Vektorraum. 


Ein Vektorraum mit unendlicher Dimensionszahl wird als Hilberi-Raum bezeichnet. 
Als Vektoren (Elemente) des Hilbert-Raums kann man die lineare Menge der Funktionen 
über einem endlichen oder unendlichen Volumen 2 betrachten. Jedem Funktionenpaar 
y(£) und o(£) der linearen Menge wird ein Skalarprodukt (y|p) zugeordnet. Dieses Skalar- 
produkt erfüllt die vier Forderungen _ 


1) <yloy = <plyy*; 2) Kapı + baa!vy = a <aıly) +bKalys; 2); 

4) für (ylyy=0 ıt y)=0. 
Manchmal bezeichnet man eine lineare Menge von Funktionen, für die ein Skalarprodukt 
mit den angegebenen Eigenschaften definiert ist, als funktionalen Hilbert-Raum. Die Zu- 
standsvektoren eines quantenmechanischen Systems bilden einen funktionalen Hilbert- 
Raum. 


Einen vollständigen Satz unabhängiger Vektoren e,; bezeichnet man als System 
von Basısvektoren oder als Basıs des Vektorraums. Die komplexen Zahlen A; ın 
der Entwicklung (C.1) sind die Koordinaten oder Komponenten des Vektors U. 


In einem funktionalen Hilbert-Raum ist das System der Basisvektoren ein vollständiger 
Satz von Eigenfunktionen eines beliebigen linearen selbstadjungierten Operators, der auf 
der Menge der Funktionen im Hilbert-Raum definiert ist. 


Die Komponenten eines Vektors werden eindeutig durch die Angabe des Vektors 
und der Basisvektoren e; bestimmt. Die Basisvektoren können auf viele verschie- 
dene Weisen gewählt werden. In verschiedenen Systemen von Basisvektoren ge- 
hören zu einem Vektor verschiedene Komponenten. Die Komponenten hängen 
also wesentlich von der Wahl der Basis ab. Einige aus den Komponenten gebildete 
Größen hängen nicht von der Wahl der Basis ab und bestimmen die Eigenschaften 
der Vektoren selbst, zum Beispiel ihre Länge, die gegenseitige Lage u.a. 

Man gelangt mit Hilfe der linearen Transformationen 


B;= >, %r Ar (C.2) 
k 


von einem Vektor X des Vektorraums R zu einem anderen Vektor desselben 
Raumes bei festgehaltener Basis. Die Transformationskoeffizienten bilden eine 
quadratische Zahlentabelle. Für einen n-dimensionalen Raum gibt es n? solche 
Zahlen: 


[1 &X42 «=» + Kin 

= 1 21 %22 » ++ Kan 
“= (& ix) en E a r 

Kni &Kn? --- Kan 


Für einen unendlichdimensionalen Raum ist die Zahl der Zeilen und Spalten in der 
Tabelle unendlich. Die Tabelle der Zahlen «;, ist eine n-reihige (oder unendlich- 
reihige) quadratische Matrix. Die Zahlen &;, sind die Matrixelemente. Der erste 
Index : gibt die Nummer der Zeile, der zweite die Nummer der Spalte an. 
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Der linearen Transformation der Komponenten (C.2) entspricht eine lineare 
Transformation der Vektoren. Zu jeder linearen Transformation der Vektoren 
gehört eine eigene Transformationsmatrix. Als Produkt zweier linearer Transfor- 
mationen & und ß bezeichnet man die Transformation, bei der zuerst die Trans- 
formation ß und dann die Transformation « ausgeführt werden. Symbolisch 
schreibt man dafür 


yaap. 


Die Matrix (y;.) für das Produkt der Transformationen wird folgendermaßen aus 
den Transformationsmatrizen (&;,) und (ß;.) gebildet: 


Yik= 2 rußın. (C.3) 


Das ist die Multiplikationsregel für Matrizen. 

Die wichtigsten Eigenschaften eines Produktes von Matrizen sind: 1. Ein Pro- 
dukt zweier Matrizen hängt im allgemeinen von der Reihenfolge der Faktoren ab. 
Zwei Matrizen, deren Produkt von der Reihenfolge der Faktoren unabhängig ist, 
werden als kommutierende Matrizen bezeichnet. 2. Bei der Multiplikation mehrerer 
Matrizen gilt das assoziative Gesetz y(ßa) = (yß)a. 3. Die Determinante eines 
Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der Determinanten dieser Ma- 
trizen. 

Ein Spezialfall der Vektorentransformationen ist die identische Transformation 
mit der Einheitsmatrix 
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Die Matrixelemente der Einheitsmatrix 8;, sind die Kronecker-Symbole; sie sind 
gleich 1 fürı = k und gleich Null für ı # k. Die Einheitsmatrix kommutiert mit 
allen anderen Matrizen. 

Ist die Determinante einer Matrix « von Null verschieden, dann existiert die zu 
& inverse Matrix «"!; diese Matrix genügt der Gleichung 


aila=aa!1=1[I. 


Ist @”! invers zur Matrix a, dann ist die Matrix & die inverse Matrix von «”!. Die 
inverse Matrix eines Produktes mehrerer Matrizen ıst das Produkt der inversen 
Matrizen in umgekehrter Reihenfolge: 


Byte ran. (C.4) 


Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer komplexen Zahl sind alle Matrix- 
elemente mit dieser Zahl zu multiplizieren. Die Summe zweier Matrizen « + ß ist 
eine Matrix y, deren Matrixelemente die Summen der Elemente von & und ß sind. 

II. Wie oben bereits bemerkt wurde, bestimmen die Komponenten A; des Vek- 
tors X bei gegebener Basis diesen Vektor vollständig: 


U= > A;e;. 
i 
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Die Vektorkomponenten schreibt man bequem als Spalte, zum Beispiel 


A= (A)=|4 


Die lineare Transformation (C.2) mit der Transformationsmatrix a lautet in Matrix- 
schreibweise 


B=aNX oder B; = > ik A,. (C.5) 
k 
Wir betrachten neben der Basis e; eine andere Basis e;. In dem neuen Basis- 
system sind die Komponenten der Vektoren Y und B 
A, B; 
(A)=[45] und (B)=|[B 


Der linearen Transformation (C.5) entspricht in der neuen Basis eine neue Trans- 
formationsmatrix (&;,), die durch die Beziehung 


B;= 2 x Ar (1.6) 
k 


definiert ist. Beim Übergang von der Basis e; zur Basis e/ werden die Kompo- 
nenten A; und B; durch die Matrix S = (S;;,) mit 


Sir = ie, (6.7) 
in die Komponenten A; und B; transformiert; dabei gelten die Beziehungen 
A;= D SiırApı Bi= D SirBr- (C.8) 
ko k 


Man kann sich davon leicht an Hand der Gleichung 
p) > e, A; = > e; A; 


überzeugen, wenn man ÖOrthogonalität und Normierung der Basisvektoren be- 
achtet. 


Wir setzen (C.8) in (C.5) ein, multiplizieren von links mit S”! und finden 
B’=- las. 


Diese Relation vergleichen wir mit (C.6) und erhalten so den Zusammenhang 
zwischen den verschiedenen Matrixdarstellungen des linearen Operators « in den 
beiden Basissystemen: 


a’ = SiaS. (C.9) 


Matrizen, die über die Beziehungen (C.9) mit einer beliebigen Matrix S (für die 
die inverse Matrix existiert) miteinander verknüpft sind, sind unıtäräquivalent. 
Zu jedem linearen Operator in einem Vektorraum kann man also einen ganzen 
Satz äquivalenter Matrizen angeben, die den linearen Operator in verschiedenen 
Basissystemen darstellen. Unitäräquivalente Matrizen erfüllen die gleichen Matrix-. 
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gleichungen. Die Beziehungen zwischen Matrizen bleiben mit anderen Worten bei 


der Transformation (C.9) invarıant. 
Ill. Wir wollen einige Matrizen mit besonderen Eigenschaften aufzählen. 
Diagonalmatrizen. Eine Matrix ist eine Diagonalmatrix, wenn sie nur auf der 
Hauptdiagonale von Null verschiedene Elemente hat: 


Kir A;dik- 


Alle Diagonalmatrizen kommutieren miteinander. Das Produkt zweier Diagonal- 
matrizen ist wieder eine Diagonalmatrix. Eine Diagonalmatrix, deren Diagonal- 
elemente alle den Betrag 1 haben, wird als Phasenmatrix (ei®*$,,) bezeichnet. 

Transponierte Matrizen. Die zu « transponierte Matrix & wird gebildet, indem 
man in « Zeilen und Spalten vertauscht: 


(dir) (Ari). 


Die transponierte Matrix eines Produkts ist das Produkt der transponierten Ma- 
trizen in der umgekehrten Reihenfolge, zum Beispiel 


aßy = (Be). 
Konjugiert komplexe Matrizen. Die Matrix «* ist die konjugiert komplexe Ma- 
trix zu &, wenn ihre Elemente zu den Matrixelementen von « konjugiert komplex 


sind: 
(&:.)* = (AR) . 


Hermitesch konjugierte Matrizen. Die hermitesch konjugierte Matrix a! entsteht 
aus a, indem man zuerst die transponierte Matrix bildet und dann zur konjugiert 
komplexen Matrix übergeht: 


(Kir)? = (o,;) . 


Die zu einem Produkt hermitesch konjugierte Matrix ist das Produkt der hermi- 
tesch konjugierten Matrizen in umgekehrter Reihenfolge, zum Beispiel 


(«By)t= yiptat. 


Eine Matrix a ist reell, wenn «a* = a ist; für a* = —a ist a rein imaginär. Für 
eine symmetrische Matrix « ist «= «a. Eine Matrix heißt antisymmetrisch, wenn 
& = —a gilt. Die Matrix a ist hermitesch oder selbstadjungiert, wenn a!’ = « gilt, 
sie ist antihermitesch für a’ = —a. Für eine unitäre Matrix a gilt at = a’. 

Eine reelle unitäre Matrix ist eine orthogonale Matrix. Für eine orthogonale 
Matrix gelten demnach die Beziehungen 


a=a, a=ea*. ; 
IV. Als Skalarprodukt zweier Vektoren bezeichnet man den Ausdruck 


UB)= S) ArB.. (C.10) 


Das Skalarprodukt von Vektoren ist beim Übergang von einer Basis zu einer an- 
deren invariant: 


UB)= N AFB;= N AjtBL. 
i i 
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Das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren erfüllt die Gleichung 

UB>= BIW*. (C.11) 
Für zwei beliebige Vektoren Y und B und eine beliebige Matrix « gelten die Be- 
ziehungen | 


ar 
Ua BB) = (a rg (C.12) 


AB, = (AUarB>. 


Das Skalarprodukt in einem funktionalen Hilbert-Raum ist die direkte Verall- 
gemeinerung von (C.10); es wird durch das Integral 


ylor= [ Y*E) P(E) d(E) (C.10a) 
definiert. Dabeı ıst über alle möglichen Werte der Veränderlichen & in diesen 
Funktionen zu integrieren. 

V. Von den verschiedenen linearen Transformationen der Vektoren sınd ın der 
Quantenmechanik die unitären Transformationen besonders wichtig. Die unitären 
Transformationen werden durch unitäre Matrizen realisiert, d. h. durch Matrizen u 
mit 

utu=1 ode uf= w!. 
Auf Grund der Eigenschaft (C.12) des Skalarproduktes zweier Vektoren kann man 
leicht beweisen, daß das Skalarprodukt bei einer unitären Transformation der 
beiden Vektoren ınvariant bleibt. Tatsächlich ist | 


<uAlluB)= <Autuß)= (AB). (C.13) 


Die Gleichung (C.13) für zwei beliebige Vektoren kann als Definition der Uni- 
tarıtät der Matrix u dienen. 

Das Produkt zweier unitärer Matrizen ist ebenfalls unitär 

(uw)T= ulul= uziur!= (ww). 
Die zu einer unitären Matrix inverse Matrix ist auch unitär 
(ai)t= (ut)t= u= (ui. 

Die früher betrachteten Transformationsmatrizen S (C.7) für die Vektorkompo- 
nenten beim Übergang von einer Basis zu einer anderen sind unitäre Matrizen, sie 
erfüllen die Bedingung St =S”!. Da die Matrix S reell ist, folgt aus der Unitaritäts- 
bedingung die Orthogonalität von S. 

VI. Das direkte Produkt zweier Matrizen « = («;.) und ß = (P,m) Ist eine Ma- 
trıx mit den Produkten der Matrixelemente von & und ß als Elemente. Das 
direkte Produkt zweier Matrizen wird manchmal mit dem Symbol „x“ zwischen 
den Buchstaben für die beiden Matrizen bezeichnet. Man darf diese Bezeichnung 
nicht mit der Schreibweise des Vektorproduktes zweier dreidimensionaler Vek- 
toren a und b verwechseln, dafür haben wir die Bezeichnung [ax b] verwendet. 
Das direkte Produkt zweier Matrizen ist also durch die Gleichung definiert 


suß amß... pr Arıßar »»-Kraßıı aßız »-- 
axpB= Jauß amB..-I=[aufra Ruß... amfaı Außer :-- 


Falls die quadratische Matrix « n Reihen und die quadratische Matrix ß m Reihen 
haben, hat das direkte Produkt & x B nm Reihen. 
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D. Koniluente hypergeometrische Funktionen. Bessel-Funktionen 


Viele Differentialgleichungen, die uns in diesem Buch begegnet sind, führten 
auf die Gleichung für die konfluenten hypergeometrischen Funktionen. Wir geben 
hier zum Nachschlagen einige Eigenschaften dieser Funktionen an. Die Beweise 
und ausführlichere Angaben kann der Leser in den Büchern [126] finden. 

Die konfluente hypergeometrische Funktion ist als die Reihe 


(D.A) 


definiert. z kann alle endlichen Werte annehmen, der Parameter a kann beliebige 
Werte haben; c darf nicht Null und keine negative ganze Zahl sein. Füra=c 
reduziert sich die Funktion F(a, c; z) auf die Exponentialfunktion 

F(a, a;z)= e. 


Die konfluente hypergeometrische Funktion ist eine spezielle Lösung der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 


d’® d® 
2a, re- 2, eP=d,; (D.2) 


d.h.d, = F(a, c; z). Falls c keine ganze Zahl ist, ist die zweite, linear unabhängige 
Lösung von (D.2) 
D,= zITeFla—c+ 1,2- c;2). (D.3) 


Die allgemeine Lösung von (D.?2) ist in diesem Falle eine Linearkombination der 
Lösungen ®, und ©: 
®= AD, + BD, 


mit beliebigen Konstanten A und DB. Die Funktion F(a, c; z) ist für z = (0 regulär 
und hat dort den Wert 1. Sie erfüllt die Beziehung 


F(a,c;2)= &®F(c-.a,c; —z), (D.A) 


die als Kummersche Transformation bezeichnet wird. Wir stellen noch einige Be- 
ziehungen für die Funktionen F(a, c; z) zusammen: 
(c— a) Fa—1,c;2)+ (2a—c+2)Fla,c;2)= al(a+ 1,c;z), 
(a—c+1)Fla,c;2)+ (c-1) Fla,c— 1;2)= aFla+1,c;z), 
d 


a 
gras; 2)=—Flatl,c+1;z). (D.5) 


Durch wiederholte Anwendung von (D.5) ergibt sich 


dr F Een T’(c) T(a+ n) 
I’(a)lU’(c+ n) 


Flatn,c+n;z), 


wobei I'‘(z) die I'-Funktion ist. 
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Für a = 0 oder gleich einer negativen ganzen Zahl, a = —n, reduziert sich die 
konfluente hypergeometrische Funktion auf ein Polynom n-ten Grades 


n n(l—-n) 2° (c— 4)! 
F(-n,c;2)= 1- — 2 + —— — 1) — 28. 
2. rer See 
Diese Polynome kann man mit der einfachen Formel 
1-ce2 n 
F{—-n,c;2)= ON. a (D.6) 


T(c+n) dar 


zusammenfassen. Die konfluente hypergeometrische Funktion (D.6) hängt mit den 
verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen über die Beziehung 


T(c+n+1) 


TCc+ I) F(—n,c+1;z) (D.7) 


L,@) = 


zusammen. Die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome werden durch die 
Formel 


dr 
c — 7-Ca2 c+ne-2 D. 
L£(z) = z”°e Ten (zer) (D.8) 


definiert. Die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome werden für c = 0 mit 
L„(z) bezeichnet und sind dann einfach die Laguerreschen Polynome. Aus (D.7) und 


(D.8) bekommen wir 
| dn 
L„(z)= e: Er (zre=?)= I'(n+ 1) F(—n,1;2). (D.9) 
z" | 
Wir wollen jetzt das asymptotische Verhalten der konfluenten hypergeome- 
trischen Funktion angeben. Für kleine z wird das asymptotische Verhalten der 
Funktion F durch die ersten Glieder der Reihe (D.1) bestimmt. Für große |z] 
haben wir 


F(a, c; z) = u za-ce2[1 + O(|z2|"1)] für Rezo, (D.10) 
F(a, > u (-z)-e[1+ O(lz=Y)] für Rez>—o. (D.11) 


Das asymptotische Verhalten der Funktion F(a, c; z) für beschränktes z und sehr 
große Werte eines Parameters ist 


F(a,c;2)=1+ O(le”?) für z und a beschränkt cm. 
F(a,c;2)= e:[1+ O(lel”!)] für c-a und z beschränkt co. 
Die konfluente hypergeometrische Funktion hat in der theoretischen Physik 
deshalb eine große Bedeutung, weil die Lösungen vieler linearer homogener Diffe- 


rentialgleichungen durch diese Funktion ausgedrückt werden. Sehen wir uns zum 
Beispiel die Gleichung 
d’p dp 


(aox + bo) 5 + art b) a + (art b) 9= 0 (D.12) 
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an. Für 9 =aı =ay, = (0 wird die Lösung dieser Gleichung durch elementare 
Funktionen dargestellt. Mit diesem Fall werden wir uns nicht befassen. Durch die 
Substitution | 

| o=etd, z=Aiz+ u (D.13) 


bringen wir (D.12) ın die Gestalt 


d?® dd 
(x02+ Po) Tr + (12 + PB) + (022+ 2) © = 0 (D.14) 
mit 
ao 
AT = Ay, = AAs, 
aou + b Aı+B 
De, ee Pa= uAy+ Bas, 
A A 
Ars Daor+ 41; A) = aov? + avH a3; 
B, = 2bor + bi, B} = bov? + bov-+ b», 
A, a und » werden so bestimmt, daß 
aou-Tt bo= 0, ao+ AAı = 0, Ay = 0 (D.15) 


ist. (D.14) stimmt dann mit (D.2) überein. Eine beliebige Gleichung vom Typ 
(D.12) führt also auf die Gleichung für die konfluenten hypergeometrischen Funk- 
tionen (D.2), wenn man die Werte von A, u und » entsprechend (D.15) wählen 
kann und dann die Substitution (D.13) durchführt. 

Durch die Substitution 


[67 


Eee: 4 
Ö=z ?e?W, a=— kr c=1+2u (D.16) 


wird aus (D.2) die Whittakersche Gleichung 


dz? ” u % z? (Di2) 


Die Whittakerschen Funktionen W,,(z), die (D.17) befriedigen, werden durch das 
Integral 


1 2 
zm 
d? 
Ww Ik wo. 


z 1 
— oo — 
2 k 2, ta 


zke En L = 
Wu — f 2 (1+—) ed  (D.18) 
1R (5 —k+ «) x 


für alle k und u und für alle z außer für negative reelle Werte von z definiert. Falls 
Wxy(z) eine Lösung von (D.17) ist, ist W_, „(—z) ebenfalls eine Lösung derselben 
Gleichung, da sich diese Gleichung bei gleichzeitiger Vorzeichenänderung von k 
und z nicht ändert. Die Lösungen W;,(z) und W_x, „(—2z) bilden ein Basissystem 
für die Lösungen von (D.17). 
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Der Zusammenhang der konfluenten hypergeometrischen Funktion F(a, c; z) 
mit der Whittakerschen Funktion W; „(z) wird durch die Beziehung (D.16) 
hergestellt. Viele Funktionen in der angewandten Mathematik und in der Physik 
können durch die Funktionen W,,(z) ausgedrückt werden. 

Zum Beispiel sind die verallgemeinerten Laguerreschen Polynome (D.8) ein 

c 


Spezialfall der Whittakerschen Funktionen fürk=n+ u (+1) undy = 5: 


c+1 z 
Le(@)= (Ar 2 e?W,,cr el). 
2 


= 


i 
Fürc=+H D gehen dıe Laguerreschen Polynome in die hermiteschen Polynome 
über: 


Diese sind Lösungen der Differentialgleichung 


d? d 
(at 27) Une) = 0. 
Es sind 

H>,„(z) = (—1)r )2n LE 022) 


Hon+1l2) = (—1)r Prti1z 1422). 


Das asymptotische Verhalten der Whittakerschen Funktion für Jarg (z2)| < r und : 
für große z gehorcht der Formel 


Wiul)=e Fzkll+ Oli). 


Die Bessel-Funktionen sind ein Spezialfall der konfluenten hypergeometrischen 
Funktion. Die Bessel-Funktionen sind in diesem Buch häufig benutzt worden, 
deshalb wollen wir hier einige Eigenschaften derselben angeben. 

Die Bessel-Funktionen sind eine Lösung der Besselschen Gleichung 


dJ, 1dJ p? 
Nr + (1-5)9=0. (D.19) 


Eine spezielle Lösung dieser Gleichung ist die Reihe 


(—1)k 


5 (D.20) 


’ 


les 
PR = 2 KITlk+ p+ N) 


die als Bessel- Funktion erster Art vom Index p bezeichnet wird. Falls p keine ganze 
Zahl ist, sind die beiden Lösungen J,(z) und J_,(z) linear unabhängig. In diesem‘ 
Falle ıst die allgemeine Lösung von (D.19) 


AJ,(@)+ BJ_zKz) 


mit beliebigen Konstanten A und DB. 
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Die Bessel-Funktionen werden folgendermaßen durch die konfluenten hyper- 
geometrischen Funktionen ausgedrückt: 


1 2\? -izH% 1 A 1 
oe rereder e F(>+?. 1+2p; 2iz). (D.21) 


Falls p eine ganze Zahl n ist, hängen die beiden Lösungen, die sich im Vorzeichen 
von n unterscheiden, über die Beziehung 


In) = (Dr Ink) 


miteinander zusammen. Für große z ist das asymptotische Verhalten der Bessel- 
Funktion erster Art 


1,6 = VZ[os(@- 2-5) +06] 


Für nicht ganzzahliges p verwendet man häufig als eine Lösung der Gleichung 
(D.19) die Neumannsche Funktion vom Index p (oder die Bessel-Funktion zweiter 
Art) 


J,(z) cos pn — J_y(z) 


N,(2) = (D.22) 


sin pr 
Die Neumannsche Funktion N,(z) und die Bessel-Funktion J,(z) sind ebenfalls 
zwei unabhängige Lösungen der Gleichung (D.19). 

Als linear unabhängige Lösungen der Gleichung (D.19) benutzt man auch manch- 
mal die Hankel-Funktionen erster und zweiter Art (oder die Bessel-Funktionen 
dritter Art) | 
Ja) e!Ppr =.) (2) 


Mn); P 
nn sinpr ’ 
H@z) = — ee. 
sın pr 


Die Wahl dieser oder jener Funktionen als unabhängige Lösungen der Gleichung 
(D.19) richtet sich nach dem Verhalten dieser Funktionen für große Werte der 
unabhängigen Veränderlichen. Das asymptotische Verhalten der Hankel-Funk- 
tionen für große z wird durch die Ausdrücke 


; 9» i(@-3-5) 

HP@= Y—e 3 + Ole], 
2 —i N 

Hp = Ve? tur onen) 


beschrieben. 
Die Bessel-Funktionen mit halbzahligem Index können durch elementare Funk- 
tionen dargestellt werden. Für beliebiges ganzzahliges I! ist 


Ve 
Ze ES n 


— 
ws 
Ka 
un 
N 
4 
| 
Pan 
| 
FENG 


(D.23) 
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Manchmal verwendet man statt der Funktionen (D.23) die um einen Faktor ab- 
geänderten sphärıschen Bessel- Funktionen 


ie) = YEr.20- 0), (D.24) 


2 


ni) = (9 Vs 0-0) (0.25) 


Das asymptotische Verhalten dieser Funktionen ist in $ 35 angegeben worden. 
Falls J,(z) eine Lösung der Besselschen Gleichung (D.19) ist, dann ist die 
Funktion von rein imaginärem Argument J,(iz) eine Lösung von 


dI A1dlI p? 
Be ER EN 1 2 
dz? A z dz | = 7) 9) 


Die Lösung von (D.26) wählt man meist in der Form 


(3 pt+2k 

1 =, 

—i— pr I ) 

De ee ie en D.27 
wok!T(p+k+M) \ 


Die Funktion /,(z) heißt modifizierte Bessel-Funktion erster Art. Wenn p keine 
ganze Zahl ist, sind /,(z) und /_,(z) zwei linear unabhängige Lösungen, durch die 
die allgemeine Lösung der Gleichung (D.26) dargestellt werden kann. Für ganz- 


zahliges p ist | 
I,(@)= I_z(). 


Die modifizierte Bessel-Funktion erster Art hängt über die einfache Beziehung 


ER (5 rl 1+2p;2 (D.28) 
=) Flat Rt+2r:2) Ä 
mit der konfluenten hypergeometrischen Funktion zusammen. Bei Anwendungen 
benutzt man neben der Funktion /,„(z) als zweite unabhängige Lösung von (D.27) 
die Funktion (p keine ganze Zahl) 


I_2(2) ae I,(z) 


sin pr 


K,@ = (D.29) 


die als Bassetsche Funktion oder modifizierte Besselfunktion zweiter Art be- 
zeichnet wird. Die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art hat das asymptotische 
Verhalten 


K ,(z) = Vz er 10): ZEN: 


Strebt p gegen eine ganze Zahl n, dann gehen Zähler und Nenner in (D.28) 
gegen Null. X,„ wird als Grenzwert des Verhältnisses dieser beiden gegen Null 
strebenden Größen definiert. So wird auch die Neumannsche Funktion für ganz- 
zahlıge p definiert. 


43 D awydow, Quantenmechanik 
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E. Gruppentheorie 


I. Definition einer Gruppe. In der Mathematik nennt man eine Menge von 
Elementen a,b,c,...,g ... mit den folgenden Eigenschaften eine Gruppe: 
1. Es ist eine Produktoperation für die Elemente so definiert, daß das Produkt 
zweier Elemente gleich irgendeinem anderen Element derselben Gruppe ist, 
zum Beispiel ab = c. 2. Die Gruppe enthält ein Einheitselement e mit der Eigen- 
schaft ea = ae =a für ein beliebiges Element der Gruppe. 3. Es gilt das asso- 
ziative Gesetz der Multiplikation: (ab)ce = a(bc). 4. Zu jedem Element a der Gruppe 
gibt es ein inverses Element a7!, so daB aa! = aT!a= e ist. 

Die Zahl N der Elemente einer Gruppe wird als deren Ordnung bezeichnet. 
Diese Zahl kann auch unendlich sein. Im allgemeinen ist das Produkt von Gruppen- 
elementen nicht kommutativ, ab # ba. Falls die Produkte aller Gruppenelemente 
kommutativ sind, handelt es sich um eine Abelsche Gruppe. 

Beispiele für Gruppen sind: a) die Gesamtheit der Operationen, die eine symme- 
trische Figur in sich selbst transformieren, b) die Gesamtheit aller Drehungen um 
alle möglichen Achsen durch einen fixierten Punkt, die Gesamtheit aller möglichen 
Permutationen von n Elementen usw. 

II. Darstellung einer Gruppe. Kann man jedem Element g einer Gruppe einen 
Operator //(g) in einem linearen Raum L so zuordnen, daß dabei dem Produkt. 
zweier beliebiger Gruppenelemente das Produkt der Operatoren zugeordnet ist, 


II (gı) IT(g) = II(gı8>) (E.1) 


so bezeichnet man die Operatoren //(g) als Darstellungen der Gruppe. Die Dimen- 
sion des Raumes Z ist die Dimension der Darstellung. Die Operatoren II(g) 
werden häufig durch quadratische Matrizen dargestellt. In diesen Fällen ist die 
Dimension der Darstellung die Zahl der Reihen der Matrizen. 

Alle Darstellungen einer Gruppe kann man in Klassen äquivalenter Darstel- 
lungen einteilen. Zwei Darstellungen //, und //z sind äquivalent, wenn für jedes 


Element der Gruppe die Beziehung 
IT,() = TIRT-! (E.2) 


erfüllt ist; T ist dabei für alle Elemente der Gruppe dieselbe Matrix (derselbe 
lineare Operator). Für jede Darstellung einer endlichen Gruppe existiert eine 
äquivalente unitäre Darstellung, d.h. eine Darstellung, die nur aus unitären 
Matrizen besteht. Im folgenden werden wir uns nur mit unitären Darstellungen 
befassen. 

Die Transformationen (E.2) heißen Ähnlichkeitstransformationen. Kann man 
für eine gegebene Darstellung //(g) eine Ähnlichkeitstransformation finden, die 
alle Matrizen //(g;) in die Gestalt 


II (8) 0 Ö 
0 0 II:(g) 


bringt, wobeı die //;(g) durch Matrizen mit weniger Reihen dargestellt werden, 
dann ist die Darstellung //(g) reduzibel. Gibt es keine Ähnlichkeitstransformation. 
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durch die alle Matrizen der Darstellung in die Gestalt (E.3) gebracht werden, 
dann ist //(g) eine irreduzible Darstellung. 

Wir wollen zwei Eigenschaften irreduzibler Darstellungen vermerken: a) Die 
Quadratsumme der Dimensionen aller irreduziblen nichtäquivalenten Darstel- 
lungen ıst gleich der Ordnung der Gruppe: 


YR=N. (E.A) 


b) Für die Matrixelemente I//„n(g) der irreduziblen Darstellungen gelten die 
folgenden Orthogonalitätsbedingungen: 


N 
2 II.) IIE.(8) ze 1. Oxj mm: nn’ . (E.5) 
8 
Die N Größen 
Ui 
N Kinn ) 


mit den Komponenten, die den einzelnen Gruppenelementen g; entsprechen, 
bilden also ein vollständiges, hermitesches Orthonormalsystem von Vektoren im 
N-dimensionalen Raum. 

Irreduzible Darstellungen mit einer Dimension größer als 1 gibt es nur ın 
Gruppen mit nichtkommutativen Elementen. 

Ill. Die Charaktere der Darstellungen. Die Summe der diagonalen Matrixele- 
mente einer Darstellung für jedes einzelne Gruppenelement ist der Charakter 
einer Darstellung: 


=2 I® ( (E.6) 


Die zum Einheitselement der Gruppe gehörige Darstellung ist die Einheits- 
matrix; der Charakter dieser Darstellung ist daher immer gleich der Dimension 
der Darstellung. Die Charaktere äquivalenter Darstellungen, d.h. von Darstel- 
lungen, die durch eine Ähnlichkeitstransformation (E.2) auseinander hervor- 
gehen, sind gleich. Die Charaktere irreduzibler, nichtäquivalenter Darstellungen 
sind orthogonal zueinander: 


2; Xx(g = N; (E.7) 


wobei N die Zahl der Elemente in der Gruppe ist. 

Die Elemente einer jeden Gruppe können in Klassen eingeteilt werden. In einer 
Klasse sind die zueinander konjugierten Elemente enthalten, d. h. die Elemente 
a und 5b der Gruppe, zwischen denen die Beziehungen a = zbx”! mit einem be- 
liebigen Element x derselben Gruppe besteht. Die Klassen Abelscher Gruppen 
enthalten nur ein Element; die Zahl der Klassen in diesen Gruppen ist gleich der 
Zahl der Elemente. 

Die Aufteilung der Gruppenelemente auf Klassen ist sehr wesentlich, da die 
Elemente in einer Klasse die gleichen Charaktere haben. Ferner ist die Zahl der 
irreduziblen Darstellungen gleich der Zahl der Klassen in der Gruppe. 

Wir bezeichnen die Zahl der Elemente in der Klasse & mit n,. Da die Charaktere 
der Elemente einer Klasse gleich sind, kann man in (E.7) die Summation über 
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alle Elemente durch die Summation über alle Klassen ersetzen 
Di nuKr(Be) Kr (ge) = NÖ: (E.7a) 


wo g, ein Gruppenelement aus der Klasse « ist. Es wird über alle Klassen summiert. 

Die Systeme der Charaktere und die irreduziblen Darstellungen entsprechen 
sich eindeutig. Es ist daher bei vielen Anwendungen der Gruppentheorie zweck- 
mäßig, nicht mit den irreduziblen Darstellungen, sondern mit den Charakteren zu 
operieren. Auf Grund der Orthogonalitätseigenschaften (E.7) der Charaktere der 
irreduziblen Darstellungen kann man die Charaktere beliebiger reduzibler Dar- 
stellungen einer Gruppe in die irreduziblen Darstellungen zerlegen, zum Beispiel 


x(g) = 2, Axxr(g); (E.8) 


dabei wird über alle irreduziblen Darstellungen summiert. Die Entwicklungs- 
koeffizienten A, werden nach (E.7) durch die Formel 


Arm xle) 2) (2.9) 


gegeben. Hier ıst über alle Elemente der Gruppe zu summieren. 

IV. Kontinuierliche Liesche Gruppen. Eine kontinuierliche Liesche Gruppe ist 
eine unendliche Gruppe, deren Elemente durch endlich viele Parameter bestimmt 
werden. Die minimale Zahl der Parameter zur Bestimmung eines einzelnen 
Gruppenelementes ist die Dimension der Lieschen Gruppe. Zum Beispiel bilden 
die Drehungen um einen beliebigen Winkel um eine fixierte Achse eine Liesche 
Gruppe. Das Produkt zweier Drehungen um die Winkel @; und 95 ist eine Drehung 
um den Winkel 9 + 9a. Diese Gruppe hat die Dimension 1, da jede Drehung 
durch einen Parameter — den Drehwinkel — festgelegt wird. Die volle Drehgruppe 
ist eine Liesche Gruppe der Dimension 3, da jede Drehung durch drei Parameter 
charakterisiert wird, zum Beispiel durch die Eulerschen Winkel. 

Für das Einheitselement einer Lieschen Gruppe sind alle Parameter gleich Null. 
Die Darstellungen einer Lieschen Gruppe sind Funktionen der Parameter der 
Gruppe. Sind die Darstellungen //(aı, &, ...) differenzierbare Funktionen der 
Parameter, dann kann man einen infinitesimalen Operator definieren. Der ınfı- 
nıtesimale Operator I, zum Parameter &, ist die Ableitung der Darstellung 
II(aı, &, ...) nach &, an der Stelle, wo alle Parameter gleich Null sind: 


ol 
hal 
= ER 


Die Zahl der infinitesimalen Parameter ist gleich der Dimension der Lieschen 
Gruppe. 

V. Das direkte Produkt von Darstellungen einer Gruppe. Wie in $20 gezeigt 
worden ist, bildet das System der Eigenfunktionen des Hamilton-Operators H 
eine Basis für die Darstellung der Gruppe g der Symmetrieoperationen, die den 
Operator H invariant lassen. Die Darstellungen durch die Eigenfunktionen von 
H zu den einzelnen Energieniveaus sind die irreduziblen Darstellungen dieser 
Gruppe. Man kann mit anderen Worten jeder Eigenfunktion des Operators H 
eine bestimmte irreduzible Darstellung der Gruppe zuordnen. 
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Die Funktionen y und © seien die Eigenfunktionen des Operators H zu den 
irreduziblen Darstellungen I‘, und /‘,. Das Produkt der Funktionen y9@ ent- 
spricht dann der Darstellung I‘, derselben Gruppe g, die man als das direkte 
Produkt von I‘, und I‘, bezeichnet: 


Er s£R, (E.10) 


x ist das Zeichen für das direkte Produkt. 

Da die Darstellungen einer Gruppe durch Matrizen gegeben werden (zum Bei- 
spiel I, = (T';r(9)), ist das direkte Produkt von Darstellungen (E.10) das direkte 
Produkt der zugehörigen Matrizen (s. C, Abschnitt VI). Aus der Definition des 
direkten Produktes von Matrizen folgt sofort, daß der Charakter der Darstellung 
des direkten Produktes einfach gleich dem Produkt, der Charaktere der ent- 
sprechenden Darstellungen ist, zum Beispiel 

Ko 3 Pulp) Trn(p)= Kuio- ‚(E.11) 
Die Darstellung des direkten Produktes zweier irreduzibler Darstellungen ist im 
allgemeinen eine reduzible Darstellung. Um diese Darstellung nach irreduziblen 
Darstellungen zu zerlegen, braucht man nur den Charakter dieser Darstellung 
in die Charaktere der irreduziblen Gruppen zu zerlegen. Dazu muß man die 
Formel (E.8) verwenden. 

VI. Bedingungen für das Verschwinden der Integrale über dem Produkt zweier 
Funktionen. Mit Hilfe der Gruppentheorie kann man feststellen, unter welchen 


Bedingungen das Integral 
IKTiL (E.12) 


verschwindet, ohne dieses Integral ausrechnen zu müssen. Dieses Integral ist 
nur dann von Null verschieden, wenn der Integrand bei allen Symmetrieopera- 
tionen der Gruppe invariant ist oder aus einer Summe von Gliedern besteht, von 
denen wenigstens eins invariant ist. Der Integrand hat die angegebenen Eigen- 
schaften, wenn das direkte Produkt der Darstellungen J’, und J',„, zu denen die 
Funktionen y» und ® gehören, die vollkommen symmetrische Darstellung ent- 
hält. In den meisten physikalisch interessanten Fällen sind die Charaktere der 
Darstellungen reell. In diesen Fällen ist die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß das direkte Produkt I,x IT, die vollkommen symmetrische 
Darstellung A enthält, die Gleichheit der entsprechenden Darstellungen, also 
auch deren Charaktere. Es ist demnach 


[vpdr=0 für T,=T,. (E.13) 
Aus (E.13) folgt 
[vfodr+0 für IyIy=Tr. (E.14) 


Der Hamilton-Operator H gehört zur vollständig symmetrischen Darstellung. 
Die Matrixelemente <y|H]|p)> sind somit nur dann von Null verschieden, wenn 
die Funktionen y und ® zu ein und derselben Darstellung gehören, d.h. für 


T,=T, 
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